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Resumo: O problema de p-medianas capacitado (PPMC) considera decisdes oOtimas sobre a
localizag@o de p facilidades levando-se em conta distancias e capacidades de servi¢os. Apresentamos
neste trabalho abordagens de geracdo de colunas para o PPMC. Os problemas mestres restritos
consideram colunas formadas de clusters que satisfazem as restricdes de capacidades, para os quais
foram resolvidos problemas de 1-mediana. Os subproblemas geradores de novas colunas sdo entdo do
tipo mochila. A relaxacdo Lagrangeana/surrogate ¢ usada para gerar novas colunas através de um
problema da mochila modificado, e também para fornecer bons limitantes ao processo. O processo de
geragdo de colunas ¢ acelerado mesmo no caso em que multiplas colunas sdo selecionadas para entrar
no problema mestre restrito. Resultados computacionais sdo apresentados para instancias geradas a
partir de dados da cidade de Sdo José¢ dos Campos, SP.

Palavras-chave: Problemas de localizagdo, Problema de p-medianas capacitado, Geragdo de colunas,
Relaxacao Lagrangeana/surrogate.

Abstract: The Capacitated p-median problem (CPMP) objectives the optimal location of p facilities,
considering distances and capacities for the service to be given by each median. We present column
generation approaches to CPMP. The identified restricted master problems optimize the covering of 1-
median clusters satisfying the capacity constraints, and new columns are generated considering
knapsack subproblems. The Lagrangean/surrogate relaxation has been used recently to accelerate
subgradient like methods. In this work the Lagrangean/surrogate relaxation is directly identified from
the master problem dual and provides new bounds and new productive columns through a modified
knapsack subproblem. The overall column generation process is accelerated, even when multiple
pricing is observed. Computational tests are presented running instances taken from real data of Sao
José dos Campos city.

Keywords: Location problems, Capacitated p-median problems, Column generation,
Lagrangean/surrogate relaxation.

1. Introducao

O problema de p-medianas capacitado (PPMC) considera decisdes 6timas sobre a localizagdao de p
facilidades levando-se em conta distancias e capacidades de servigos. Aparentemente o PPMC nao foi
estudado tdo intensivamente como o problema classico de p-medianas. Problemas relacionados foram
tratados em Bramel and Simchi-Levi [3], Klein and Aronson [18], Mulvey and Beck [28] ¢ Osman and
Christofides [31]. Um ampla revisdo bibliografica e também um conjunto de problemas testes sdo
apresentados em [31]. O PPMC ¢ reconhecidamente NP-dificil e algumas abordagens anteriores
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aplicam heuristicas Lagrangeanas, tais como em Koskosidis and Powell [19] e em [29]. Abordagens
recentes exploram o uso de meta-heuristicas, tais como simulated annealing e busca tabu (como em
Franca et al. [13] e em [31]), e algoritmos genéticos (Maniezzo et al. [24]). Bons resultados foram
apresentados para um conjunto padrdo de instancias (http://mscmga.ms.ic.ac.uk/info.html [2]).

A técnica de geragdo de colunas pode ser aplicada a problemas lineares de grandes dimensoes, no caso
de ndo se dispor de todas a colunas a priori, ou quando se pretende resolver um problema utilizando a
decomposicao de Dantzig-Wolfe, onde as colunas correspondem aos pontos extremos do conjunto
convexo de solugdes factiveis do problema. Neste caso, o algoritmo para resolucdo alterna entre um
subproblema e um problema mestre restrito. A partir de um conjunto inicial de colunas, resolve-se o
problema mestre, obtendo-se as variaveis duais que serdo utilizadas pelo subproblema para determinar
novas colunas a serem consideradas no problema mestre. Baseado no trabalho de Dantzig e Wolfe [6],
a primeira aplicacdo pratica desta técnica foi na determinacdo de padrdes de corte unidimensionais
(Gilmore and Gomory [14, 15]) e, desde entdo, seu uso difundiu-se de forma intensa [1, 4, 7, 8, 9, 30,
33, 34].

Abordagens baseadas na técnica de geracdo de colunas tém aparecido em um grande numero de
trabalhos recentes como alternativa aos métodos ndo lineares baseados em relaxacdo Lagrangeana
(métodos de subgradientes e métodos bundle) para resolver problemas inteiros de grande porte [1].
Sabe-se, entretanto, que a aplicacdo direta do método de geragdo de colunas freqiientemente produz
um numero muito grande de colunas que ndo s@o relevantes para a solug@o final, comprometendo
assim a convergéncia para a solucdo do problema. Nestes casos, observa-se que as variaveis duais
oscilam em torno da solugdo dual 6tima. Logo, métodos que previnam tal comportamento podem
acelerar a resolucdo do problema. Dentre estes merecem destaque: Método Boxstep [25], que restringe
o0 espacgo de busca de solugdes duais a uma regido limitada tendo a solucdo dual atual como centro;
M¢étodo Analytic Centre Cutting Plane [10, 11], que usa o centro analitico de uma regido da fun¢ao
dual como solugdo, no lugar da solug@o 6tima, ndo permitindo assim mudancas muito drasticas entre
as solugdes duais de duas iteragdes consecutivas; Métodos Bundle [30], que combinam regides de
confianga e penalizagdes para que as solu¢des duais ndo variem muito de uma iteragdo para outra.
Outros métodos estdo descritos em Neame [30].

Neste trabalho explora-se a equivaléncia entre o método de geragdo de colunas, resultante da
decomposicdo de Dantzig-Wolfe do problema original, e o0 método de Planos de Corte (Kelley [17])
para resolver o problema Lagrangeano associado, através do uso da relaxacdo Lagrangeana/surrogate
descrita em Narciso e Lorena [29]. Esta abordagem pode ser vista como uma alternativa de
estabilizacdo do processo de geracdo de colunas, obtendo solugdes duais e colunas de melhor
qualidade, e acelerando a resolu¢do do problema original.

O trabalho est4 organizado da seguinte forma. Na Sec¢do 2 apresentam-se as formula¢des matematicas
dos problemas PPMC que sdo usadas neste trabalho. A proxima secdo apresenta as abordagens de
geracdo de colunas e a forma pela qual a relaxagdo Lagrangean/surrogate ¢ usada para gerar as novas
colunas do problema mestre restrito. Na secdo 4 apresentam-se os algoritmos e na se¢ao seguinte os
resultados dos experimentos computacionais.

2. Formulacées do PPMC

O PPMC considerado neste trabalho ¢ modelado de duas maneiras. A primeira considera o seguinte
problema de programagao linear inteira 0-1:

() w(P)=Min ) Y d,x, (1

ieN jeN
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sujeito a Y x,=1;ieN 2)
JjeN .
Sx,=p ®
JjeN
Zqix[j < ijj ;] EN 4
ieN
x; €{0,1};i eN,j eN )

onde:

N = {l,...n} é o conjunto dos indices das entidades a serem alocadas ¢ também o conjunto das
possiveis medianas, das quais p medianas devem ser localizadas;

g; ¢ a demanda de cada entidade e Q a capacidade de cada possivel mediana;

[dij]nxn € @ matriz de distancias;

[Xij]nxn € @ matriz de alocagdes, com x;=1 se a entidade i ¢ alocada a mediana j, e x;=0, caso contrario;
xjj = 1 se a mediana j ¢ selecionada e x;; = 0, caso contrario.

As restri¢des (2) e (3) asseguram que cada entidade é alocada a apenas uma mediana. A restrigao (4)
assegura que o total de capacidades das medianas deve ser respeitado, e as restrigdes (5) apresentam
condicdes de integralidades.

Sao assumidas capacidades iguais para as medianas no intuito de simplificar a formulacdo de
particionamento de conjuntos que estd definida a seguir.

O PPMC também pode ser formulado como o seguinte problema de particionamento de conjuntos:

(PC) v(PC) = Min ickxk

k=1

sujeito a D Ax, =1 (6)
k=1

dx=p (7
k=1
x, €{0,1},

onde:

S={S,.S,,....S,},éum conjunto de subconjuntos de N;
1 €S
) SETER , satisfazendo ZQiaik <Q;

A = [ay]oxm , € uma matriz com g, = .
0, caso contrario N

e ¢, = Min Zdl.j , considerando S, = {i € Sk| a, = 1}.

Esta ¢ a formulagdo apresentada em Minoux [27]. A mesma formulacdo pode ser obtida do problema
(P) aplicando a decomposic¢do de Dantzig-Wolfe. Para cada subconjunto S ,1 , as medianas abertas sdo

decididas quando o custo da coluna ¢, é calculado, ¢ portanto as colunas de (PC) consideram
implicitamente as restricdes (4) de (P). As restricdes (1) e (2) sdo conservadas e atualizadas
respectivamente em (6) e (7), de acordo com o processo de decomposigdo de Dantzig-Wolfe.



xxx‘v SIMPOSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONAL - 8 a 11 de novembro de 2002, Rio de Janeiro/RJ
SBPO A PESQUISA OPERACIONAL E AS CIDADES

Se S € o conjunto de todos os subconjuntos de N, a formulagao apresentada pode levar a solugdo 6tima
de PPMC. Mas, como o numero de subconjuntos pode ser muito grande, um conjunto parcial de
colunas geralmente ¢ considerado, levando o problema (PC) a ser chamado de problema mestre
restrito dentro do contexto de geracao de colunas [1].

3. A relaxacao Lagrangeana/surrogate e o processo de geracao de colunas

E bem conhecida a equivaléncia entre a decomposicdo de Dantzig-Wolfe, geracio de colunas e a
otimizacdo da relaxagdo Lagrangeana. Resolver um programa linear através da decomposi¢do de
Dantzig-Wolfe resulta ser o mesmo que resolver o Lagrangeano pelo método de planos de corte de
Kelley [17]. Entretanto em muitos casos a aplicagdo direta do método de geragdo de colunas pode
resultar em convergéncia lenta.

A relaxacdo Lagrangeana/surrogate serd usada em conjunto com o método de geragdo de colunas
identificando os problemas de otimizacdo que sdo comuns na solu¢do do Lagrangeano/surrogate e no
subproblema de custo reduzido. Desta forma além de proporcionar limitantes inferiores de boa
qualidade, a relaxacdo Lagrangeana/surrogate estara gerando também colunas de qualidade para o
processo de geragdo de colunas. Mais informacdes sobre a relaxagdo Lagrangeana/surrogate podem ser
obtidas nos trabalhos de Lorena e Lopes [20], Lorena e Narciso [21], Lorena e Senne [22], Narciso e
Lorena [29] e Senne e Lorena [32].

Para um dado vetor A € R} e t> 0 arelaxagdo Lagrangeana/surrogate de PPMC ¢ dada por:

(LP") VILPY=Min > (d, —th)x, +1Y N,
ieN jeN ieN
sujeito a (3), (4), e (5).

O problema (LtP)‘) pode ser resolvido considerando a restri¢do (3) de forma implicita ¢ decompondo
(no indice j) o problema nos seguintes n sub-problemas da mochila 0-1:

v(knap™) ;= Min > (d, —t\)x, (8)

ieN

sujeito a 4) e (5).

Cada sub-problema pode ser resolvido pelo algoritmo exato de Horowitz and Sahni (veja Martello e
Toth [26]). Seja J o conjunto dos indices correspondentes aos p menores v(knapm) ;2] €N

restricdo (3) esta sendo considerada neste momento). O valor da relaxacdo Lagrangeana/surrogate ¢
entdo dado por:

VILPY = > v(knap ™), +1D 1, 9

jeJ ieN
A caracteristica que torna interessante a relaxacgdo (Lth) ¢ que no caso particular em que t=1, a
expressao (9) da o valor da relaxagdo Lagrangeana usual considerando o mesmo multiplicador A.

Dois duais sdo entdo identificados: um dual externo que considera a variavel multidimensional A,
usualmente otimizado por métodos do tipo subgradientes, e, considerando o multiplicador A fixo, o
melhor valor para a varidvel unidimensional t pode ser encontrado otimizando o dual Lagrangeano

interno v( Dtx )= Max V(Lth). O melhor valor da relaxacdo Lagrangeana/surrogate ¢ melhor que o da
t>0

relaxacdo Lagrangeana. Uma forma aproximada de encontrar o melhor valor de t € resolver o dual
interno por busca dicotémica (veja o algoritmo SH usado no trabalho [32]).
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O problema a ser resolvido por geragdo de colunas ¢ a versdo de programacao linear do problema de
cobertura de conjuntos de (PC):

(CO) v(CC) = Min ZCkxk
k=1
sujeito a ZAkxk >1
k=1
zxk =p
k=1
x, €[0,1].

Depois de definido um subconjunto inicial de colunas, o problema (CC) ¢ resolvido e os custos duais
finais m,, 1= 1,...,n e p sdo usados no seguinte subproblema para a geragdo de novas colunas (onde
para simplificar a notagdo estamos usando para cada j , X;; = z)):

(Sub,P) v(Sub, P) = Min {v(knap™) }
JE

O subproblema (Sub,P) ¢é resolvido decompondo no indice j e obtendo n problemas da mochila em

i

variaveis 0-1 descritos na expressdo (8). A coluna [ZT} ¢ adicionada ao problema (CC) se v(SubnP) <

|u| . Na pratica, para j = 1,..., n, todas as colunas encontradas no processo de solucdo do subproblema

que satisfagam:

2.4z <0 ¢ Z(dij_ni)zi < || (10)

ieN ieN
poderao ser adicionadas ao conjunto de colunas, acelerando o processo de geracao de colunas.

Considerando o uso das variaveis duais 7;, i = 1,...,n, no problema (L,P") (para o caso Lagrangeano,

onde t = 1), as mesmas colunas identificadas em (Sub,P) estardo sendo identificadas. Portanto o

problema Lagrangeano pode ser usado para gerar novas colunas ¢ proporcionar um limitante inferior
ao PPMC.

A relaxacdo Lagrangeana/surrogate ¢ integrada ao processo de geragdo de colunas transferindo os

multiplicadores m; (i = 1,..,n) do problema (CC) ao problema Max v(L{P"), e retornando as
120

respectivas colunas. Se as novas colunas satisfazem a expressdo (10), entdo podem ser adicionadas ao

conjunto de colunas de (CC). O efeito resultante é uma aceleragdo da convergéncia do processo de

geragdo de colunas, mesmo no caso em que multiplas colunas sdo adicionadas em cada iteragdao do

processo.

A relaxacdo Lagrangeana/surrogate € um limitante valido para o processo de geracao de colunas. Em
particular ¢ melhor que o limitante Lagrangeano usual (caso em que t = 1) e pode ser util para definir
parametros de convergéncia no problema mestre restrito. A Figura 1 mostra um comportamento tipico
de limitantes duais integrados ao processo de geragao de colunas.
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Figura 1. Comportamento tipico dos limitantes duais

4. Algoritmos de geracio de colunas

Os algoritmos de geragdo de colunas podem ser apresentados como:

CG (1)

(1) Defina um conjunto inicial de colunas para (CC);

(ii) Resolva (CC) usando o software CPLEX [16] e retorne os multiplicadores duaism; (j =
I,...n)e W

(iii) Resolva aproximadamente (por busca dicotdmica) o dual Lagrangeano/surrogate

Max v(L,P"), retornando as colunas identificadas;
t>0

(iv) Adicione em (CC) as colunas Zi que satisfazem a expressao (10);
1

) Se nao forem encontradas novas colunas no passo (iv) entdo pare;

(vi) Faca os testes para remover colunas e volte para o passo (ii).

Os passos (i) e (vi) estdo descritos a seguir. O algoritmo CG(1) reproduz o processo tradicional de
geragdo de colunas, ou seja, no passo (iii) calcula o limite Lagrangeano v(L,P" ). Em qualquer caso

os limites v(CC) e v(L,P™) sdo calculados a cada iteragdo. O seguinte algoritmo é usado no passo (i):

Sejanc =0.
Enquanto nc < NCOLS fazer:
dtotal = 0;
S={1,..,n};
Enquanto Q > dtotal fazer:
Seja k um valor escolhido aleatoriamente de S;
C=Cu{k}
S=S-{k}
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dtotal = dtotal + g
Fim enquanto;
Determinar a melhor mediana do cluster C;
Acrescentar ao problema uma coluna referente ao cluster C;
nc=nc+ 1;
Fim enquanto.

Nos testes computacionais descritos a seguir utilizou-se NCOLS = 1000. Para garantir a viabilidade do
problema inicial considerou-se ainda um cluster adicional contendo todos os nés e com custo bem
alto. Para o processo de remocdo de colunas usado no passo (vi) do algoritmo foram consideradas em
cada iteracdo somente as 3000 colunas de menor custo reduzido.

5. Experimentos computacionais

Os algoritmos descritos neste trabalho foram implementados na linguagem C e testes computacionais
foram realizados em uma estagao de trabalho Sun Ultra30.

O conjunto de instdncias é composto de dados reais coletados com o auxilio do Sistema de
Informagoes Geograficas ArcView (ESRI [12]), e representam a area central da cidade de Sao José
dos Campos. Seis intancias (100x10), (200x15), (300x25), (300x30), (402x30) ¢ (402x40) foram
criadas. Cada ponto ¢ localizado em um quarteirdo que apresenta uma demanda e também é um local
possivel de localizacdo de medianas. A demanda foi estimada considerando o numero de casas
(apartamentos) em cada quarteirdo. Um quarteirdo vazio recebeu o valor demanda igual a 1. As

z demandas

numero de medianas x o

capacidades sdo entdo estimadas como C = ,onde a ¢ 0.9 ou 0.8. Estas

instancias estdo disponiveis em http://www.lac.inpe.br/~lorena/instancias.html.

Nos experimentos computacionais realizados utilizou-se um limite maximo de 300 iteracdes. As
tabelas 1 e 2 mostram os resultados computacionais obtidos pelos algoritmos CG(t) e CG(1)
considerando estas instincias. As tabelas apresentam como colunas:

Instancia — a identificacdo da instancia;

n — numero de nds da rede;

p — nimero de medianas a serem localizadas;

Primal — o melhor valor obtido para (CC);

Dual — o melhor valor obtido no dual Lagrangeano/surrogate;
Gap =100 * | Primal — Dual | / Primal;

Col.G — numero de colunas geradas;

Tempo — Tempo computacional total (em segundos).

Tabela 1 — Resultados obtidos por CG(t)

Instancia n p Primal Dual Gap Col.G Tempo
sjcl 100 | 10 |17149.57 [17149.56 — 3297 10.80
sjc2 200 | 15 |33232.59 |33231.89 — 9277 114.20
sjc3a 300 | 25 145244.70 |45243.83 — 16480 351.51
sjc3b 300 | 30 [40634.36 |[40634.34 — 17011 316.40
sjcda 402 | 30 |61850.64 |61850.20 — 30931 | 1125.08
sjc4b 402 | 40 |52403.89 |52403.89 — 28643 729.01
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Tabela 2 — Resultados obtidos por CG(1)

Instincia n p Primal Dual Gap Col.G Tempo
sjcl 100 | 10 |16889.02 |16893.91 — 4287 14.05
sjc2 200 | 15 |33232.59 |33231.78 — 12167 151.59
sjc3a 300 | 25 |45240.03 |45239.55 — 22499 553.76
sjc3b 300 | 30 [40635.90 |[40635.89 — 21196 382.24
sjcda 402 | 30 |61816.25 |61815.36 — 37240 | 152231
sjc4b 402 | 40 |52369.48 |52369.26 — 34769 894.25

Para efeito de comparacdo, a Tabela 3 apresenta os resultados obtidos com a heuristica LSLSH(t),
descrita em [23], aplicada sobre as mesmas instincias. A heuristica LSLSH(t) usa a relaxagio
Lagrangeana/surrogate com otimizagao do dual externo empregando um método de subgradientes, e
também a viabilizagdo de solucdes duais que empregam heuristicas de localizagdo-alocacao (propostas
em Cooper [5]). Esta tabela contém como colunas:

P-limite — o melhor limite superior (primal) obtido para (PPMC);

D-limite — o melhor limite inferior (dual) obtido para (PPMC);

Gap = 100 * | P-limite — D-limite | / P-limite;

Instancias, n, p e Tempo com as mesmas defini¢des de colunas das Tabelas 1 e 2.

Tabela 3 — Resultados obtidos pelo algoritmo LSLSH(t)

Instincia n p | P-limite | D-limite Gap Tempo
sjcl 100 | 10 |17288.99 [17252.12 | 0.213 68.62
sjc2 200 | 15 [33395.38 [33223.66 | 0.514 2083.37
sjc3a 300 | 25 [45364.30 4531343 | 0.112 2604.92
sjc3b 300 | 30 [40635.90 [40634.91 0.002 867.68
sjc4a 402 | 30 |62000.23 |61842.49 | 0.254 27717.11
sjc4b 402 | 40 |52641.79 |52396.54 | 0.466 4649.47

Das tabelas 1 e 2 nota-se que o algoritmo CG(t) ¢ mais rapido e capaz de obter bons resultados
gerando um numero menor de colunas do que a abordagem tradicional dada pelo algoritmo CG(1).
Ambos sdo ainda muito mais rapidos que a abordagem Lagrangeana/surrogate otimizada por um
método de subgradientes (Tabela 3).

A capacidade do algoritmo CG(t) em obter bons resultados gerando poucas colunas torna-se ainda
mais evidente quando o numero de colunas tteis ¢ limitado, conforme mostram os resultados da tabela
a seguir. A Tabela 4 reporta os resultados obtidos pelos algoritmos CG(t) e CG(1) (valores entre
parénteses) para a instancia (402x30) e contém:

N°Cols — niimero de colunas de menor custo reduzido mantidas a cada iteragdo do algoritmo;
iter — numero de iteragdes;

Primal — o melhor valor obtido para (CC);

Dual — o melhor valor obtido no dual Lagrangeano/surrogate;

Gap = 100 * | Primal — Dual | / Primal;

Col.G — numero de colunas geradas;

Tempo — Tempo computacional total (em segundos).
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Tabela 4 — Comportamentos de CG(t) e CG(1) com limitagcdo do niimero de colunas

N°Cols | iter Primal Dual Gap Col.G Tempo
3500 101 61850.64 61849.90 - 30149 1169.96
(120) | (61665.98) | (61666.28) (-) (39334) | (1672.67)

3300 102 61850.64 61850.64 - 30544 1097.56
(126) | (61844.14) | (61843.67) (-) (38273) | (1578.46)

3100 113 61849.29 61849.26 - 32678 1175.25
(134) | (61667.16) | (61667.16) (-) (40982) | (1638.28)

3000 106 61850.64 61850.20 - 30931 1112.29
(119) | (61816.25) | (61815.36) (-) (37240) | (1525.35)

2900 96 61850.64 61850.63 - 29156 1079.85
(300) | (62108.74) | (54691.75) | (11.942) | (82790) | (1855.60)

2300 111 61850.64 61850.23 - 32429 1115.98
(300) | (62483.74) | (44403.46) | (28.936) | (90360) | (1832.64)

Este trabalho apresentou abordagens de geracdo de colunas para o PPMC. Estas abordagens
consideram o processo tradicional de geragdo de colunas integrado ao contexto da relaxagdo
Lagrangeana/surrogate, onde novas colunas e limites de qualidade sdo identificados, acelerando o

processo computacional.

Os resultados computacionais mostraram que a aplicacdo da relaxagdo Lagrangeana/surrogate gera um
nimero menor de colunas quando comparado ao processo tradicional de solugdo e que também o
problema mestre restrito continua operante mesmo com um namero pequeno de colunas. Os limites

6. Conclusoes

Lagrangeano/surrogate podem ser uteis em arvores de busca
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