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Resumo

Desde a década de 50, o problema de seqiienciamento de sistemas de manufaturas tem sido assunto de
extensas pesquisas. Todas possuindo o mesmo objetivo, a alocagdo de um ou mais recursos em
atividades num intervalo de tempo. A aplicacdo do método de decomposi¢do de Benders em
problemas de seqiienciamento nao ¢ novo, ja tendo sido utilizado por Balas (1967), entretanto os
autores desconhecem trabalhos relacionados ao problema e ao método que investigam a influéncia do
valor do parimetro M na resolugdo do Problema Mestre (PM) do método da decomposi¢iao de
Benders. Normalmente, assume-se para o valor do parametro M um valor suficientemente grande
(Geoffrion (1972)), porém o que vem a ser “suficientemente grande”? Serd que ndo existe um valor
melhor? O presente trabalho apresenta resultados prelimitares da aplicagdo do método de
decomposicao de Benders a problemas de seqiienciamento.

Palavras-chave: problemas de seqiienciamento; método de decomposi¢do de Benders; programagéo
inteira mista.

Abstract

Since the 50’s, scheduling problems have been largely discussed in a great number of researchs. All of
them having the same goal: to alocate one or more resources to activities in time. The use of Benders
decomposition in scheduling problems is not new, been done already by Balas (1967). However, the
authors do not know any work that discuss the influence of the M parameter’s value in the resolution
of Benders decomposition method. Usually, the M parameter equal to a sufficiently large value
(Geoffrion (1972)). But what does “sufficiently large” mean? Is there another value and better? The
present work is a preliminary study of the use of Benders decompositon to scheduling problems.

Key-words: scheduling problems; Benders decomposition method; mixed interger programming
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Problema de Seqiienciamento

Num problema de seqiienciamento da producéo, trabalhos devem ser processados em maquinas com o
objetivo de minimizar alguma fungdo de término dos tempos de execugdo, sujeitos as restri¢des que:
(i) prescrevem uma seqiiéncia tecnologica de fabricagdo para cada trabalho e; (ii)) cada maquina
processa apenas um trabalho de cada vez. O processamento do trabalho numa maquina ¢ chamado de
operagdo, ¢ a duracdo de sua execucdo (tempo de processamento) ¢ constante. A condi¢do (i) ¢
também conhecida como restricdes conjuntivas, enquanto que a condicdo (ii) € conhecida como
restricoes disjuntivas. O objetivo aqui escolhido é o de minimizar o tempo necessario para executar
todos os trabalhos, também chamado de makespan.

Sejam entdo: N = {0, I,..., n} o conjunto de operagdes com 0 e n representando as operagdes ficticias
de inicio e término do seqiieciamento, respectivamente; M o conjunto de maquinas; 4 o conjunto de
pares de operacdes representando as relagdes de precedéncia da condigdo (i), acima; £ o conjunto de
pares de operagdes a serem executadas numa maquina k ¢ que ndo podem se sobrepor no tempo,
segundo a condi¢do (ii). Além disso, sejam p; > 0 e ¢; o tempo de processamento ¢ a data de inicio da
operacdo i, respectivamente. Ilustrando este tipo problema,.tem-se um exemplo a seguir.

Exemplo 1. (Balas 1967 e 1985). Trés itens ou trabalhos devem ser processados em duas maquinas. O
tempo de processamento em cada maquina e a indexacao das operagdes sdo dados na tabela 1.

Tabela 1: Tempos de processamento

Trabalho Operagao; : Maquina (p;)

1 0,:1(7) 0,:2(11)
2 03:1(10) 0,:2(5)
3 0s:1(9) 06 : 2 (8)

A formulagdo matematica para o problema de seqiienciamento pode ser dado por (Manne (1960) e
Balas (1998)):

(P) min¢,, (D
sujeito a:
t,—t,2p;, (ij) € 4, 2)
t,—t,2p vt —t,2p,, (ij) €E 3)
>0, ieN.

Onde a funcdo objetivo, dada por (1), ¢ a de minimizar o tempo total de execucdo de todas as
operacdes, representado pela data de inicio da operacdo ficticia n. A inequacdo (2) representa a
condi¢do (i), enquanto que a inequacdo (3) representa a condigdo (ii). Qualquer solucdo viavel de (P) é
chamada de um seqilienciamento viavel.

Uma outra forma muito comum e util de representagao deste problema € a representacdo por um grafo
potencial-tarefas disjuntivo G = (N, 4, E) com um conjunto de nos N, um conjunto de arcos orientados
A e, um conjunto de arcos nao orientados, mas orientaveis, £. O comprimento dos arcos depende da
orientagdo dos mesmos, ou seja, se o arco (i,j) € A, o comprimento serd p;; mas se o arco (i,j) € E, o
mesmo podera ser ou p; ou p;, dependendo de sua orientagdo. Isto €, se a operacdo i precede a operagao
J (i), tem-se p;; ou, no caso contrario, se a operagdo j precede a operagdo i (i<j), tem-se p;, Uma
solugdo viavel de (P) resulta num grafo orientado parcial G = (N, 4, S) de G = (N, A4, E), onde S
representa o conjunto que possui apenas um dos membros de cada par de arco disjuntivo de E.

A figura 1 mostra o grafo disjuntivo G = (N, 4, E) do problema exemplo 1. As linhas pontilhadas
curvas destacam o conjunto de operagdes executadas em uma mesma maquina, as setas pontilhadas
representam os arcos disjuntivos, enquanto as setas solidas representam os arcos conjuntivos. Cada
arco ¢ valorado com o tempo de processamento da operag@o que estd na origem do arco. A figura 2
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mostra o grafo G = (N, 4, S) que representa uma das possiveis solu¢des viaveis para o problema. Os
arcos em negrito destacam o caminho critico da operagdo 0 até 7. O tempo total de execugdo das
operagdes deste exemplo ¢é igual 37 unidades de tempo.

Figura 1: Grafo potencial-tarefas disjuntivo Figura 2: Grafo potencial-tarefas de uma solugao

Uma representagdo, bastante conhecida, de uma solugdo para o problema de seqiienciamento é o
grafico de Gantt. A figura 3 mostra esta representagdo para uma solu¢do do problema exemplo 1.
Neste diagrama, os retangulos com tragado solido representam a duragdo da execucdo das operagdes
em cada maquina. Os retangulos com tracado pontilhado representam o tempo durante o qual as
maquinas ndo executam nenhuma operagdo, também conhecido como tempo morto. Ainda nesta
representacdo, usando um método de identificacdo de caminho critico (ver Roy (1964)), pode se
identificar um caminho critico. Nesta solugdo, este ¢ formado por: u = {5,3,1,2}

waquine|
1 5 |3 ‘1‘
2 L e [l -
| | | |

1 | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 Tempo
Figura 3: Grafico de Gantt de uma solugédo viavel

Na proxima se¢ao, uma reformulacio das inequagdes do problema (P) € realizada.

Rescrevendo o Problema

Manne (1960) faz uso da programacao linear inteira para modelar o problema de seqiienciamento (P).
Para esta formulag@o, uma nova variavel binaria y; ¢ definida para cada um dos pares de operacdo que
sdo executadas numa mesma maquina, (i. e. V (i,j) € E), tal que:

1 se operagao i precede operagdo j numa maquina k

i 0 se operagdo j precede operagdo i numa maquina k

Desta forma, o problema pode ser escrito com as seguintes inequagoes:
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(PA) mint,,
Sujeito a:
t,=t;2p,, (ij) €4, (4)
{24 p,~M(1-y,), () €E 5)
V43, =1, VGG CE (6)
t, 20, ieN

onde a inequagdo (4) representa as restri¢des de seqiiéncia tecnologica (condigdo (7). A inequagao (5)
e (6) representam as restrigoes disjuntivas do problema. Nesta formulagdo, supde-se o conhecimento
de um limite superior, parametro M, igual a duragdo total de execu¢do de todas as operagdes ou
suficientemente grande (Balas (1967)).

O problema (PA) é conhecido como um problema de dificil resolucdo (NP-completo, Garey e Johnson
(1979)). Experiéncias praticas realizadas por Jurisch (1992), Perregaard (1995) e Balas (1998)
mostram que este ¢ um dos problemas de andlise combinatoria dos mais dificies. Isto ¢ ilustrado pelo
fato que instancias envolvendo 10 trabalhos e 10 maquinas, propostos por Fisher ¢ Thompson (1963)
continuam sem serem resolvidos. Informagoes mais detalhadas sobre o problema, complexidades e
métodos de resolucdo podem ser encontrados com facilidade na literatura especializada, como por
exemplo em Baker (1974), em Rinnooy Kan (1976), em Blazewicz et ali (1996), em Conway et al.
(1967) e em French (1982).

Na préxima secdo, ¢ mostrado como o método de decomposicdo de Benders pode ser aplicado ao
problema de seqiienciamento (PA). Esta formulagdo de Benders ¢ inspirada no trabalho de Carvalho
(1998) e pode ser encontrada com maiores detalhes em Camargo (2002).

Método de Decomposicao de Benders Aplicado ao Problema de Seqiienciamento

O método de decomposicdo de Benders se mostra apropriado para a resolu¢do de problemas de
programagdo matematica com varidveis mistas (Benders (1962) e Geoffrion (1972)) cujas estruturas
permitem a fixacdo temporaria de algumas variaveis. Este procedimento conduz a um algoritmo
iterativo de geragdo de restricdes que, apés um numero finito de iteragdes, obtém ou uma solucdo
otima (finita), ou a conclusao que ndo ha uma solugdo viavel para o problema.

Ao aplicar-se 0 método de decomposi¢do de Benders no problema de seqiienciamento, t€ém-se duas
fases alternadas: na primeira fase, determina-se a orientagdo dos pares de arcos disjuntivos (i,j) € E
resolvendo-se um problema linear misto com variaveis 0-1, y;, € uma varidvel continua, y,, conhecido
como Problema Mestre Relaxado (PMR); na segunda fase, resolve-se um problema linear (SP) com
variaveis continuas, ndo negativas, ¢, (i € N) e t,, (datas de inicio das operagdes) conhecido com
Subproblema (SP). A cada iteragdo, a resolugdo do (SP) gera novas restrigdes conhecidas como cortes
de Benders que enriquecem a definigdo do (PMR) da iteracdo seguinte. A figura 4 ilustra a troca de
informacgédo entre estes dois problemas.
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Subproblema

ufy) : valor das varidveis duais com
yfixado
¥ :novaorientagio dos arcos (ij}) € F

y u(y)

(Seqiéncia) (Corte |

Problema Mestre

Figura 4: Troca de informagoes entre (SP) e (PM) — método de decomposigdo de Benders

Uma possivel formalizagdo do método da decomposicdo de Benders aplicado ao problema de
seqiienciamento pode ser feita definindo-se o conjunto Y, dado por:

Y={ye {0,1}:yij +Y; =1,V(i,j) e E}
e rescrevendo o problema (PA) na forma compacta:
(PC) mint,,
Sujeito a:
G(t,y)<0, ieN
yveY,
onde G(t,y) =Et; + B-M (1), e:

a) E é uma matriz de dimensdo |E| x |V, tendo cada linha associada a cada par de arco disjuntivo (i,j)
€ E, na forma de:

D A
E;=/0 I 0 -1 0
b) B ¢ uma matriz de dimensao |E| x |N| com as linhas na forma de:
Bi=/0 pi 0]
¢) M é um parametro escalar ou uma matriz diagonal composta de M;

d) I é o vetor coluna:

I=|:| e R¥
1

Para um vetor y € Y fixado, define-se a fungao:
v(y) =inf{t, : G(1,) <0}
onde a minimizagdo, com y fixado, ¢ chamado de Subproblema, denotado por (SP). Segundo
Geoffrion (1972), (PC) ¢ equivalente ao problema (P") definido por:
(F) min v(y),
Sujeito a:
ve¥YnVl,






xxx‘v SIMPOSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONAL - 8 a 11 de novembro de 2002, Rio de Janeiro/RJ
SBPO A PESQUISA OPERACIONAL E AS CIDADES

D (SP) admite uma solugdo otima (t:,;) de valor v(;) S;O. Neste caso, como demonstrado

por Geoffrion (1972), (y,,y) ¢ uma solugdo étima de (PM) e, por conseqiiéncia, (7., ) ¢
uma solugado 6tima de (PC);

D) (SP) admite uma solugdo Otima (t:,;) de wvalor v(;) >;0. Uma nova restrigdo (9) ¢

introduzida em (PMR), obtendo-se um novo Problema Mestre Relaxado. Esta nova restrigao é
_h P—
definida com o vetor de multiplicadores 6timos duais # associados as restrigdes G(¢;,)) de

uma solugdo 6tima do (SP).

1II) (SP) nd3o possui uma solucdo vidvel. Neste caso, determina-se XEA, tal que

i.n]g {G(¢,,y) X} >0 e introduz-se uma nova restri¢do (10), obtendo-se um novo (PMR).

Devido as caracteristicas da estrutura do problema ¢ sua representagdo por um grafo potencial-tarefas
G = (N,A,S) a cada solug¢do do (SP), pode-se simplificar as inequagdes (9) (situagdo (II)) fazendo a
simplificagdo de y;+y;=1 (equagdo (6)) para y;=I-y;:

Yo 2v() =M Y (1-y,)u; (11)

(i,/)en

onde v( ; ) € o valor da fun¢do objetivo do problema (SP); u ;7 € o valor das variaveis duais do (SP)

associadas as restricdes dos arcos disjuntivos € (i,j) € u sdo os arcos disjuntivos pertencentes ao
caminho critico da solucdo de (SP). Voltando ao exemplo 1, para um vetor y={y;3=0; y; 5= 0, y35=
0; 24 = 0,y56 = 0,46 = 0} t€m-se um grafo e um caminho critico como o da figura 2. Com estes
valores fixado para y; gera-se o (SP) mostrado na figura 5. Resolvendo-se (SP), obtém-se os valores
das variaveis primais e duais mostrados na figura 5, juntamento com o corte gerado a partir destas
ultimas. Caso haja mais de um caminho critico em G = (N,4,S), adiciona-se um corte I (inequagdo
(11)) para cada caminho.

min t;

sujeito a:

(arcos conjuntivos) (arcos disjuntivo)
t,—t, =7,
t,—t; 210,
t6 - t5 2 9, B
t,—t, 211, 9,
t,—t, 25, 5,

t,—t, >8.
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Va6t Va2t y64<3—1

como y; = 1 —y;
Vas T (1 =y20)+ (1 =ys6)<2
Va6 —V24—Yas <0

Figura 6: Eliminagdo de circuito
A prova da simplificagdo das inequagdes (9) e (10) pode ser encontrada em Camargo (2002).

Calculo do Valor do Parametro M

Observando o (PMR), constata-se um niimero elevado de varidveis bindrias y;, sendo esta uma das
maiores dificuldades da resolugdo do método de decomposi¢cdo de Benders aplicado ao problema de
seqiienciamento. Desta forma, a investigagdo de formas de melhorar o desempenho da resolugdo do
(PMR) ¢ interessante. Uma das investigagdes possiveis e, portanto, foco deste trabalho, ¢ a influéncia
do valor do parametro M.

Considerando uma solugéo ()Z ,; ) de (PMR) e a forma do corte I, inequagdo (11), pode-se observar

algumas caracteristicas:

a) se todos os componentes do vetor y que aparecem num corfe I, gerado numa iteracdo h, sdo

—h
iguais a 1. Neste caso, y, = V() ), ¢ o método para com a solugdo 6tima do problema (PA):
_h [—

* h
s =(,y).
b) se, em todos os cortes I do (PMR), ao menos um componente do vetor ) ¢ nulo. Neste caso,

considera-se o corte I, obtido numa iteragdo / e que gera uma valor de uma solugdo do problema
mestre, como:
— —h —h
Yo=wy )=M Y uy (12)
yij:1
Observando a equagdo (12), pode-se concluir que um pequeno valor para M implica num grande valor

para y, . Para o método de Benders, )70 representa o limite inferior do problema. Entdo, a

determinagdo de um valor bem pequeno para M, tal que ndo se elimine nenhuma solu¢do 6tima do
problema (PA), ¢ interessante para a convergéncia do problema.

Sejam s* = (¢* y*) uma solucdo otima para o problema (PA), t*, o valor 6timo da funcdo objetivo e
p* ¢ um caminho critico do grafo potencial-tarefas G = (N,4,S,+). Considerando as operagdes i, j €
p*, tais que (i,)) € Sy+.

Pode-se escrever u* como uma unido de 3 caminhos:
* _ * * *
,"L - ,"Lo,[ o Mi,j % ,"Lj,n
onde:
a) u*); € u*¢é o caminho critico entre 0 e i, representado por [*;;
b) p*; € p*é o caminho critico entre i e j, representado por /% ;;

c) u*, e p*éocaminho critico entre j e n, representado por /*;,
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O comprimento do caminho critico p* pode ser entdo representado por:
[ :lo,i +li,j +lj,n = zpi
iep*
onde:
* _ _ * _ * 13
li,j - Zp[ lO,i lj,n ( )
iep*
Observa-se aqui, que a equacao (13) ¢é valida apenas para a solugdo s* considerada. Analisa-se agora

um limite inferior para /*;; para todas as solugdes s* = (t*y*) € S* onde §* ¢ o conjunto de solugdes
otimas.

a) z p, : este valor é igual a t*,, que € 0 mesmo para todos o0s s*;
iep*

b) [*,; : este valor depende da solucdo otima s* = (¢*y*) consideradas, mas pode-se calcular um
limite inferior para este valor. Seja G = (N,4) um grafo potencial-tarefas parcial de G=(N,4,E)
onde apenas os arcos conjuntivos sdo representados. Seja W,; € G = (N,4), com o comprimento
{y,, 0 caminho critico entre 0 e i em G = (N,A4). E claro que:

l*o’iZ l()’i Vs*e §*

podendo /,; ser calculado pela expressao:

i'<i
lO,i = Z P
GE

Este valor representa a soma dos tempos de execugdo de todas as operacdes da seqiiéncia
tecnologica do j(i) executadas antes da operagéo i;

¢) [*,:damesma maneira, tem-se a expressao:
[*,210, Vs*eS*

onde lj,n € o comprimento do caminho critico w;,, € G = (N,4) entre as operagdes j € n. Assim
como na letra b, este valor é dado pela soma dos tempos de execugdo de todas as operagdes da
seqiiéncia tecnoldgica de j(j) executadas apos a operagao j, i.e.:

i'>j
Liw= 2 Do
imj(j)=Jj"
Pode-se agora formular uma expressdo que representa um limite superior do comprimento do caminho
critico entre i e j € N’ tal que existe o arco disjuntivo (i,j) € E. Esta expressao ¢ dada pela inequagio

(14).
i'<i > (14)

leSt:_ zp;'_ zp['

ijh=jG) )=
Entdo para cada par de arcos disjuntivos (i,j) € E pode-se calcular um limite superior para M.

i'<i i'>j

Mi,j St: - Zp[' - Zp['

ij@=ja)  ij(H=j0)

Como a cada iteragdo do método de Benders tem-se um valor para t*, pode-se calcular entdo um
limite superior para o valor de M. Com o uso de novo limite superior reduzem-se o nimero de
iteracdes do método ¢ o tempo de processamento, mostrados na proéxima segao.
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Experiéncias Computacionais

Sdo considerados 2 grupos diferentes de problemas. O primeiro grupo possui problemas classicos de
seqiienciamento. O segundo grupo possui problemas que contém uma caracteristica especifica: o grafo
potencial-tarefas, que representa uma orientacdo completa, ndo possui circuitos entre as operagdes
executadas em maquinas diferentes. Para realizagdo dos testes, utilizou-se a biblioteca de otimizagdo
do GLPK (Gnu Linear Programming Kit) e o compilador C++ numa Pentium I 266 MHz com 256
MB de memoria.

A tabela 2 apresenta as caracteristicas dos problemas, onde n , m representam, respectivamente, o
numero de trabalhos e de maquinas. O numero total de restricdes do problema ¢ representado pela
soma das restricoes conjuntivas e disjuntivas. O nimero de vetores y considerados representa o
numero de orientagcdes completas do grafo potencial-tarefas possiveis para o problema.

Tabela 2: Caracteristicas dos problemas

Problema nxm Numero de Numero de Variaveis Numero de Vetores
Restricbes Binarias y Viaveis
1.1 5x4 13 + 30 15 5.184
1.2 6x6 24 +72 36 191.102.976
1.3 6 x6 24 + 72 36 191.102.976
2.1 5x4 13 + 26 15 5.184
2.2 6x6 24 +72 36 191.102.976
2.3 6x6 24 +72 36 191.102.976

A tabela 3 apresenta os resultados dos testes preliminares realizados. Apesar de limitado o niimero de
instancias, os resultados sdo encorajadores.

Tabela 3 : Resultados dos testes com o novo valor de M

. Sem Caculo do Valor de M Com Calculo do Valor de M
Problema Solugéo
Otima Numero de CPU (s) Numero de CPU (s)
Iteragdes Iteragdes
1.1 13 50 0,59 27 0,37
1.2 36 92 2,84 45 1,03
1.3 35 26 0,25 24 0,37
2.1 13 52 0,72 20 1,70
2.2 43 218 24,79 49 1,70
2.3 47 226 22,91 69 2,74

Uma analise interessante destes resultados ¢ o comportamento dos limites superiores ¢ inferiores do
método de decomposicdo de Benders. A figura 7 mostra a evolugdo dos limites para o problema P1.3.
Pode-se oberservar que para os novos valores de M ha uma convergéncia maior do método. A grande
vantagem da utilizagdo de um valor pequeno para M consiste no conhecimento da qualidade da
solugdo de uma iteragdo qualquer do método. Por exemplo, para o problema P1.3, a iteragdo 10 possui
o limite superior igual a 38 e o inferior igual a 34, estando a solug@o desta iteracdo a 11,4% do 6timo.
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Figura 7: Evolugao dos limites sem ¢ com o calculo do novo valor de M

Conclusao

Mesmo limitados os experimentos preliminares realizados até o presente momento, oS mesmos se
mostram encorajadores. Apesar de ndo resolver, ainda, instdncias maiores e reais, a aplicacdo do
método de decomposi¢do de Benders a problemas de seqiienciamento se mostra promissora devido a
sua generalidade. E com facilidade que se aplica o método a problemas de seqiienciamento do tipo
job-shop, flow-shop € uma maquina. Além disto, o calculo do valor de M a cada iteragdo se mostrou
muito importante na melhoria do desempenho do método, uma vez que diminuiu o tempo de
processamento e o numero de iteragdes na resolugdo das instancias.
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