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1. Programacéo Dinamica

1.1. Introducao

A Programacao Dinamica, conhecida também como otimizagao recursiva, ¢
um procedimento de otimizacdo para resolver problemas de decisao
sequencial ou de multipos-estagios relacionados. Entretanto, esta abordagem
pode ser utilizada induzindo a propriedade seqiiencial por conveniéncia

computacional.

Sua esséncia ¢ o Principio da Otimalidade de Richard Bellman. Ao
contrario de outros ramos da Programacdo Matematica, ndo pode ser
definido um dunico algoritmo capaz de resolver diretamente todos os
problemas de programacdo dindmica. A multiplicidade de situagdes
modelaveis pela técnica requer teoria e arte utilizando diferentes funcdes na
formulagdo da equacdo de otimalidade, embora o principio utilizado seja

sempre o de Bellman.

A técnica da programacdo dindmica permite transformar um problema de
decisdo seqiiencial (em multiplos estagios) contendo diversas varidveis
interdependentes em uma série de subproblemas contendo poucas variaveis.
A transformagdo ¢ invariante preservando o numero de solugdes viaveis o
valor da fungdo objetivo associado a cada uma delas e, portanto, a propria
solugdo 6tima. De uma forma geral um problema de otimizagdo com n
variaveis de decisdo ¢ transformado em n subproblemas cada um deles com
apenas uma variavel de decisdo (no caso unidimensional). O esforco
computacional cresce exponencialmente com o nimero de variaveis, porém,

apenas linearmente com o nuimero de subproblemas. Assim, podem ser
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obtidas redugdes significativas no esforco computacional quando comparado

a outras técnicas de otimizacao.

Em resumo, a Programac¢do Dinamica ¢ uma técnica que se aplica a
situagdes que exijam decisdOes sequenciais. Resolve problemas pela sua
decomposicao em sub-problemas resolvidos estagio por estagio oferecendo
algumas vantagens em relagdo a outras técnicas de otimizagao. Pode tratar
fun¢des descontinuas, nao diferenciaveis, ndo convexas, deterministicas ou

estocasticas. A fungdo objetivo deve, entretanto, ser separavel e monotonica.

Como exemplo de um processo com multiplos estagios por natureza
considere uma situagdo simplificada de planejamento da producao de um

unico item durante t periodos, tal que:

Yj ... estoque no final do periodo ]
Uj ... decisdo do nivel de produgao no periodo |

W; ... demanda conhecida pelo item no periodo ]

A posicdo do estoque no inicio do primeiro periodo Y, € conhecida.
Portanto, em qualquer periodo (estagio) ] a posi¢@o inicial do estoque Y1
mais o nivel de producdo U; menos a demanda W; , considerada
deterministica neste caso, definem a posicao do estoque (estado) no periodo
seguinte. Ou seja, a evolucdo do processo pode ser representada por uma

transformacéo (funcdo de transicao de estado) da forma:

Yi= r(yj_l, uj, WJ') =VYj1+ Uj- W, j =1,2,..,t

Yo = §/ (condigdo de contorno)
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Considera ainda os seguintes custos:

Cj
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Em relacdo a modelagem da programagdo dindmica cada estado deste
processo € descrito completamente pelo nivel do estoque no inicio de cada
periodo, ou seja, para que a decisdo seja tomada em cada estagio, e todos os
subsequentes, € necessario conhecer apenas o nivel do estoque no inicio do
periodo. [Esta caracteristica torna o processo Markoviano sendo
indispensavel para que o Principio da Otimalidade de Bellman possa ser

aplicado.

“Um processo é Markoviano quando o
futuro depender apenas da situacao presente,
ou seja, 0 passado ndo tem nenhuma influéncia
nas decisoOes futuras.”

Observe que sendo a demanda w;, j =1, 2,..., t probabilistica, teriamos um
problema de decisdes sequenciais estocastico em que o objetivo seria

minimizar o valor esperado do custo total do processo, ou seja:

(P):minimizar E{ igj(yj_l +u;-w;)}

J=1

sujeito a:

O processo simplificado descrito anteriormente € claramente Markoviano,
por outro lado, se estivéssemos lidando, por exemplo, com itens pereciveis
para a tomada de decisdes seria necessario conhecer quando cada item em

estoque foi produzido. Logo, neste caso, o processo ndo seria mais
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Markoviano. Entretanto, modificando a definicdo da variavel de estado o
processo pode ser transformado em Markoviano. Para tanto, basta definir o
estado ndo como uma variavel Unica representado o nivel atual do estoque,
mas uma matriz com duas colunas. A primeira coluna em cada linha
representaria o periodo de producao de cada item em estoque e a segunda o
nimero de itens produzidos neste periodo. Esta seria a maneira de
transportar toda a informacdao do passado para o estado atual, permitindo

entdo uma decisao segundo um processo Markoviano.

Como ilustragdo de um processo sequencial por inducdo considerar o

seguinte problema de programagao inteira:

(P): maximizar x, = 8x; + 7x,

sujeito a:
2x1+ X, <8
5%, +2x, < 15
X;, X3 > 0 e inteiros

Neste caso, o processo sequencial ndo resulta evidente em razdo da natureza
do problema de programagdo inteira, este porém, pode ser induzido. A
decomposicao em problemas menores pode ser caracterizada interpretando
cada uma das varidveis x; € X, como sendo uma atividade e, a cada estagio, o
nivel de cada uma deve ser decidido. O termo independente de cada uma das
restrigdes pode ser entendido como recurso disponivel para realizar as
atividades. A cada estagio, portanto, uma decisdo deve ser tomada quanto
ao nivel de uma das atividades bem como os recursos a serem utilizados. As

decisoes sao limitadas pelo nivel dos recursos disponiveis no inicio de cada
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estagio e, portanto, recursos remanescentes (ndo utilizados em cada estagio)
podem ser alocados ao estidgio seguinte. Assim, esta caracterizado um
processo sequencial Markoviano em que o conhecimento do nivel de
recursos disponiveis no inicio do estagio ¢ suficiente para decidir de forma
Otima neste estagio e, em conseqiliéncia, em todos os estados subsequentes

(neste caso apenas um).

Como existem duas restricoes o estado em cada estagio (t = 1, 2) fica

definido por duas variaveis:

K
Ut .... primeiro recurso disponivel (restricdo 1) no estagiot =1, 2

V¢ .... segundo recurso disponivel (restricdo 2) no estagiot =1, 2

Up=8 ¢ Vo=15 (condigdes de contorno)

~

Esquematico do processo sequencial induzido:

X1 X2

U=us — 2X2

Vo) =V —5X2

8x, X2
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1.2. Principio da Otimalidade de Bellman

O principio de otimizacdo devido a Richard Bellman (1957) é bastante

intuitivo e serd apresentado de maneira mais formal em 2.9.

“Uma trajetdria 6tima tem a seguinte
propriedade: quaisquer que tenham sido os passos
anteriores, a trajetoria remanescente devera ser uma
trajetoria 6tima com respeito ao estado resultante dos passos
anteriores, ou seja, uma politica étima é formada
de subpoliticas étimas.”

Informalmente, pode-se intuir o resultado pela argumentagdo a seguir.
Digamos que P(a,C) seja uma trajetoria 6tima dos pontos a até C passando
por um ponto intermediario qualquer b, como no esquema a seguir. Entdo,

P(a,c) = P(a,b)P(b,c).

TR

s

F & T
3 Pt
B . ¢

P(b,c)

P(a,c)=P(a,b)P(b,c)

Entretanto, por absurdo, assuma que outra trajetoria, digamos P’(b,C), seja a
trajetoria 6tima de b até ¢ e nao P(b,c). Se isto ocorre, a trajetéria
P(a,b)P’(b,c) deve ser melhor que P(a,c). Entretanto, isto contraria a
hipotese original de que P(a,c) seria a trajetoria 6tima de a até c. Portanto,
P’(b,c) nao pode ser melhor do que P(b,c) que, consequentemente, ¢ a

trajetoria 6tima de b até c.
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1.3. Caminho mais Curto Deterministico

Determinar a(s) trajetoria(s) 6tima(s) de A até J no grafo ponderado a seguir.

Sistema

Grafo G=(N,I'") em camadas, ponderado e orientado.

Estagios

k=0,1,2,3,4 correspondendo a cada uma das camadas do grafo.

Estados

Xk ... conjunto de vértices no estagio k=0,1,2, 3,4

Xo=1{A} e Xy={J}, ou seja, no estagio inicial k=0 s6 hd o estado A

enquanto no final apenas J.

N= U X, ... conjunto de vértices do grafo G

10
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Transi¢ao de Estado

['7(S) .... conjunto de decisGes admissiveis no estado s€X; ou, neste caso,

de arcos incidentes para o exterior do estado\vértice seX;

asy ... custo da transi¢do do estado s €X; para o estado y € X,

fi(s) .... custo/comprimento de um caminho minimo de s €X; até o alvo J

sy

k=j k=j+1

Funcgao Critério (Equacao Recursiva de Otimalidade)

fi(s) = minimo {ay, + fiu(y)}, s€X;, j=0,1,2,3
ye ' (s)

Condi¢des de Contorno

fis) =0, V s€ X,

11
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Diagrama Estado x Estagio

10

Trajetérias Otimas: A D E H J

Custo Otimo: 10

12
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Estrutura de Adjacéncias do Grafo
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Otimizagao Recursiva

f3(s) = minimo{a,, + f4(y)}, seXs={H,I} e f4(s)=0, I'"(s) = {J},Vse X;

yel™(s)

f5(s) = minimo{ay, + f5(y)}, s€Xo ={E,F,G}, I''(s)={H, 1}, Vse X,

yel™(s)

fi(s) = minimo{a,, + £1(y)}, s€X; = {B,C,D}, I''(s)={E, F, G}, Vse X,

yer™(s)

fo(A) = minimo{aay + fi(y)}, I (A)={B, C, D}

yer™(A)

Estagio k=3

S asy + fa(J) f3(s) Ir Para
y J
H 3 3 J
I 4 4 J
Estagio k=2
S agy + fa(y) fo(s) Ir Para
y H |
E 4 8 4 H
F 9 7 7 |
G 6 7 6 H

14
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Estagio k=1

S agy + fa(y) fi(s) Ir Para
y E F G
B 11 11 12 11 EouF
[ 7 9 10 7 E
D 8 8 11 8 EouF
Estagio k=0
S asy + fi(y) fo(s) Ir Para
y B C D
A 13 11 10 10 D

1.4. Comentario sobre Algoritmos Miopes

A técnica de construg¢do de algoritmos heuristicos baseados na obtengao de
uma boa solug¢do, que eventualmente seja Otima, considerando a cada
iteragdo a melhor decisdo um passo a frente, ou seja, utilizando um critério
de otimizacdo meramente local, ¢ bastante popular. Estas heuristicas sdo
conhecidas genéricamente como Miopes ou Gulosas (Myopic/Greedy). Uma
questao importante € discutir em que casos, ou para que classe de problemas,
uma heuristica do tipo miope garante a obtengdo da solugcdo Otima para

qualquer instancia.

Um algoritmo miope pode ser aplicado a qualquer problema cuja estrutura
possa de alguma forma ser -caracterizada como um Sistema de
independéncia, ndo havendo garantias de que a solugdo 6tima sera obtida a

menos que este seja um matroide (Edmonds, 1971).

15
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O problema de caminhos examinado infelizmente ndo se enquadra na classe
de problemas para os quais a heuristica miope oferece garantia de solugdo
otima. O exemplo trivial a seguir (caminho mais curto de 1 até 4) estabelece

o contra-exemplo.

Entretanto, para a instancia examinada anteriormente isto ocorre o que pode
causar certo desconforto. Considere entdo a instancia a seguir. Neste caso a
aplicagao da heuristica miope leva a uma trajetoria de valor igual a 29
quando a trajetoria 6tima tem valor 20, ou seja, um erro de 45% o que ¢

muito significativo.

Trajetoria Miope de Custo 29

16
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1.5. Sistema de Distribuicdo de Agua (Edgard and Himmelblau, 1989)

No sistema de distribui¢do de dgua, ilustrado a seguir, o valor maximo de s;
¢ de 3.000 m’ (por unidade de tempo). O fluxo s, deve ser distribuido nos

trés pontos mostrados na figura nas quantidades d;, d, e d;.

Sistema de Distribui¢io de Agua

\é\ \é\ s\

1 a, 3

S — ()

Assuma que o fluxo de agua na saida de cada tubo depende apenas da
quantidade de fluxo de 4gua que chega a cada tubo. O retorno obtido pela

distribuicdo da agua em quantidades inteiras nos trés tubos ¢ informada a

seguir:
Retorno pela Entrega de Agua
d f1(s1,dy) f3(s2,d) f3(s3,d3)
(m°x107) ($x107%) ($x107) ($x107%)
1 4 1 2
2 5 4 5
3 6 7 6

Qual a alocagao de agua nos tubos que maximiza o retorno do sistema.

Modelagem Matematica

e Variaveis de Decisao

s; ... fluxo de dgua no ponto de distribuicdo 1=1, 2,3

d; ... fluxo de 4gua no ponto de distribui¢ao 1=1, 2, 3

17
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Diagrama Funcional do Sistema de Distribuicdo de Agua

% 5
S‘r — | 1 »| 2 > 3
d, d, (1'3

e Restricoes
Equacdes de Balanco de Material (Agua)

Si+1 &= S - di ) i:1,2

Observe que estas equacdes implicam em que a restricdo s; =d; +d, +

d; é redundante, pois,

S, = (Sl + Sz) — (d1 + d2 + d3)

St — d1+d2+d3

Fluxo Maximo de Material (Agua)

0< d+dy+d; £3.000 e d; inteiro, 1=1,2,3

18
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e Funcao Objetivo

fi(s,d;) ... retorno obtido com a distribui¢do de d; m’ (por unidade

de tempo) de agua pelo ponto de distribuigao 1=1, 2,3

Xo ... retorno total obtido pela distribuicdo d;, d, e d;

3
Xo = Z fi(si,di)
i=1

e Critério

3
maximizar X, = E fi(s;i,di)
i=1

e Modelo de Programagdao Matematica

3
maximizar X, = Z fi(s;,d;)
sujeito a:
Si+1 = § - di 5 i:1>2
S3 = d3
0< d+d,+d; < 3.000

d;, inteiro 1=1,2,3

Modelagem da Programacédo Dinamica

e Sistema
Composto pelo sistema de distribui¢do de 4gua com trés pontos de
distribui¢do, o fluxo na entrada de agua e o esquema de retorno obtido

pela reparti¢dao do fluxo de dgua entre os pontos.

19
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Sistema de Distribui¢io de Agua

S, — 0 v v
d, d, d,
e Estagios
k=i ... antes dealocar d; m’ (por unidade de tempo) ao ponto de
distribuicdo 1=1, 2, 3;
k=4 .. apds distribuir o fluxo de dgua pelos trés tubos.
e Estados

s; ... fluxo de 4gua que chega ao ponto de distribuicao 1=1, 2, 3

e Equagao de Transicdo de Estado

Si Si+1

'

fi(si,di)

Si+1 = S - di, i:1,2

s3 = d3 (Condicao de Contorno)

20
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Funcao Critério
Sejam:

fi(si,d;) ... retorno obtido com a distribuicdo de d; m’ (por unidade de

tempo) de agua pelo ponto de distribuicao 1=1, 2, 3

d; fi(s1,d1) fa(s2,d>) f3(s3,ds)
(m3x107%) ($x103) ($x103) ($x103)
1 2 1 4
2 5 4 5
3 6 7 6

0i.,(Sis1) = 0;,,(si—d;) ... retorno 6timo obtido por uma trajetoria

Otima que passa pelo estado s; no estagio

i=1,2,3.
Condig¢ao de Contorno: gZ (s4) = gZ (s3—d3) = gZ 0)=0

g; (s) = méaximo { fi(sud) + Gi, (si—d)}, i=1,2,3
d;

com @ (s))= gy (ss—ds)= g5 (0)=0

Estagio 1=3

0;(s3) = maximo { fy(s3,d3) + g, (0) }
OSS3S 3
OSd3SS3

21
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Estagio 1=2

05 () = maximo { fi(s5,d>) + g3(52— o) }
0S52S 3
0Sd2£ S»

Estagio 1=1
g1 (s1) = maximo { fi(si.d))+ g5 (51— di) }

OSSIS 3
OSdIS S1

e Aplicagdo do Algoritmo de Programag¢ao Dinamica

Estagio i = 4 s4=0, §,(0)=0

f3(s3,d3) + 04 (0)
9;(83)

30 21110

6 - - - 6

- 5 - - 5

- - 2 - 2

- - - 0 0

f(s5,d2) + 93 (52— do)
o~ * g; (s2)
I 3 2 1 0
; 7 6 6 6 7
& -4 [ 3 | s 5
(V)
LUl

_ - 1 2 2

- - - 0 0

22
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1

fi(si,d)) + g5 (s1—dy)
. gy (s1)

Estagio i

Diagrama Estado Estdgio

1 1
%0y = *0) = YOI
92['3) 0 93[0] 0 94(]
0 » 0 > 0
! E | |
a E | |
i i I i
i i i i
k=1 k=2 k=3 k=4

Solucdo Otima: d'1=1, d5=0, d5=2 ¢ x¢9 =9
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1.6. Carregamento do Caminhéo (Problema da Mochila)

Um caminhdo tem 10 toneladas de capacidade de carga. Trés produtos A, B
e C estdo disponiveis para transporte. Seus pesos e respectivos retornos pelo

transporte estdo na tabela a seguir.

Produtos Valor ($) Peso (t)/Unidade
A 20 1
B 50 2
C 60 2

Assumindo que, pelo menos um produto de cada tipo deve ser transportado,

qual a composigao de carga de maior retorno.

Passaremos, inicialmente, a formulacdo do modelo matematico definindo

seus elementos basicos:

Modelo de Programag¢ao Matematica

e Variaveis de Decisao
e Restricoes

e Funcao Objetivo

e C(ritério

e Modelo Matematico

(a) Variaveis de Decisao

Xj e quantidade do produto j=1, 2, 3 alocado ao caminhao

(b) Restrigdes

b.1. Pelo menos um produto de cada tipo deve ser transportado no
caminhdo

x> 1, j=1,2,3
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b.2. Capacidade maxima de carga do caminhdo
X;+ 2x, + 2x3 <10
b.3. Integralidade
Xj Inteiro, j=1,2,3
(¢) Funcao Objetivo
Retorno pela

xo =< Composicao = 20x; + 50x, + 60x;
da Carga

(d) Critério

Maior retorno possivel com o transporte da carga, ou seja,

Maximizar X
(e) Modelo Matematico

(P): maximizar x,=20x; + 50x, + 60x;3
sujeito a:

X1+ 2X2 + 2X3 S 10

Xj > 1 e inteiro, j=1,2,3

A mudanga de variavel a seguir, permite transformar (P) em outro problema

equivalente (P’) de programagao 0-1 o que facilitara a abordagem posterior.
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Mudanca de Variavel:

21 .o x-120 00 yy=x-12>0, j=1,2,3
Faremos a seguinte transformag¢ao no problema (P): yj+1=x;,j=1,2,3
Restrigcao

X; + 2%, +2x;3 <10
i+ D+2(ya+ D +2(y;+1) <10
yi +2y; +2y; <5
Funcao Objetivo
Xo = 20(y1+ 1) + 50(y>+ 1) + 60(ys + 1)

= 20}’1 + SOY2 + 60}’3 + 130

Fazendo x’(= X, - 130 temos o seguinte problema (P) transformado de (P):

(P’): maximizar x’g = 20y, + 50y, + 60y;

sujeito a:
Y1 +2Y2 +2}73 S 5

Yi 2> 0 einteiro j=1,2,3

Os problemas (P) e (P) sdo equivalentes e podem ser resolvidos pela

técnica da Programacao Dinamica.
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Modelagem de (P’) por Programag¢ao Dindmica

Sistema

Caminhao, produtos, seus pesos € retorno no transporte
Estagios
k=0, antes de qualquer decisao
k=j, apos decidir o valor da variavel y;,j=1,2,3

Estados
Definidos a cada estagio pela capacidade de carga remanescente z;

no caminhao.

Equacao de Transi¢ao de Estado

/
Zj - Zj-l _aJYJ 5 j:19273

zo = 5 (Condicdo de Contorno)

.

Esquematico do processo sequencial induzido:
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Z; ... conjunto dos estados vidveis no estagio j=0,1,2,3

Zy ={5}

Zi=1{0,1,2,3,4,5} j=1,2,3

Fungao Critério

(
gi(zj) ... retorno maximo de um caminho do estado z; no estagio j atéo

alvo (estagio final)

fi(y;) ... retorno obtido com y; unidades do produto j (lucro elementar)

-

20y, 50y, 60y;

Equacdo Recursiva de Otimalidade

/
g i1(zi.1) = maximo{ fi(y;) + g i(z.1i-a.y;) §, 1=1,2,3
ZjEZj

%
g3(z3) =0, com z3=27,— a;.X;

-
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Diagrama Estado x Estagio

0
0
1 1
60 V
2 2

60 60

120 120

120 120

W

-

LY
\
4] £
\ Y
4] LN
4] £

k=0 k=1 k=2 k=3
Solugdo Otima de (P?) Solugdo Otima de (P)

xo = 140 X0 = 270

yl* = 1 Xl* = 2

yz* = 0 Xz* = 1

y3* = 2 X; = 3

Solugdo Otima
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2. Programacao Dinamica Deterministica com Horizonte Limitado

2.1. Conceitos e Definicoes

Serdo apresentadas as definigdes e 0s conceitos a seguir, necessarios a
formalizacdo da programagdo dindmica deterministica com horizonte
limitado, embora muitos dos conceitos sejam os mesmos para os modelos

probabilisticos € com horizonte ilimitado.

Sistema

Estagios

Estados Viaveis, Estado Inicial e Alvo
Decisoes Admissiveis

Equacao de Transicao de Estado
Custo (Lucro) Elementar

Politica Admissivel

Critério

Trajetorias

Problema de Programacao Dindmica
Principio da Otimalidade de Bellman
Equacao Recursiva de Otimalidade

2.2. Sistema, Estagios, Estados e Alvo

Sistema
Pode ser completamente descrito, a cada estagio, pela especificagao do seu

estado.

Estagio
Variavel discreta K que determina a ordem em que ocorrem modificagdes

no sistema.

k =0,1,2,..,t

VoA

Estagio Inicial Estagio Final
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Estado
Variavel Yy(K) = (ylk, y'z‘ yeres yrlf) e R" que descreve completamente as

caracteristicas observaveis do sistema em cada estagio. O mesmo estado

pode ocorrer em diferentes estagios.

Conjunto de Estados Viaveis no Estagio k

Y (k) cR", estados que avariavel Y(K) pode assumir no estagio K.
O ntmero de elementos de Y (K) ¢é sempre finito.

Estado Inicial

Estado Unico em que se encontra o sistema no estagio inicial K =0, ou seja,

Y (0)={y(0)} com y(0)=(y,,y},.., y3) e R"

Alvo

Conjunto constituido dos estados viaveis Yy(t) no estagio final t.

2.3. Decisoes Admissiveis

Decisao

Variavel u(k) = (ul",u'z‘,...,ur';) e R™ que aplicada ao sistema quando
este se encontra no estado Y(K) influencia, de alguma forma, o estado em

que o sistema se encontrara no estagio seguinte (K +1).

Conjunto de Decisdoes Admissiveis no Estagio k
U(k) cR™, decisbes que podem atuar sobre o sistema quando este se
encontra no estagio kK e no estado y(k). O namero de elementos de U (K)

¢ sempre finito.
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2.4. Equacao de Transicao de Estado

Relagdo entre o estado Y(K) em um dado estagio K, a decisdo aplicada

u(k), e o estado resultante y(K +1).
r:- R"x R"x N 1 R"
(y(k),u(k),k) = r(y(k),u(k),k)=y(k +1)
2.5. Custo Elementar

Custo (lucro) devido a atuagdo da decisdo U(K) aplicada ao sistema no

estado Y(K) e no estagio K.

f:R"xR"x N 11 R"
(y(k),u(k),k) = f(yk),u(k),k)

u(k)

l

y(k) y(k+1) = r(y(k),u(k),k)

l

f(y(k), u(k),k)
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2.6. Politica Admissivel

Politica admissivel aplicadaa y=y(k,) € Y(k,), k,€{0,1,2, ..., t—1}
¢ uma seqiiéncia de decisdes [U(K)] ::lt(:l= (u(ky),u(ky, +1),...,u(t —1)) tal
que se definirmos Y(K+1)=r(y(k),u(k),k), k=Kk,k,+1,.,t-1

entao:
o uk)eU(k), k=kj,k,+L...,t-1;
o yk)eY(k), k=k,+1ky+2,..,t.

O conjunto das politicas admissiveis aplicadas a Yy receberd a notacdo
Q(ya kO)

2.7. Trajetoria

Trajetoria gerada por uma politica admissivel [u(k)] ::j;ol em y = Y(K,)

¢ o conjunto dos pontos (K, y(K)), kK =k,,K, +1,...,t e onde:

y(k+1) =r(yk),uk),k), k =k, ky +1,...,t =1

(ko+2,y(ko+2)) N\
(t-2,y(t-2))
(kot1,y(kot1))

(ko,y(ko)) (t-1Ly(t-1))

Alvo
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2.8. Funcio Critério

Para que o Principio da Otimalidade possa ser utilizado é necessario que a
fungdo critério pertenga a classe de fungdes decomponiveis (Nemhauser,
1966 e Mitten, 1964) e, para tanto, devera ser separavel e monotonica

(monotona ndo decrescente).

Sera utilizada a seguinte funcao:

t-1
g: (Y(ko): [uO S ko) = X F(y(k),u(k), k)

k=ko

onde [U(K)],Zi € Q(y(Ky), ko) €
y(k+1) =r(y(k),uck),k), k =k,,k, +1,...,t —1.

A func¢do g(.) é separavel quando, para h:R*> >R ¢ g SRR SR

tem-se:
9(y (ko) [u(OT iy ko) = (T (Ko ),U(kg), ko), 9 (¥ (Ko + D [UCKIE S 1Ko +1)

Como foi definida, a fung¢ao critério g(.) é claramente separavel, pois,

-1
(Y (ko). UKL ko) = D F(y(K), u(k), k) =
k=k

0

t—1
= F(y(ko),u(ky). k) + Y F(y(k),u(k),k)

k=k, +1
Por outro lado, sera mondtona ndo decrescente quando um crescimento na

funcdo de retorno f(.) implica em crescimento em ((.), ou seja, para

f(y(ko),U(Ky),Kg) = f(y(ky),u(ky),ky)

entio g(Y(Ky),[T(ONCi ko) = G(Y(Ko), [UCOTKTC ' ko)

34



xxx‘v SIMPOSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONAL — 8 a 11 de novembro de 2002, Rio de Janeiro/RJ
SBPO A PESQUISA OPERACIONAL E AS CIDADES

2.9. PPD e Principio da Otimalidade de Bellman

Problema de Programacéao Dinamica

_ .. o, k=t—1 _
Encontrar, se existir, uma politica admissivel [u*(k)]k:0 que, aplicada a

y(0), leva o sistema a um estado y(t) €Y (t) do estagio t e minimiza

(maximiza) o valor da funcéo critério, isto é:

g (yOLu )50 = minimo g(y(0).Jutk)] =, 0)

uto] K25 « ay0).0)

Se existir uma politica admissivel, entdo existirdA uma politica Otima

o Jk=t-1 , .
[u (k)]k:() , pois, 0 numero de politicas admissiveis € finito.

Principio de Otimalidade de Bellman

Se [U(k)]::tk:1 , Ky=0,1,2,..,t1 ¢éuma politica 6tima considerando

y(K,) como estado inicial entdo [T(k)]f=.", sera uma politica 6tima

considerando Y(K, +1) =r(y(K,),U(K,),K,) como estado inicial.

Demonstracao
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Seja K,€ {0,1,2,...,t-1} e uma politica 6tima [U(k)]lt(_l considerando

V= () ( co) 1415(m)1587(0)-56( a )]THTT18 1 TRI0.502 0.502 scn63.0943 (
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Admitamos, por absurdo, que exista uma seqiiéncia de decisdes
[O00]C € QT. ko +1) aplicadaa § = y(ko +1) = r(y, U(ky ). ko)

e tal que:

g (7. [000] S ko + D) < gV U0k kp + 1) -oemn (1)

Estaremos admitindo, portanto, a existéncia de uma trajetoria gerada por
uma politica admissivel [U(K)]K=k!, cujo valor da fungdo critério

correspondente ¢ menor que o considerado 6timo.

qk=t-1
8
k=Kk,+1

(kotLy(kot1))

(ko,y(ko))

Alvo

ko ko+1 t

Definindo uma seqiiéncia formada pela primeira decisdo de [U(k)]lt(_l, ou

seja, U(K,) e toda a seqiiéncia de decisdes [T(K)] tj(z)lﬂ. Obtem-se:

[A() S = @Ky, Tk +1), T(Ky +2), ..., T -1))

Esta seqiiéncia &, por defini¢do, admissivel: [a(k)] Lz)le Q(Y,ky).
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Além disto, de (1), g(¥.[U(K)] kS hi ko+1) < G(V.Ky) o que ¢
absurdo uma vez que contraria a definicdo de g(V,K,), isto ¢, o fato de

que [U(k)]L:l ser uma politica 6tima aplicadaa y = y(K,).

Concluimos que:

k=t-1

9(V.[00)] 2k b ke + D) = minimo  g(¥, [u(k)] k2,1 Ko +1)

0

lucolie )y, € Y, Ko +1)

= 9V, ke +D

Finalmente, obtemos como resultado a Equacéo Recursiva de Otimalidade:

g(ya k()) - minimo { f(yau(kO)s kO) + g(f(ysu(k())a kO): kO +1)}
u(ko) € U(Y.ko)

f(y,u(ky),kp) €Y (kg +1)
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3. Programacéo Dinamica Deterministica com Horizonte llimitado

3.1. Condi¢ao de Utilizacio e Critério

Quando o horizonte ¢ ilimitado a equacdo de otimalidade ndo pode mais ser
resolvida por recursdo “backwards” a partir do estagio final, portanto,

condi¢des devem ser estabelecidas para garantir a validade da equagao.

Os valores da funcao critério devem ser finitos, ou seja, a imagem da fungao
critério g deve ser limitada inferiormente (superiormente) no caso de

minimizag¢ao (maximizagao).

Critério do Valor Presente

Considerar uma taxa de desconto 0 < <1 que em muitas aplicagdes sera

representada por o = (1+1i/100)™" onde i % ¢é uma taxa de juros na unidade

de tempo.
Valoyr Descorntado
A
5
*p
L
go
o 7 2 3 aneeas ip Periodos
kﬂ 7
= oL - - R —
ga gko y SRR ¢ . @ +i)
\ Falor Presenfe Taxa de Taxa de
on Descontade Desconteo Juros
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A fungdo critério a ser utilizada é o valor atual (presente), no estagio K,

dos custos (lucros) elementares, ou seja:

9y (ko) (U] 12 k) = 3 F(y(K), u(k), k)

k=Kko

Se todos os T (y(k),u(k),k) sdo uniformemente limitados por, digamos B,

k
e a<1 entio g(y(k,),[uk)] Jkrgo,ko)< Ba™ , pois,
(I1-a)
o +00 K +00 . Bako
gy (ko). Utk ko) = 2@ f(y(k),uk), k)< 3 a*B=
k=Ko k=K (I-a)

Com esta fungdo é possivel avaliar o mérito relativo de uma alternativa pela

conversao de uma seqiiéncia infinita de “retornos” em um nimero Unico.

3.2. Conceito de Estacionaridade

Um Problema de Programacdo Dinamica Deterministico é estacionario

quando:

e Sua equacao de transicdo de estado ndo depende do estagio K, ou seja:

r(y(k),u(k), k) =r(y(kj,u(k)), v k;
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e A func¢do de custos (lucros) elementares ndo depende do estagio Kk, ou
seja:

FCy(k),uk), k) = f(yk),uk)), Vk;

e O conjunto de decisdes que podem atuar sobre o sistema quando este se

encontra no estagio K ¢é fungio apenas do estado y(K), ou seja:
U (y(k),k) =U (y(k));

e Se y(k)eY(k), utk)yeU(yk)) e r(yk),uk)eYk+1)
entio (V k', y(k')eY(k"), y(k')=y(k), u(k')=u(k)
= r(y(k"),u(k")) eY(k'+1));

e O numero total de estados viaveis ¢ finito;

e O numero total de decisdes admissiveis € finito.
Estaremos assumindo, portanto, que todas as fun¢des de retorno, decisoes e
fendomenos externos (como requisitos de demanda) sdao idénticos para todos

os periodos (estagios).

Em um Problema de Programacéo Dinamica Deterministico com Horizonte
llimitado e Estacionario, uma politica [u(k)] (%, é estacionaria quando a
trajetoria  {y(0), y(1), y(2),....} associada a esta politica ¢ tal que

y(k) = y(k")=u(k) =u(k').

Concluimos entdo, que a aplicacdo de uma politica estaciondria requer

apenas o conhecimento do estado atual do sistema e ndo a seqiiéncia
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historica de eventos que conduzem a aquele estado, isto é, a cada vez que o

sistema retorna a aquele estado a mesma deciséo sera tomada.

Além disto, concluimos que o niimero de politicas estacionarias admissiveis
¢ finito e, portanto, Se existir uma politica estacionaria existird um politica

estacionaria otima.

Como ndo existem métodos gerais para resolucdo de problemas de
programacdo dinamica deterministicos com horizonte ilimitado nao
estacionarios nos ocuparemos apenas dos que satisfazem a hipoOtese de

estacionaridade.

3.3. Critério do Valor Presente em Problemas Estacionarios

O objetivo sera determinar uma politica estaciondria que minimiza

kz;akf(y(k),u(k)).

Aplicando o Principio da Otimalidade de Bellman com Nn — + o tem-se:

9" (y(Ky), ko) = minimo{ & f (y(k,),u(ky)) + g (r(y(k,), u(ky)).k, +1)}
u(kp) € U(y(kp))
r(y(ko),u(kp)) €Y (ko +1)
Observar que g (Y(K,),K,) é o valor atual minimo, no estagio k =0, da
série T (y(ky),u(ky)), f(y(ky+1),u(k, +1)),..... obtida pela aplicacdo de
politica estacionaria 6tima ao estado Y(K,) no estagio Kk, (Principio da

Otimalidade).
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O valor presente da mesma série referenciada ao estagio k = Ky sera,
portanto, dada por g*(y(ko), ko)/ako . Logo, no caso geral, g*(y(ko),O)

correspondera ao valor atual de uma série que se inicia no estdgio K =0 e

pode ser representada por:

9" (y(Ky), ko) = 9" (y(K,),0)

e 9 (y(ky +1).k, +1) =a""'g"(r(y(ky),u(k,)).,0)

Substituindo na Equacao Recursiva de Otimalidade com Horizonte Ilimitado

temos:
. o OlkO 0[k°+1 .
g (Y(ky),0) = mlnlmo{ﬂ f(y(ky),u(ky)) + s g (r(y(ky),u(ky)),0)}
u(kg) € U(y(ko))

r(y(ko),uckp)) €Y (ko +1)

= minimo{ f (y(k,),u(ky))+a g (r(y(ky),u(k,)),0)}
u(kp) € U(y(ko))
r(y(ko),u(kp)) €Y (kg +1)

E interessante observar que, na dedug¢do da Equacdo Recursiva de
Otimalidade com Horizonte Ilimitado foi utilizada implicitamente a hipotese
de que qualquer estado viavel pode ser considerado estado inicial. Embora,
necessariamente, isto ndo se verifique em todos os casos, ¢ sempre possivel
adotar, levando em conta que os estados se repetem a cada estagio, que a
série ¢ infinita e desejamos determinar a decisdo 6tima para cada estado (a

politica estacionaria 6tima ndo se preocupa com 0 estagio), uma mudanga
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de escala dos estagios fazendo com que qualquer estado possa ser

considerado como inicial.

Como a hipdtese de estacionaridade implica em um nimero finito de
estados que se repetirdo a cada estagio, podemos simplificar a notagao

adotando 1 e | para representar os estados com 1 =1,2,..., n.

Sem perda de generalidade, assumiremos também que toda a decisdo viavel

aplicada a um estado conduz a outro estado vidvel, ou seja:
ueU(@)= j=r(,u).

A Equacdo Recursiva de Otimalidade com Horizonte Ilimitado pode ser

representada entdo por:

g (i) =minimo{ f(i,u)+a g (j)}
ueU(i)
j=r(i,u)

Portanto, a politica 6tima é aquela que a cada estado viavel i, em cada

estagio k, determina a melhor deciséo para passar ao proximo estagio.

O sistema formado pelas equagdes de otimalidade nao pode ser resolvido

diretamente, pois, a decisdo Otima para cada estado | sO pode ser
determinada se os valores 6timos g (j), j=L12,..,n forem conhecidos,

ou seja, seria necessario conhecer a propria estratégia Otima para cada

estado.
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3.4. Métodos de Solucao da Equacio Recursiva de Otimalidade com

Horizonte Ilimitado
Sao dois os processos iterativos utilizados para resolver o problema:

e Me¢étodo das Aproximagdes no Espaco dos Critérios;

e Mz¢todo das Aproximacdes no Espaco das Politicas.

A Aproximacdo no Espaco dos Critérios consiste em escolher
arbitrariamente um conjunto inicial de critérios g (i), i=12,.,n e
calcular novos valores utilizando a Equacao Recursiva de Otimalidade com
Horizonte Ilimitado g (i) = minimo{f (i,u)+a g (j)}, i=1,2,...,n.

ueU()
j=rd,u)

O procedimento deve ser repetido até que nao haja diferencas significativas

* - . ~ .
entre os valores de g (1) em duas iteragdes consecutivas.

Exemplo

Determinar a politica 6tima para o problema representado pelo grafo

orientado a seguir utilizando uma taxa de desconto o =0.,8.
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Solucao:

Temos entdo o seguinte sistema de equagdes funcionais:

g" (1) = minimo{(0 +0,8.9"(2)), (2+ 0,8.9" (4))}
9" (2) = minimo{(4 +0,8.9" (1)), (5+0,8.9" (3))}
9" (3) = minimo{(6+0.8.9°(2)),(1+0,8.9" (4))}
9" (4) = minimo{(6 + 0,8.9°(1)),(4 +0,8.9 (3))}

Vamos adotar, arbitrariamente, g (i)=10, i=1,2,3,4.

As duas primeiras iteracdes sdo desenvolvidas a seguir:
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1° Iteracdo

g" (1) = minimo{(0 + 0,8x10), (2 +0,8x10)} = 8 ..... u(l)=2
g (2) = minimo{(4 + 0,8x10), (5+0,8x10)} =12 ... u2) =1
9" (3) = minimo{(6 + 0,8x10), (1+0,8x10)}= 9 ... u@)=4
9" (4) = minimo{(6 + 0,8x10), (4 + 0,8x10)} =12 ..... u(4)=3
2% lteracdo
g" (1) = minimo{(0 + 0,8x12), (2+0,8x12)}= 8 ... u(l)=2
g (2) = minimo{(4 +0,8x8) , (5+0,8x9)} =12 ... u2) =1
g (3) = minimo{(6 +0,8x12), (1+0,8x12)} = 9 ... u(3) =4
g (4) = minimo{(6 +0,8x8) , (4+0,8x9)} =12 ... u4)=3

Os resultados correspondentes a dezeseis (16) iteragdes sao apresentados nos

quadros da pagina a seguir onde a coluna A representa a diferenca em

moédulo entre os valores obtidos para os critérios em duas iteragdes

sucessivas. Na décima sexta iteracao a diferenca para todos os critérios € de

0,07, portanto, para uma tolerdancia de 0,10 poderiamos encerrar o

procedimento com uma politica 6tima:

u)=2,u @)=L u@B)=4ecu (4)=1.
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Estado 12 22 32 42
y * u A * u A * u A * u A
9" (y) 9" (y) 9" (y) 9" (y)
1 8 2 2,00 9,6 2 1,6 8,32 2 1,28 9,34 2 1,02
2 12 1 2,00 10,4 1 1,6 11,68 1 1,28 10,66 1 1,02
3 9 4 2,00 10,6 4 1,6 9,96 4 0,64 10,98 4 1,02
4 12 3 2,00 11,2 3 0,8 12,48 3 1,28 11,97 3 0,51
Estado 52 68 78 8
y * u * u * u * u
g (y) Al g%y AT g%y A Tg'y A
1 8,52 2 0,82 9,18 2 0,66 8,66 2 0,52 9,08 2 0,42
2 11,48 1 0,82 10,82 1 0,66 11,34 1 0,52 10,92 1 0,42
3 10,57 4 0,41 11,23 4 0,66 10,97 4 0,26 11,39 4 0,42
4 12,79 3 0,82 12,46 3 0,33 12,98 3 0,52 12,77 3 0,21
Estado 92 102 112 122
y * u * u * u * u
O I e N Alew Alew A
1 8,74 2 0,34 9,01 2 0,27 8,79 2 0,21 8,97 2 0,17
2 11,26 1 0,34 10,99 1 0,27 11,21 1 0,21 11,03 1 0,17
3 11,22 4 0,17 11,49 4 0,27 11,38 4 0,11 11,55 4 0,17
4 13,11 3 0,34 12,98 3 0,13 13,19 3 0,21 13,03 1 0,16
Estado 132 142 152 162
y * u * u * u s u
9" (y) Al g%y AT g%y AT g%y A
1 8,82 2 0,14 8,94 2 0,11 8,85 2 0,09 8,92 2 0,07
2 11,17 1 0,14 11,06 1 0,11 11,15 1 0,09 11,08 1 0,07
3 11,43 4 0,12 11,54 4 0,11 11,45 4 0,09 11,52 4 0,07
4 13,17 1 0,14 13,06 1 0,11 13,15 1 0,09 13,08 1 0,07
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A convergéncia do procedimento é assintotica, ou seja, ndo ocorre
necessariamente, em numero finito de iteragdes (Wagner, 1969).
Adicionalmente, o fato de uma politica admissivel permanecer a mesma por
diversas iteragdes ndo implica, necessariamente, em que esta seja a politica
estaciondria 6tima. Este fato pode ser observado no exemplo onde até a 11°
iteracdo a politica manteve-se como (2, 1, 4, 3). Na realidade a politica

estaciondria 6tima pode nao ser Unica.

Para o Procedimento de Aproximagdes no Espaco das Politicas vamos supor

que {U” (1),u”(2),...,u"(n)} seja uma politica estacionaria 6tima. Portanto:

g"(i) = minimo{ f (i,u(i) +a.9"(j)} = f(i,u () +.9"(j), j=12,..,n
u(i) e U (i)
J=rd,ud))

Observe que, neste caso, o argumento de U~ é o estado i, pois, trata-se de
politica estacionaria.

Escolhendo, arbitrariamente, uma politica admissivel {u(1),u(2)....,u(n)} e,
resolvendo o sistema g(i) = f (i,u(i)) +a.g(j), i, j =1,2,....,n obtemos os

valores de g(i),i=12,...,N.

Testamos, entdo, estes valores nas equacdes de otimalidade e, sempre que
ocorrer:

minimo{ f (i,u(i)) +a.g(j)} = f(,u'(i) +a.g(j") <g()
u(i) e U (i)
j=rd,u())
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substituimos na politica admissivel U(i) por u'(i). Com esta nova politica

resolvemos o sistema novamente at¢ que ndo haja nenhuma mudanca na

politica admissivel que sera entdo uma politica 6tima.
Consideremos o mesmo exemplo utilizado anteriormente escolhendo,
arbitrariamente, a politica Uo(1)=2,Uo(2)=3,U0(3) =4,U0(4) =3 onde

Us(i) e g,(i) representam, respectivamente, a decisdo admissivel no estado

I e o valor do critério na iteragio S.

1% Iteracéo

[QJD:O+deD

90(2)=5+0a.9,(3)

g,(3) =1+a.gy(4)

\§J®=4+a§d$
| 3,(0-08x3,) o
00(2)-0,8xgy(3) =5
| 90(3)—-0,8x gy(4) =1
-08xg,(3)+ g4 =4

\
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Resolvendo este sistema de quatro equagdes lineares e quatro incognitas,

obtemos:

g,() =113
0,2 =143
g,3)=11,7
g,(4)=133

Testando estes valores nas equacdes de otimalidade:

e _
minimo{(0+0,8x14,3) , (2+0,8x13,3)} = 11,3 = g, (1)
minimo {(4+0,8x11,3) , (5+0,8x11,7)} = 13,0 < g,(2) = u1(2) =1

minimo {(6+0,8x14,3) , (1+0,8x13,3)} = 11,7= g, (3)

| minimo{(6+0.8x11.3) , (4+08x11,7)} = 13,3 = go(4)

A nova politica admissivel passa a ser entéo:

L) =2,u12)=Lui3)=4,ui(4)=3
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2° Iteracéo

Com a nova politica admissivel o sistema de equagdes passa a ser o seguinte:

9,()=0+a.9,(2)
9,(2)=4+a.g9,(1)
él(?’) :1+a'é1(4)

9,(4)=4+a.9,3)

\
( - —_
9,()—-0.8x9,(2) =0
< g,(2)-0:8xg,(1) !
g,(3)-0.8xg,(4) =1
08x9,3)+  9,(4) ~ 4
\
Sua solucao ¢ dada por:
él(l) = 899
g,(2)=1L1
61(3) = 1 197
g,(4) =133
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Testando estes valores nas equagdes de otimalidade:

( minimo{(8,9) , (2+0,8x13,3)} = 8,9 = g,(1)

minimo{(11,1), (5+0,8x11,7)} = 13,0 = g,(2)
minimo {(6+0,8x14,3) , (11,7)} = 11,7 = g,(3)

minimo{(6+0,8x11,3), (13,3)} = 13,1 < g,(4) = U2(4) =1

A nova politica admissivel passa a ser entéo:

U2(D)=2,u2(2) =L u2(3)=4,u2(4) =1

37 Iteracdo
Com a nova politica admissivel o sistema de equagdes na terceira iteragao

passa a ser o seguinte:

[ _ _
9,()=0+a.9,(2)

Qz(z) :4"'“-@2(1)
Qz(?’) :1"'05-@2(4)

52(4) :6+a-éz(3)
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0,00~ 08x0,) -0
9,(2)-0.8x 9, () - 4

| 9,(3)-0.8x 9, (4) -1
08x0,(D+  ,(4) - 4

Sua solucao ¢ dada por:

g,()= 89
g,(2)=111
g,3)=1L5
g,(4)=13]1

Testando estes valores nas equacdes de otimalidade:

( minimo{(8,9) , (2+0,8x13,1)} = 8,9 = g,(1)

minimo{(11,1), (5+0,8x11,5)} = 11,1 = g,(2)

minimo {(6+0,8x11,1), (11,5)} = 11,5 = g,(3)

minimo{(13,1) , (4+0,8x11,5)} = 13,1 = g,(4)
_

Como nao ha alteracdes na politica admissivel o procedimento se encerra

com a seguinte solugdo otima:
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u=2,u)=Lu B)=4,u"(4) =1
g()=89, g (2)=11L1,9"(3)=1L15,9 (4) =13,

Embora o método seja convergente para uma politica estacionaria 6tima em
um numero finito de iteragdes requer maior esfor¢o computacional a cada
etapa, pois, deve resolver um sistema de equacdes lineares. Quanto melhor
for a estimativa inicial da politica admissivel mais rdpida serd a

convergéncia.
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4. Programacao Dinamica Probabilistica com Horizonte Limitado

4.1. Conceito

Nos modelos deterministicos quando uma decisdo atua sobre o sistema o
estado resultante ¢ completamente previsivel. Portanto, quando uma
seqiliéncia de decisdes admissiveis atua, a partir de um estado inicial, todas
as transi¢coes de estado e seus custos ou retornos correspondentes sao

conhecidos com precisao.

Os principios da Programagdao Dindmica podem ser estendidos para modelos
estocasticos permitindo transi¢des de estado que envolvem incertezas. No
caso da Programacdo Dinamica Probabilistica com Horizonte Limitado
atuam sobre o sistema fatores aleatdrios de tal forma que a decisdo que atua
em um estado de determinado estigio ndo determina completamente o
estado que o sistema assumira no estagio seguinte. Nao ha, como no caso
deterministico, uma trajetdria 6tima e uma politica 6tima. A solucdo sera
representada por um conjunto de decisdes Otimas com cada uma delas
associada a um estado do estagio correspondente. Ao conjunto de todas as

decisdes 0timas denominamos estratégia otima.

4.2. Equacao Recursiva de Otimalidade

Como um componente estocastico estd presente, seja na forma de um
distarbio aleatorio ou ruido dependendo do contexto, a fun¢do critério
adotada sera o valor esperado da soma das contribuigdes em cada estagio.

Logo:

t—1
g(y(ko) ko) = E| > F(y(k),u(k).k)
k=k,
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que preserva as propriedades da aditividade e monotonicidade.

Portanto, a Equacdo Recursiva de Otimalidade, neste caso, é representada
pelo valor esperado 6timo (maximio ou minimo) da soma das contribuigdes

de cada estagio, ou seja:

-1
g (Y,K,) = minimo E[Z f(y(k),u(k), k)] —

k=k,
ukg) €U (y.kp)

t-1
= minimo E[ f(y,u(ky), ko) + Z f(y(k),u(k),k)] =

k=k,+1

ukg)eU(y.ko)

=minimo{E[f(y,u(kO),ko)]+ minimo{ E{ tif()'(k),u(k),k)} }}

k=kg +1

u(kg) eU(y, ko) ukg +1) eU(y(kg +1),kg +1)

= minimo { E[f(y,u(ko), ko)]+ g*(r(y,u(ko),ko), ko +1) |

u(kg) €U (y.ko)

onde r(y,u(k,),k,) e f(y,u(ky),k,) sdo variaveis aleatérias com
distribuigdo de probabilidade conhecida. Como as distribuicoes de
probabilidades dos novos estados sdo conhecidas temos um problema de

decisao sob risco.

57



xxx‘v SIMPOSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONAL — 8 a 11 de novembro de 2002, Rio de Janeiro/RJ

A PESQUISA OPERACIONAL E AS CIDADES
SBPO

E oportuno observar que, nos casos em que os custos (lucros/ganhos)

elementares f(V,u(ky),k,) ndo dependem do estagio K, os calculos ficam

simplificados, pois, os valores esperados E[f(y,u(k,),k,)] devem ser

calculados apenas uma vez.

Sendo Y,,Y,,..., ¥, os estados admissiveis no estagio K, +1 o problema

pode ser esquematizado como a seguir, onde cada mudanca de estagio

ocorre em dois momentos: no primeiro a decisdo U(K,) ¢ aplicada ao estado

Y no estagio K,, em seguida atua a componente aleatoria levando entdo ao

estado resultante da decisdo no estagio Kk, +1.

gy, ko +1)

: gX(y, k,+1)

Atuacdo de
componente
aleatorio

gXy, k+l)
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Para uma distribui¢ao de probabilidades dos estados V,, Y,,..., ¥, resultantes
da aplicagdo da decisdio u(k,) sobre y dada por
P{Y, =y, uk)}=p,, j=12,..,n esendo C, a contribuigdo a fungio
objetivo (custo/lucro/ganho elementar) quando o estado resultante for Y,

teremos:
E[f(Y,u(ky), ko) + g*(r(y,u(ko), Ko), Ko + D] =

n
=ZE[(f()7,U(ko),ko)+ 9" (r(¥.u(kg).ko). kg +1)) /Y = yj,U(ko)]P{Yj =Yj.uke)}=
j=1

>l +9°(y,.k, + )]

j=I

Em alguns casos é possivel resolver a equacgdo recursiva de otimalidade
explicitamente, com considerdvel ganho computacional, e explorar as
propriedades estruturais do sistema relacionandas a estratégia Otima. O

exemplo a seguir reforga esta idéia e os conceitos apresentados.

4.3. Resolucao Explicita da Equacido Recursiva de Otimalidade
Considere um sistema, que se encontra inicialmente no estado i, com
k=1,2,...,t estidgios e para cada estigio existem |=1,2,...,n estados

admissiveis. Quando uma decisdo U eU (conjunto finito) é aplicada ao

estado 1 ha umretorno R(i,uU), sendo que o proximo estado serd j com

probabilidades p,(U) conhecidas, j=12,...,n.
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Seja V (i) o retorno maximo esperado no ultimo estagio para este sistema,

considerando 1 como estado inicial. Quando K =1, isto &, com o sistema

atuando em um Unico estagio entdo a decisdo 6tima ¢ dada por:

V (i) = maximo{ R(i,u) } (1)

ueU

Considerando agora o sistema inicialmente no estado i e atuando em K > 1

estagios, se o proximo estado for | entdo repete-se o problema anterior,
isto é, um sistema iniciando em | atuando em t—1 estigios. Portanto, o

melhor que se podera obter, em relagdao ao valor esperado do retorno quando

a decisao U eU for tomada é:
R@,u)+ 2 p (WV,, ()
]

Como V(i) é o melhor que se pode obter sem restri¢des para a a¢do inicial

U eU temos a seguinte equacao recursiva de otimalidade:

V,(i) = méximo{R(Lu) LY, (u)vH(j)} @)

ueU

Observe que esta equacao (2), como nao poderia deixar de ser, ¢ equivalente
a obtida anteriormente, com critério de minimizagdo, aplicadas

simplificagcdes de notacao que o caso permite.
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A equagdo (2) pode ser resolvida recursivamente para V(i) obtendo
inicialmente V(i) e, em seguida, utilizando o resultado com t=2 na
equacdo recursiva de otimalidade (2) obtendo V,(i) e assim

sucessivamente.

Considere agora a aplicagdo deste modelo a um jogo simples no qual o
jogador, em cada uma das t rodadas, pode apostar qualquer quantia nao-
negativa, limitada pela sua disponibilidade no momento da aposta, podendo

ganhar aquela quantia com probabilidade P ou perder a referida quantia
com probabilidade g =1— p. O jogador deseja, naturalmente, encerradas as

t rodadas, maximizar seu lucro esperado. Nestas condi¢gdes qual deve ser a
estratégia Otima que maximiza o valor esperado do logaritmo de sua

disponibilidade inicial ?

Seja, como anteriormente, V, (X) o retorno esperado maximo quando o

jogador tiver X para apostar e t rodadas para jogar. A decisdo em cada
rodada ¢ o valor da aposta ¢ ficara definido como uma fracdo 0 <« <1 da

disponibilidade X no momento. Entdo a equacao recursiva de otimalidade ¢:

V,(x) = méximo{ pV,_, (x+ax) + (1= p)V,, (x—ax) |

0<a<l

com a condic¢do de contorno V,(X) =logX.

Fazendo, na equacao anterior, t =1 e utilizando a condi¢do de contorno:
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V,(x) = maximo{ plog(x +ax) +qlog(x — ax) | =

0<a<l

= maximo{ plog(l + &)X + qlog(l—a)x } =

0<a<l

= méaximo{ [ plog(1 + a) + qlog(l — )] + log x } =

0<a<l

= méximo{ g(a) +log x } com ((x)=plog(l+a)+qlog(l—)

0<a<l

O maximo da fun¢do ((c) ¢ obtido para a = p —( da seguinte forma:

§
dg(@) _ P @ 0 - a:p_q:p—q
da l1+a 1-« p+(

< 2
dg@)_ P 9 <
da’ (l+a) (-a)

\

Portanto, V,(X)=C+logx , x>0 e C=log2+ plogp+qlogq

Utilizando a equagao recursiva de otimalidade para t =2 tem-se:

V, (x) = maximo{ [ p log(x + ax) + qlog(x — ax)|+ C}

0<a<l

Resolvendo esta equacdo da mesma forma que a anterior:

V,(X) =2C +log x
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Portanto, é facil deduzir que V,(X)=1C +logX e a estratégia 6tima do
jogador sera apostar uma fracdlo a=pP—-Q=2p—1 da quantidade de

recursos X em qualquer dos estagios/rodadas do jogo. E interessante notar

que sendo a=p—-q e 0<a <1 entio 1/2<p<1.Caso p<1/2,

caracterizando uma condi¢do desfavoravel de jogo, @ =0 e a melhor

estratégia ¢ ndo jogar.
4.4. Resolucao Recursiva da Equacio de Otimalidade

Considere o jogo a seguir onde uma pessoa compra uma ficha que ¢ lancada

a0 acaso sobre uma mesa triangular como a do esquema abaixo.

Sao iguais as probabilidades da ficha cair nas regides I, II ou III. Se ao ser
lagada a ficha cair na regido I, o jogador escolhe e aciona uma das roletas A
ou B. Se a roleta A for a escolhida a sua ficha terd probabilidade Y4 de
permanecer na regido I, ganhando 12, e uma probabilidade de % de passar
para a regido II, ganhando 4. Se a roleta B for a escolhida algo semelhante

ocorre com probabilidades e ganhos descritos na figura a seguir.
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Se cair na regido II, pode escolher entre as roletas C e D, e caindo na regiao
III, pode escolher entre as roletas E e F. As probabilidades e os ganhos

respectivos encontram-se indicados na figura anterior.

Ap0s a primeira jogada, o jogador tem direito a mais duas partindo da regiao

resultante do lance anterior ¢ mantendo-se todas as outras condig¢oes.

O problema do jogador ¢ determinar que roleta deve ser escolhida, a cada

jogada, de modo a maximizar seu ganho esperado.

Os estados serdo caracterizados, a cada estagio, pela regido (I, IT ou III) em
que cada jogador estiver, em fun¢do das jogadas. Os estagios serdo definidos

por:
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/-
k=0, antes de realizar a primeira jogada

k=], apdsrealizar aj-ésima jogada ( j =1,2,3)

-

Aplicando o Principio da Otimalidade de Bellman, no pentltimo estagio
(k =2), quando falta realizar a altima jogada, ndo é possivel conhecer com
certeza em que regido (estado) estara o jogador. Observe que o mesmo
ocorre no problema deterministico com horizonte limitado, pois, a politica
6tima néo é conhecida a priori. No caso probabilistico, porém, ndo sabemos
exatamente qual sera o resultado de cada decisdao em funcéo da atuacéo do
componente aleatorio. Entretanto, podemos afirmar que, estando o jogador

na regido I e escolhendo a roleta A o seu ganho esperado sera:

l)(12+§X4=6
4 4

Se escolher a roleta B, seu ganho esperado sera:

lX0+§X6:5
6 6
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B, 1
~®
54 4
5 5{6
": 11 E
o
'-' 1]
LTI
&
k=2 k=3

Entdo o jogador, estando na regido I, no estdgio K =2, deve optar pela

roleta A, o que lhe proporcionara o maior ganho esperado (g (1,2) = 6).

Procedendo de forma analoga para as regides Il e III obteremos o diagrama
estado x estagio parcial correspondente aos estagios K =2 e¢ k=3.Caso o

jogador s0 tivesse direito a uma jogada essas seriam as suas decisdes Otimas

(g (11,2)=10 e g (111,2) =15).
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iagrama Estado x EstagioD

Suponhamos agora que faltam ainda duas jogadas para o encerramento da
partida. O mesmo raciocinio se repete aqui, ou seja, o fator aleatdrio faz com

que ndo se possa determinar com certeza em que regido estara o jogador.
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Se o jogador tomar a decisdo de escolher a roleta A, tem probabilidade 4 de
continuar na regido I, com ganho de 12, e uma chance de 3/4 de ir para a
regido II, com ganho de 4. Se ficar em I, sua préxima decisdo sera optar pela
roleta A novamente, com ganho esperado de 6. Se for para a regido II, sua
proxima decisdo sera a roleta C, com ganho esperado de 10. Entdo, tomando

a decisdo A, o ganho adicional esperado maximo sera:
1 3
—(12+6)+—-(4+10)=4,5+10,5=15
4 4

Se tomar a decisdo B, o seu ganho adicional esperado maximo sera:

é(0+6)+%(6+15) =1,0+17,5=18,5

Portanto, se imediatamente antes da segunda jogada, a ficha estiver no

estado I, a melhor decisdo seré a roleta B (g (1,1) =18,5). Procedendo da

mesma forma para as regides II e III obteremos o diagrama estado x estagio

parcial a seguir:
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grama Estado x Estagio Dia

Aplicando o mesmo raciocinio para o estdgio K=0, ou seja, antes da
primeira jogada, teremos o diagrama estado estdgio correspondente ao

problema.
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Diagrama Estado x Estigio

31,2

35,3

<11
40,5

Estratégia otima:

g"(1,0)=31,2, g"(11,00=35,3 ¢ g"(111,0) = 40,5

u (0)=(B,D,E), u" (1)=(B,D,E) e u"(2) =(A,C,E)
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A estratégia 6tima, ou conjunto de decisOes Otimas para cada estagio, sera

entao:

Estratégia Otima
Estdgio Estado Decisao
k=0 Roleta B

Roleta D
Roleta E
k=1 Roleta B
Roleta D
Roleta E
k=2 Roleta A
Roleta C
Roleta E

O ganho esperado 6timo E[G], considerando que os estados no estagio

inicial, k, =k =0, sdo igualmente provaveis ¢ dado por:

E[c]=2 (1.9)+9 “;’O)w (HI’O):%(31,2+35,3+4O,5):35,7
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Estagio k =2
y(2+1)... variavel aleatoria (y(2)2)
% g y 2 ,2 -
y2) {u@) |y | p;lci|giy2+) | E u(y(2),2)
I [ % | 12 0
A 6
I | 3% | 4 0
I 6 A
1 [ 16 ] 0 0
B 5
mI | 5/6 | 6 0
1 [ % | 10 0
C 10
I | % | 10 0
I I | % | 0 0 10 C
D 9
| % | 12 0
I [ w | 36 0
E 15
I | % | 8 0
I11 II 1 10 0 15 E
E 13
o | % | 16 0
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Estagio k =1

y(1+1)... variavel aleatoria .
: g (YD |
yh fu® 1y | p; || gi(yl+l) | E 77 uy@,D
I W | 12 6
A 15
n | % 4 10
I 18,5 B
I | 16 | 0 6
B 18,5
III 5/6 6 15
I | 10 6
C 18
m | » | 10 10
I 22,8 D
II Ya 0 10
D 22,8
III % 12 15
I v | 36 6
E 27,8
m | % 8 15
III 27,8 E
II 2 10 10
E 25,5
III 2 16 15

73




xxx‘v SIMPOSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONAL — 8 a 11 de novembro de 2002, Rio de Janeiro/RJ
SBPO A PESQUISA OPERACIONAL E AS CIDADES

Estagio k =0

y(0+1)... variavel aleatoria

*
* g (y(0),0) | ~
y() [ u©) |y | p; [ ¢;|g'(y0+1) | E 7 u(y(0),0)
I Va 12 18,5
A 27,7
II a 4 22,8
I
I | 16 | 0 18,5 31,2 B
B 31,2
II1 5/6 6 27,8
I 2 10 18,5
C 30,6
II 2 10 22,8
II 35,3 D
II Va 0 22,8
D 35,3
111 3% 12 27,8
I Va 36 18,5
E 40,5
I1I 3a 8 27,8
III 40,5 E
II > 10 22,8
F 38,3
III > 16 27,8
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4.5. Um Jogo de Cartas

Considere um jogo que consiste em sortear uma carta do baralho, observar
seu valor, recolocar a carta de volta e embaralhar. Esta operacdo pode ser
repetida mais trés vezes se o jogador desejar. Em qualquer etapa o jogo pode
ser interrompido e o jogador ganhara um valor proporcional ao da ultima

carta mostrada.

O jogador terd um ganho de $10x (Valor da Carta K), onde k=1,2,3,4 ¢
a etapa do jogo, sendo que o As =1, Valete = 11, Dama = 12 ¢ Rei =13 ¢ as

demais cartas t€ém o valor de face normal, independente do naipe.

k=1 k=2 k=3

Jogo encerrado na terceira tentativa
com ganho de $10 x 11 =$110

k=1 k=2 k=3 k=4

Jogo encerrado na quarta e ultima
tentativa com ganho de $10 x 5= $50

As regras basicas do jogo sdo, portanto, as seguintes:
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e Os ganhos correspondem ao da ultima carta sorteada (carta de ordem
k), ndo podendo o jogador em nenhuma hipotese, optar por uma carta
anterior de maior valor;

e O jogador poderd optar pelo encerramento do jogo antes da ultima
carta (K = 4) ser sorteada;

e A quarta carta sorteada (k=4) define o valor do jogo e,

necessariamente, o encerra.

Qual a estratégia que maximiza o ganho esperado do jogador ?

Solucao
Os estagios k=0, 1, 2, 3,4 do jogo serdo definidos por:

{ o .. antes do jogo iniciar

1,2,3,4 ... apos concluira k —ésima jogada

Os estados 1=1,2,...,13 representam os valores possiveis das cartas nos
estagios k=1,2,3,4. No estdgio k=0 o jogo ainda ndo iniciou e,
portanto, somente o estado inicial i =0 se aplica. Nos demais estagios k o

estado i =0 se aplicara quando o jogo for encerrado no estagio anterior
k—1.

S6 ha duas decisoes admissiveis em cada estado:

U, , continuar jogando
u(i):{ | jog

U, , encerrara partida

Note que para o estado i=0, nos estagios k=1,2,3,4, ndo atuara

nenhuma decisdo uma vez que o jogo ja estara encerrado.
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A tomada da decisdo ¢ influenciada pelo estado 1 e pelo estagio k. Por

exemplo:

e Se i=1(As) e k<4 amelhor decisio devera ser prosseguir
jogando (u(l) =u,), pois, o valor da proxima carta sera igual, na

pior das hipdteses, ndo tendo o jogador nada a perder arriscando;

e Se i#1 e k<4 entdo a decisdo ndo é evidente a ndo ser que
I =13 (Rei) e, neste caso, o jogador para com o maior ganho
possivel ($130), caso contrario, podera ou nao arriscar buscando

um ganho maior.

Como, por hipotese, os eventos sdo equiprovaveis, a probabilidade do

sistema alcancar o estado j quando a decisdo u(i) = u, atuar é dada por:

. 4
P{J/u()=u}=p; "5 13

Esta distribuicdo de probabilidades independe do estagio considerado.

Se no estado i, do terceiro estagio (k= 3), a decisdo U(i) =u, for aplicada,

¢ o jogador receber a quarta carta, o valor esperado do ganho sera:

13 13 13 J 10 13
S E[j/u@=uP{j/u=u}=>10jp; =10). —=—">"j=70,i=12,..,13
o o 13134

Entretanto, se a decisdo for U(i) = U, (parar), o ganho sera $10xi. Portanto,

o ganho esperado 6timo g'(i,3), em cada estado i do estagio k =3, ¢ dado

por:
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9" (i,3) = maximo{ 10xi,70 } , i=1,2,..,13

* . $70 , sei<7 _
g (1,3)= . ) ,i=1,2,..,13
$10xi, sei=>8

Segue-se que, concluido o estagio K =3 e a terceira carta ter sido exibida, se
i <7 adecisdo 6tima sera u'(i) = uy, continuar jogando até a ultima etapa,
pois, o maior ganho possivel é $70, enquanto para i > 8 a decisdo 6tima é

u'(i) = up, parar.

g*(13,4)=130

g*(i.3) 2*(j,4)=10.j

g*(2,4)=20

g*(1,4)=10

/

Parar sem
receber carta

i: 2*(0,4)=10.i

k=3 k=4

Esquema do Estagio K = 3
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Para um estado i do estigio k =2 se for aplicada a decisdo U(i) =u, de

continuar jogando, com probabilidade p; =1/13, a transi¢do podera levar

aos estados | =8,9,10,11,12,13 (oito, nove, dez, Valete, Dama ¢ Rei) com
7

ganho de $10x j. Porém, com probabilidade Z pj =7/13, o estado
j=1

resultante podera ter valor menor ou igual a 7.

Considerando que, no estagio k=3, a decisdo 6tima para todo estado 1 <7
¢ u(i)=u, com g (i,3)=9$ 70 enquanto para i>8 serd u (i) =u, com
9'(i,3) =$10xi, o ganho esperado 6timo g'(i,2) para os estados i=1,

2, ..., 13 doestagio k=2 ¢ dado por:

.. N 7 o« 1< .. L
1,2) = maximoy — 3)+— 3 ,10x1 ¢,1=1,2,...,13
9°(i,2) {13122;9(1)131_2:;9(1) xi |

$86,154 , se i<8

*-,2 —
g (2) {$10><i , sei>9

Portanto, se no estagio kK =2 tivermos uma carta i <8 a decisdo 6tima ¢é
* a . . . O T ~
u (|):u1, ou seja, continuar jogando. Caso contrario, se 1>9 entdo

u (i) = u,, ou seja, encerrar o jogo.
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g*(13,3)=130

° g#(7,3)=70

g*(1,3)=70

i g*(0,3)=10.i

k=2 k=3

~

Parar sem
receber carta

Esquema do Estagio K =2

No estagio k =1, estando o sistema no estado 1, se for aplicada a decisdo

u(i) =u,de continuar jogando, com probabilidade p j =1/13 a transicéo
podera levar aos estados ] =9,10,11,12,13 (nove, dez, Valete, Dama e

Rei) com ganho correspondente $10x j. Entretanto, com probabilidade

8
> p j =8/13 podera ser uma carta de menor valor do que 9.
j=1
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No estagio k=2, para todo o estado i<8 tem-se g (i,2)=9$86,154

enquanto para i 29, g (i,2) =$10x i, segue-se entdo que:

8 13
* . L. 8 . 1 % . )
I,]) = maximoy, — 2) +— ,2) , 10x1 =
9" (i,1) {13§gu>13§g(1) xi |

=maximo{ 95,325 , 10xi }, i=1,2,..,13

. . $95,325 , se i<9
g ()= . .
$10xi , sei1>10

o*(13,2)=130

g (1) 8

Q"
og*(s,zF 86,154

o g*(1,2)= 86,154
i g*(0,2)=10.i

k=1 k=2

il

Parar sem
receber carta

Esquema do Estagio K =1
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No estagio k =0, antes de qualquer carta ter sido exibida, o unico estado é

I =0, quando o jogo ainda ndo iniciou e nenhuma carta foi observada. A

tinica decisdo admissivel é u(i) =U,, ou seja, jogar recebendo carta que,

com probabilidade p; =1/13 podera ser J=10,11,12,13 (dez, Valete,
9

Dama e Rei) e com probabilidade >’ p j =9/13 carta de menor valor. Entéo:
j=1

13 % -
>g°(j.) , 10x0 }=

* L. 9 2 & . 1
0,0) = maximoy, — J)+—
g’ (0,0) {131_2219 (j.) 52

= méximo{ 101,379 , 0 } = $101,379

g*(13,1)=130

g%(0,0) Qg*(lﬂ,l )= 100
5 og*(9,|)= 95,325

o g*(1,1)= 95,325
i g (0,1)=0

-

Parar sem
receber carta

k=0 k=1

Esquema do Estagio K =0

82



xxx‘v SIMPOSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONAL — 8 a 11 de novembro de 2002, Rio de Janeiro/RJ
SBPO A PESQUISA OPERACIONAL E AS CIDADES

Ou seja, se as decisfes Otimas atuarem sobre o sistema o ganho esperado
6timo do jogo sera de $101,379.

Estagio Estado Decisdo
k I Otima
u” (i)
0 0 U,
1<i<9 U,
! 1>10 u,
1<1<8 u,
? >9 u,
1<1<7 u,
’ > 8 u,

A seguir apresenta-se o resultado do ganho médio obtido em uma simulagao
considerando 100 repeti¢cdes do jogo utilizando a estratégia 6tima ($98,20)
ou uma estratégia gulosa ou miope ($82,40), ou seja, continuar jogando até

a ultima etapa na tentativa de maximizar o ganho.

Ganho Médio do Jogo

105
95
90 ¢— Otima

85 — Gulosa
80

75
70

Ganho ($)

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Numero de Jogos

&3
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4.6. Manufatura de Produto

Uma fabrica aceitou encomenda para fornecer um Unico item de determinado
produto. O cliente estabeleceu requisitos severos de qualidade de tal forma
que o fabricante pode ter que produzir mais de um item até obter um

considerado aceitavel pelo cliente.

O fabricante estima, em fun¢do das caracteristicas do produto e do processo
produtivo que pode ser executado em lotes, que a probabilidade de produzir
um item compativel com os requisitos do cliente ¢ de 50% nao havendo
possibilidade de reparar um item defeituoso que deve entdo ser

imediatamente descartado.

Portanto, a varidvel aleatéria X que representa o numero de items
defeituosos em um lote de tamanho U tera distribuicdo binomial com

parametros (U, P), ou seja:

u

P{X = X}:( jpx(l— p' ", x=0,12,..,u

X

A probabilidade de produgdo de um lote com todos os items defeituosos

u
considerando P :% ¢ dada por P{X =u} = (%) ¢ com pelo menos um

u
item aceitavel P{X <u} =1 —(%j :

Os custos unitarios de producdo sdo estimados em $100 por item (mesmo
quando defeituoso). Items produzidos em excesso ndo tem qualquer valor
para a fabrica. Ha ainda um custo fixo de $300 para preparacdo do processo
de producdao em lotes independente do tamanho do lote. Se a inspecao

revelar que um lote inteiro foi recusado, ou seja, NAo houver um Unico item

84



xxx‘v SIMPOSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONAL — 8 a 11 de novembro de 2002, Rio de Janeiro/RJ
SBPO A PESQUISA OPERACIONAL E AS CIDADES

aceitavel, um custo adicional de $300 sera imputado. O fabricante tem
tempo disponivel para producdo de apenas trés lotes na tentativa de obtengao
de item aceitavel. Se um item aceitavel ndo for obtido ao final da terceira
tentativa de producdo, os custos do fabricante devido a perda de receita e

penalidades contratuais serdo de $1,600.

O objetivo ¢ determinar a politica relativa ao tamanho do lote em cada uma
das trés tentativas de producdo que minimize o custo total esperado do

fabricante.

Na formulagdo do modelo de programacdao dindmica os estdgios serdo as

“corridas de produgao”. Portanto:

k=0 .. antes da primeira corrida

k=) .. apdsaj-ésimacorrida, j=1,2,3

Como s06 ha necessidade de produzir um item aceitavel, o estado do sistema

pode ser representado por uma variavel bivalente Y; tal que:

.
1, se nenhum item aceitavel foi produzido

yj:<

0, caso contrario
\\y

A variavel de decisdao U i sera definida como o tamanho do lote na corrida
de ordem j=1,2,3. O nimero de items defeituosos r; emuma “corrida”
de tamanho U, é, neste caso, uma variavel aleatdria com distribui¢do

J

binomial com pardmetros (U;, P).

85



xxx‘v SIMPOSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONAL — 8 a 11 de novembro de 2002, Rio de Janeiro/RJ
SBPO A PESQUISA OPERACIONAL E AS CIDADES

e Probabilidade de nenhum item ser aceitavel:

| . uj
Pir; =0} = 31 pd-p' =Gj

e Probabilidade de pelo menos um item aceitavel:

1\
P{r; >1} =1-P{r, =0}=1—(§)

O esquema da transicdo de estado com o componente aleatdrio pode ser

representado como a seguir:

g(0,j+1)=0

1-(112) " F+100.u,
Gty )

o u; : :
L, F+100.;

Y
(1/2)
g(1,j+1)

i j+1

A equacéo recursiva de otimalidade ¢ dada por:

g j)= minimo{(l—@juj )| +100u; +9°(0, | +1)]+(EJUj [F+100u; + 97, j+ D)3

Uj =0,1,2,...
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com 97 (0,j)=0, g (1,3)=1,600 e
(
300, u; >0
F = o v j
\ 0 5 UJ :O

Assumindo que ja foram realizadas duas “corridas de produ¢do” sem que se
obtivesse nenhum item aceitdvel, caso contrdrio o processo estaria
encerrado, deve-se decidir o tamanho do lote de produgdo para a terceira

corrida Us.

Caso nao se obtenha nenhum item aceitdvel havera uma penalidade de

$1,600, isto é, g*(1,3) =1,600. A equacao recursiva de otimalidade ¢ dada

por:

u3
9" (1,2) = minimo{ F +100u, +Gj 9 (1,3)}

uz =0,1,2,...

0, se U;=0
com g (1,3)=1,600 e F=
300, se u; >0

Os quadros e o diagrama estado estdgio a seguir resumem o processo de

calculos.
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Estagio k =2

U3 1"
y F +100u3 +1,600[5j
0 1 2 [ 3 | 4] 5 | 6 |90)| u
0 0 0 0
1 1,600 | 1,200 | 900 | 800 | 800 | 850 | 925 800 |3ou4
Estagio k =1
U2 1\"2 .
y F +100u, +(5j g (1,2)
0 1 2 3 4 5 6 |g'wh | u
0 0 0 0
1 800 800 | 700 | 700 | 750 | 825 | 912 | 700 |2ou3
Estagiok =0
Ui 1\«
y F +100u; +(Ej g (LD
0 1 2 3 4 5 6 g*(l,O) uik
0 0 0 0
1 700 750 | 675 | 687 | 744 | 822 | 911 675 2
1,600 g*(1,0) = 675 g*(1,1) =700 g*(1,2) = 800 g(1,3)=

g (01)=0

-

g(0,2)=0

g'(0.3)=0
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A estratégia Otima sera, portanto, uf =2, u; =2o0u3 e u; =3o0u4, ou
seja, produzir dois items (2) na primeira corrida e, se nenhum aceitavel for
obtido, produzir dois (2) ou trés (3) items na segunda corrida, caso nenhum
aceitavel for obtido entdo produzir trés (3) ou quatro (4) items na terceira e
ultima corrida de produgdo. O custo esperado total desta estratégia sera $
675.
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5. Programacéao Dinamica Probabilistica com Horizonte Ilimitado

5.1. Conceito

Nos modelos deterministicos quando uma decisdo atua sobre o sistema as
mudancas de estado ocorrem de maneira previsivel sem envolver nenhuma
incerteza. Por esta razdo, ndo estando presentes fatores aleatorios, adotada
uma seqliéncia de decisdes a partir de um estado inicial (politica), as
transicoes de estado bem como os custos (lucros) -elementares

correspondentes sao conhecidos de forma exata.

Os principios da Programacdo Dinamica, como visto no caso da
Programacao Dinamica Probabilistica com Horizonte Limitado, podem ser
estendidos para modelos estocasticos com horizonte ilimitado, permitindo
que as transi¢des de estado envolvam componentes estocésticas. A estratégia
neste caso ¢ adotar como critério a minimiza¢ao (maximizag¢ao) dos custos

(lucros) esperados em presenga das incertezas envolvidas.

No caso da Programacdo Dinamica Probabilistica com Horizonte Ilimitado,
as distribuicbes de probabilidade variam de estagio a estagio. Estaremos,
portanto, lidando com sistemas dinamicos para os quais decisoes seqilienciais
estardo vinculadas a diferentes processos aleatorios. Na modelagem destes
sistemas dinamicos sera adotada a caracteristica fundamental da evolucao
segundo Cadeias de Markov, isto ¢é, politicas estacionarias onde as
transigoes de estado s6 dependem do estado em que se encontra o sistema e

da decisdo a ser aplicada, ou seja, uma transi¢ao de estado ndo dependera do

passado.
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Serdo tratados nesta abordagem apenas os problemas com as seguintes

caracteristicas:

e Numero de estados viaveis finito 1=1,2,...,m;
o Numero de estratégias estacionarias finito U, s=1,2,...,q ;
e Uma vez definida uma estratégia estacionaria U, se o sistema se

encontrar em um estado 1, a probabilidade de que ele passe ao
estado | ndo dependera dos estados anteriormente assumidos, e nem
do estagio em que esta transicao estiver ocorrendo;

e O custo elementar associado a cada transi¢do de estado ndo dependera

do estagio em que ela ocorre.

Estas hipoteses caracterizam a evolucdo estocastica do sistema, ou seja, os
estados assumidos no processo, como uma Cadeia de Markov Homogénea.

Portanto, a cada estratégia estacionaria ~ U_ haverd uma matriz

de transi¢do de estado 7T (U) da forma:

| Pl P e Pim
S S S
7Z' (US) — p:21 p22 p2m
_prsnl Pma e prsnm_

Sera adotado o critério da minimiza¢éo (maximizacao) do valor esperado da
série de custos (lucros) elementares para obtengdo das estratégias

estacionarias otimas.
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5.2. Critério do Valor Atual Esperado

O problema consiste em resolver o sistema de equacdes extremas:

g (i)=minimoE[ f(i,W)+ea.g (j)] , i=12,.,m
ueU()
j=r(,u)

onde 0<a <1 ¢ ataxa de descontos, f(i,u) e j=r(i,u) representam

respectivamente a varidvel aleatdria custo elementar esperado e a variavel
aleatoria novo estado quando o sistema se encontrar no estado | e a decisio

u U (i) for tomada.

Se p;(i,u) e ¢;(i,u) forem, respectivamente, a probabilidade do sistema
evoluir do estado 1 para o estado | e o custo elementar quando a decisdo
ueU(i) for aplicada, as equacdes de otimalidade podem ser escritas

como:

g (i) = minimo{ ch(i,u).pj(i,u)+a.zg*(j).pj(i,u) b, i=12,..,m
J J

ueU()
j=rd,uw

2 pii,uy=1, f@i,u)=2c;@,u).p;@i,u), ueU()e i=12,.,m.
J J
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O valor g*(i) representa o valor presente (atual) esperado minimo de iniciar

no estado 1 e utilizar uma estratégia dtima sobre um horizonte ilimitado.
Note que a hipdtese adotada de que o sistema evoluira segundo uma Cadeia

de Markov Homogénea implica em que as probabilidades p;(i,u)

dependem apenas de | ¢ U e ndo da historia do sistema em relagdo a

decisOes e estados anteriores.

A justificativa para a validade desta equagdo funcional € intuitiva, sendo que
a prova formal pode ser encontrada em Ross (1983). Se o sistema em exame

se encontrar inicialmente no estado 1 e a decisdo a ser aplicada é U eU(i)
levando ao estado |, entdo, de imediato, hd um custo esperado associado a
esta decisdo f(i,u). Como na evolugdo dindmica do sistema ha ainda um
numero infinito de estagios a partir do estado j, segundo o Principio da
Otimalidade de Bellman, deve ser acrescentado um custo descontado 6timo

g*(j). Além disto, como o estado | serd alcan¢ado com probabilidade

p;(i,u) e devemos multiplicar g (j) pela taxa de descontos ¢ para obter

o valor presente esperado no estado 1. Segue-se que
fa,u)+ad p;,u).9 (J)
j

serd o valor atual (presente) esperado minimo quando o estado inicial for i

e a decisdo que atua sobre o sistema for U € U (). Conseqiientemente, com

probabilidade 1, a decisdo O0tima no estado 1 ¢é aquela cujo valor atual

esperado ¢ minimo, o que nos leva a equagao de otimalidade.
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O sistema de equagdes de otimalidade, como no caso deterministico, pode

ser resolvido por dois métodos:

e Aproximac6es no Espaco dos Critérios

e Aproximac6es no Espaco de Politicas

5.3. Método das Aproximac6es no Espaco dos Critérios

As caracteristicas deste método foram abordadas no problema deterministico

e permitem passar diretamente para a resolucdo de um exemplo.

Exemplo

oL = 0,80
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O sistema, representado esquematicamente no diagrama anterior, pode se
encontrar a cada estagio, nos estados 1 e 2. Em cada estado, podem ser
tomadas uma dentre duas decisdes: A e B para o estado 1 ¢ C ¢ D para o
estado 2. No diagrama estdo representados os custos elementares bem como

as probabilidades das respectivas transigoes de estado.

S6 ha quatro (04) estratégias estacionarias: (A,C), (A,D), (B,C) ¢ (B,D).
A cada uma das politicas correspondera uma matriz de transicdo de estado.

Por exemplo, para a politica (A,C) temos:

T (AC) = {1/4 3/4}

3/4 1/4

A taxa de descontos considerada para efeito de calculo do valor atual

esperado ¢ «a =0,80.

Utilizaremos como estimativas, tanto para ¢ (1) quanto para g (2), o
valor 40 e para regra de parada A (i) = ‘gt*(i) — gt*_l(i)‘ <1072, i=1,2 em

qualquer iteragao t.
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Solucao:

k Kk +1
[

Observando o esquema do processo, representado acima, as equagdes

recursivas de otimalidade correspondentes sao:

g*(l)=mn’nimo{(lom(ig*(l)%g*(z)) L 8+ag ()
N\ 2N J

A B

g*(z)=ml'nimo{<7+a<§g*(l)ﬁg*(z)),w+a<§g*<l>+%g*<2))}
N\ 2N )

C D
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1% Iteracdo

gf(l):ml’nimo{(ix4+%x12 + O,8(ix40+%x40)),(8+O,8><40)}=
=minimo{(10 + 0,8 x40) , (8+0,8x40)} =40 ... Decisdo B

* . 3 1 3 1 1 1
2)=minimo{(=x8+—x4 + 0,8(—=x40+—x40)),(—x2+—x12+
9:(2) {(4 2 (4 1 ) (2 5

1 1
0,8(= x40 + —x 40))} =
(2 5 N}

=minimo{(7 + 0,8x40) , (7+0,8x40)} =39 ... Decisdo CouD

2% Iteracéo

g, (1) = minimo{(10 + 0,8(% 40 +%>< 39)), (8 + 0,8 x 40)} =

=minimo{41,4,40} =40 ... Decisdo B

g5(2) = minimo{(7 + O,8(%>< 40+%x39)),(7 +O,8(%x40+%>< 39))} =
= minimo{38,8,38,6! = 38,6 ... Decisio D

3% Iteracéo

gs (1) = minimo{(10 + O,8(ix40+%x38,6)),(8+O,8><40)} =
= minimo{41,16, 40} = 40 ... Decisdo B

g5 (2) = minimo{(7 + 0,8(%><40+%><38,6)) (7+ 0,8(%x40+%x38,6))} =
=minimo{38,72, 38,44} = 38,44 ... Decisdo D
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4 Iteracéo

g (1) = minimo{(10 + 0,8(%>< 40+%><38,44)) L(8+0,8x40)} =
= minimo{41,064, 40} = 40 ... Decisdo B

g:(Z) =minimo{(7 + O,8(%x 40+%x38,44) , (7T+ O,8(%>< 40+%x38,44))} =

=minimo{38,688,38,376} =38,376 ... Decisdo D

5% Iteracéo
gs (1) =minimo{(10 + 0,8(%>< 40 +%>< 38,376)), (8 + 0,8 x 40)} =
= minimo{41,0256 , 40} = 40 .. Decisdo B

95 (2) = minimo{(7 + O,8(%x40+%x38,376) J(7+ 0,8(%x40+%x38,376))} =
= minimo{38,6752 38,3504} = 38,3504 ... Decisdo D

6% Iteracéo

g (1) = minimo{(10 + 0,8(% x 40 + % x 38,3504)), (8 + 0,8 x 40)} =
= minimo{41,0102, 40} = 40 ... Decisdo B

92(2) =minimo{(7 + O,S(%x 40 +ix 38,3504), (7 + 0,8(%>< 40 +%>< 38,3504))} =

=minimo{38,6700, 38,3402} = 38,3402 ... Decisdo D
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7% Iteracéo

g5 (1) = minimo{(10 + 0,8(% x 40 + % x 38,3402)), (8 + 0,8 x 40)} =
= Minimo{41,0041, 40} = 40 ... Decisdo B

g5 (2) = minimo{(7 + 0,8(% x 40 +%x 38,3402), (7 + 0,8(%>< 40 +%x 38,3402))! =

= minimo{38,6680, 38,3402} = 38,3361 ... Decisdo D

Como a regra de parada atuou, ou seja,
g7()—ge (i) <1072, i=1,2
a estratégia 6tima é (B,D) com valores 6timos
g’ (1)=40 e g"(2) =3833.

A evolugdo das iteragdes € resumida no quadro a seguir:

Algoritmo da Aproximagdes no Espacgo dos Critérios

lteracdo t | g(1) A1) | u*) 9*(2) A4(2) u*(2)

1 40 0 B 39 1 CouD

2 40 0 B 38,6 0,4 D

3 40 0 B 38,44 0,16 D

4 40 0 B 38,376 0,064 D

5 40 0 B 38,3504 0,0256 D

6 40 0 B 38,3402 0,0102 D

7 40 0 B 38,3361 0,0041 D
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5.4. Método das Aproximac6es no Espaco das Politicas

Como no método anterior vamos passar diretamente ao exemplo adotando

~ . ~ . .~ 1
na solucdo dos sistemas de equagdes lineares, uma precisdao de 10°.

1° Iteragdo
Escolhemos, inicialmente, a estratégia (A,C), ou seja,
uo()=A e up(2)=C

obtendo o seguinte sistema de equacdes lineares:

f

— 1 3 1 — 3—
g, :(Zx4+le2)+0,8(zx g1(1)+Zgl(2))

— 3 1 3 — 1 —
g1(2):(Z><8+Z><4)+O,8(Z>< gl(1)+zx 9,(2)

\

cuja solugdo é al(l) =435 ¢ 51(2) =41,5.

Testando estes valores nas equagdes de otimalidade:

minimo{ 43,5, (8 +0,8x43,5) }=428<g,(1) = u>(1)=B

minimo{ 415, ((%x 2 +%>< 12) + 0,8(%><43,5 +%><41,5)) }: 41,5= 51(2)

A nova politica admissivel passa a ser: U2(1)=B e u2(2)=C.

b
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2°% Iteracéo

Com a nova estratégia (politica admissivel) o sistema de equagdes passa a

ser o seguinte:

g,(1)=(1x8)+0,8xg,(1)

— 3 1 3 — 1 —
g2(2):(Z><8+Z><4)+0,8(Z>< g2(1)+Z>< 9,(2)

Resolvendo o sistema de equagdes lineares temos:

g,()=40 e g,(2)=388
Testando estes valores nas equagdes de otimalidade:

minimo{ ((ix4+%x 12) + O,8(ix 40+%>< 38.8)),40 }: 40:52(1)

minimo{ 388, ((%x 2 +%><12) + 0,8(%>< 40+%>< 38,8)) }=385<0,(2)

= u3(2)=D

A nova estratégia passa a ser (U3 1=B, Us (2)=D).
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3% Iteracéo

Com a nova estratégia (politica admissivel) o sistema de equagdes passa a

Ser

g;(1) =(1x8)+0,8x g, (1)

63(2):(%x2+%x12)+0,8(%x§3(1)+%x§3(2))

Resolvendo o sistema de equagdes lineares temos:

95(1)=40 e g5(2)=38,35
Testando estes valores nas equagdes de otimalidade:

minimo{ ((ix4+%xl2) + O,S(ix 40+%x 38,5)),40 }=40=g;(1)

minimo{ ((%x 8 +%>< 4) + O,8(§>< 40+%><38,5),38,35) }=3835=g,(2)

Com a precisdo adotada na solu¢io das equacdes lineares, neste caso (10™),

o algoritmo termina obtendo em trés iteragdes a estratégia Otima efetiva

W (1)=B,u’ (2))=D e com os valores presentes esperados

9" (1)=40 e g"(2) ~3833.
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