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INTRODUCAO

Embora se conheca aplicagdes envolvendo algoritmos randomicos desde  épocas
primitivas (Shallit[1992]) os primeiros artigos sobre este assunto datam do final da década de 70
com os trabalhos de Rabin[1976] e Solavay e Strassen[1977] para o problema do reconhecimento
de numeros primos (Primality Test). As décadas de 1980 ¢ 1990 testemunharam, a partir de entdo,
um enorme crescimento da area de algoritmos randdomicos. Eles emergiram de aplicagdes voltadas
unicamente a teoria dos nimeros € geometria computacional para problemas nas mais diversas
areas de interesse. Uma gama enorme de pesquisadores tem utilizado, cada vez mais, técnicas e
ferramentas oriundas de modelos probabilisticos, sejam eles seqiienciais ou paralelos. Como
exemplo, pode-se citar aplicagcdes em algoritmos on-line, otimiza¢do combinatdria, criptografia,
geometria computacional, teoria dos ntmeros, estrutura de dados, processamento paralelo e
distribuido entre outras (Karp[1991], Gupta et. al. [1994], Motwani&Raghavan [1995]).

Ao executar um algoritmo deterministico repetidas vezes para uma mesma entrada, obtém-
se sempre, uma mesma saida com tempo de processamento sempre constante. Isto ndo ocorre com
os algoritmos randomicos ou probabilisticos onde cada execugdo podera produzir, dependendo da
aplicacdo, uma saida diferente baseada em eventos aleatérios. Nestas situagdes, os tempos de
processamento e/ou os resultados obtidos definem uma “fun¢do randémica” da entrada.
Surpreendentemente, para uma grande quantidade de problemas, a utilizacdo de algoritmos
randdmicos se constitui na forma mais simples e/ou mais rapida de implementagdo! Nestes casos,
sua utilizagdo implica em uma melhora de desempenho quando comparada a algoritmos puramente
deterministicos !

Em um algoritmo randémico, além da entrada de dados associada a um problema, uma
fonte de bits randdmicos ¢ utilizada com o proposito de realizar escolhas aleatoriamente. Desta
forma, ¢ inevitdvel que a analise de desempenho de tais algoritmos utilize conceitos e ferramentas
oriundos de teoria de complexidade e probabilidade. Com o proposito de auxiliar o leitor ainda nao
familiarizado com estes topicos, faremos, na primeira parte do trabalho, uma breve introducao
destes conceitos.

Na parte I do trabalho (Capitulo I), discutiremos, alguns dos modelos de maquina
utilizados (maquina RAM deterministica e probabilistica). Definiremos complexidade local e
assintotica, bem como algumas de suas propriedades associadas. Sera dada também, uma atengao
especial a complexidade de algoritmos recursivos, em particular, ao algoritmo Quicksort para o
problema de ordenacdo. Este exemplo sera utilizado novamente na segunda parte do trabalho
(capitulo IIT), quando sua versdo probabilistica for apresentada (Quicksort randémico). De maneira
geral, o conceito de recorréncia ¢ mais amplo e pode ser estendido a modelos probabalisticos
(Recorréncia Probabilistica-Karp [94]).

No Capitulo II, daremos uma atengdo especial ao estudo de distribuigdes de probabilidade
discretas. A maquina RAM probabilistica ou maquina de Turing probabilistica, analogamente aos
modelos deterministicos, trabalham apenas com valores inteiros. Assim, solugdo gerada e tempo de
processamento de um algoritmo sdo quantidades enumeraveis e podem ser representadas
convenientemente por variaveis aleatorias discretas.
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Na segunda parte do trabalho (Capitulo III), fazemos uma breve introdug@o aos algoritmos
randomicos. Definimos os métodos de Monte Carlo e Las Vegas e apresentamos algumas
aplicagdes associadas. No método de Las Vegas, estudaremos o Quicksort Randomico e problema
da Geragdo de Orientacdes Aciclicas em Grafos. No método de Monte Carlo, consideramos varias
aplica¢des de interesse, entre elas, abordamos o problema de Corte Minimo em Grafos, o problema
da determinacdo de Emparelhamentos Perfeitos em um Grafos, o problema de Multiplica¢do de
Matrizes (versdo decisdo) entre outras. Finalizamos o capitulo definindo algumas classes de
complexidade no modelo probabilistico que sdo de fundamental importancia na classifica¢do de
problemas de decisdo.

No Capitulo IV, estudamos os algoritmos randémicos aproximativos, técnica que vem
sendo cada vez mais utilizada na solu¢do de problemas combinatorios NP-Arduos. Comegamos
tratando dos algoritmos aproximativos deterministicos, apresentando seus principais conceitos e
definicdes. Em seguida, aplicamos os algoritmos randémicos aproximativos ao problema MAX-
SAT e ao problema Geral de Recobrimento (General Covering Problem), mais especificamente, ao
problema de Recobrimento de Conjuntos (Set Covering Problem). Na abordagem aqui
apresentada, formula-se inicialmente uma relaxagdo linear do problema. Estas soluc¢des (relaxadas)
irdo definir probabilidades para algum procedimento randémico, utilizado logo a seguir. Trata-se,
na verdade, de uma aplicagio do Método Probabilistico, desenvolvido inicialmente por
Erdos&Spencer[1974]. Nele, o objetivo principal sera garantir a existéncia de objetos
combinatorios. Em seguida, utilizando-se o método das probabilidades condicionais, pode-se
construir uma versdo deterministica para o problema original (Derandomization techniques). Em
nosso trabalho, as versdes deterministicas para os problemas MAX-SAT e Recobrimento serdo
implementadas através do método das Expectancias Condicionais.

Varios topicos interessantes sobre o assunto, ainda ndo foram considerados nesta primeira
versdo do trabalho. Entre eles, podemos citar a utiliza¢do de algoritmos randémicos em
Programagdo Linear (Motwani e Raghavan[1995]), a utilizagdo de Programagdo de Semidefinida
na relaxagdo de problemas combinatoérios (Goemans& Willianson [1994/95]), Amostra Randdémica
(Random Sampling) em Grafos (Karger[1995]), percursos aleatérios em grafos, entre outros.

Os modelos probabilisticos de computador podem ser vistos como uma extensdo dos
modelos puramente deterministicos. Sua utilizacdo e aplicagdo na resolugdo de problemas
algoritmicos constitui, sem duvida alguma, um tema fascinante de pesquisa € que vem
despertando, cada vez mais, o interesse da comunidade cientifica.
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Capitulo I

Complexidade de Algoritmos

“Deus fez os numeros inteiros,
todo o resto é obra do homem”
Leopold Kronecker

L1 - INTRODUCAO:

Informalmente falando, um algoritmo se caracteriza, essencialmente, por uma seqiiéncia
finita de "passos elementares" voltados para a resolucdo de um determinado problema. Este
algoritmo pode ser visto como uma fungdo f(.) onde S = f(E), sendo E uma entrada qualquer do
problema, e S, uma solugdo deste problema. Segundo Knuth, a palavra “algoritmo” ¢ derivada do
nome “al-Khowéarizmi”, um matematico persa do século IX. Apesar do primeiro computador ter
sido construido na década de 1940, os algoritmos ja existiam h4d muitos anos e eram dedicados,
primordialmente, a solu¢do de problemas aritméticos.

Pode-se identificar, entre os modelos de computador atuais, trés tipos de algoritmos que se
diferenciam, basicamente, na maneira como resolvem e tratam seus problemas: os algoritmos
deterministicos, randomicos ou probabilisticos e os algoritmos ndo-deterministicos.

O tempo de execucdo de um algoritmo deterministico para uma mesma entrada E ¢ sempre
fixo, ou seja, sucessivas repeti¢des do algoritmo aplicadas a E resultam sempre, em uma mesma
saida sem que ocorra variacao de seu tempo de processamento. Existem situagdes entretanto, onde
a saida e/ou o tempo de processamento poderdo ser distintos a cada repeti¢do do algoritmo. Trata-
se dos algoritmos randdmicos (ou probabilisticos) estudados mais adiante no capitulo III. Nos
algoritmos randémicos um ntmero finito processadores geram valores aleatoriamente, permitindo,
desta forma, que diferentes respostas sejam geradas a cada repeti¢do. Nos algoritmos nao-
deterministicos, assume-se que um numero infinito de processadores seja utilizado, cada um deles,
gerando valores aleatoriamente. Como abordado mais adiante (se¢do 1.9), esse conceito abstrato de
algoritmo sera importante na classificagdo dos problemas de decisdo quanto a seu grau de
dificuldade. Salvo indicacdo contraria, consideraremos apenas algoritmos deterministicos.

Suponha que sejam dados um problema « e um algoritmo deterministico que o resolva apds
um numero finito de passos. Normalmente, deseja-se responder questdes relativas a eficiéncia deste
algoritmo. Entretanto, o que significa dizer que um algoritmo € ou nao eficiente? Ou ainda, quais
serdo os pardmetros observados na avaliagdo de seu desempenho? Pode-se, evidentemente,
considerar o tempo e o espago (memoria) exigidos no processamento como importantes fatores na
analise de eficiéncia desse algoritmo.

O processo mais utilizado na avaliacdo de algoritmos até meados da década de 60 foi a
chamada "analise de comportamento médio", que consiste fundamentalmente, em avaliar o tempo
de CPU necessario na resolucdo de determinadas instancias de um problema. O comportamento
médio ¢ extremamente util, pois fornece informagdes precisas sobre o desempenho do algoritmo
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para aquelas instdncias em particular. Esta analise entretanto se torna bastante inadequada se for
considerada uma entrada qualquer para o problema. Outras dificuldades sdo também incorporadas,
além de depender (na maioria dos casos) de uma infinidade de dados de entrada, o tempo de
processamento dependera evidentemente da maquina utilizada, do codigo gerado pelo compilador,
e ainda, de como evolui o tempo de processamento quando instancias cada vez maiores para o
problema forem consideradas. Pode-se constatar por exemplo, que a taxa de variagdo entre o tempo
e o tamanho de uma entrada qualquer serd fator determinante no desempenho de um dado
algoritmo.

Neste capitulo serdo apresentadas algumas ferramentas utilizadas na analise de
desempenho (ou complexidade) de um algoritmo e que visam contornar as dificuldades expostas
acima. A idéia sera buscar uma medida de complexidade (fungdo de complexidade) que independa
do computador e da natureza dos dados de entrada. Como discutido posteriormente, essa fungio
sera definida no tamanho de uma instdncia qualquer e retornard valores no tempo. Mais
formalmente, espera-se obter uma fungio de complexidade (de tempo) T:tam(z)—Z" onde tam(7x)
representa o tamanho de uma instincia | qualquer (definida na secdo 1.4) e Z" representa o niimero
total de unidades de tempo.

Analogamente, pode-se fazer uma analise da complexidade de espago de um determinado
algoritmo. Nestes casos, deseja-se obter uma fun¢io E:tam(z)—Z", onde tam(n) representa o
tamanho do problema e Z' o niimero de posi¢des de memoria exigida pela maquina na execucio do
algoritmo.

1.2 - ALGORITMOS E PERFORMANCE

Em fungdo do grande desenvolvimento no hardware dos computadores modernos digitais
somos levados, mesmo que inconscientemente, a ignorar a importdncia dada a performance de
algoritmos. Na verdade, com a evolugdo tecnoldgica e a possibilidade de se trabalhar com
problemas cada vez maiores a preocupagdo com o desempenho dos algoritmos se torna
fundamental. Nesta secdo, sdo apresentados alguns exemplos onde a taxa de variagdo entre o tempo
de processamento e o tamanho do problema sio considerados. Pode-se constatar que, em um casos,
o tempo de processamento cresce exponencialmente enquanto o tamanho do problema cresce
apenas linearmente. Nestas situagdes, o ganho obtido com o equipamento pode se tornar
irrelevante.

Suponha que 5 algoritmos distintos sejam elaborados para resolugdo de um determinado
problema. A complexidade de cada algoritmo ¢é apresentada na Figura I.1. O parametro h representa
o tamanho do problema. As func¢des de complexidade associadas (coluna 2), indicardo o numero de
unidades de tempo utilizado para se processar uma entrada de tamanho n. Deseja-se responder, qual
o tamanho maximo do problema (para cada algoritmo) de forma a resolvé-lo em um intervalo de
tempo pré-determinado (p. ex., 1seg, 1min ou 1 hora). Suponha que um milisegundo seja a unidade
de tempo utilizada.

Note que, no algoritmo exponencial, apenas problemas pequenos sdo considerados dentro
da faixa de tempo estipulada. Os demais algoritmos (Figura I.1) sdo polinomiais. Cabe notar que,
embora a fun¢do de complexidade de tempo T(n) = nlogn n&o seja polinomial (algoritmo A2), ela
também serd considerada “polinomial” ja que pode ser limitada superiormente por um polindmio
de grau k >2.

Como discutido mais adiante, a grande maioria dos algoritmos considerados sao
executados em tempo polinomial ou exponencial no tamanho da entrada. H4 fungdes entretanto,
onde a taxa de crescimento ¢ superior a polinomial mas inferior a exponencial (p. ex., f(n)zn'og”).
Pode-se ter também fungdes onde a taxa de crescimento seja superior a exponencial (p. ex., f(n)
=0(n").
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ALGORITMOS COMPLEXID. TAMANHO MAXIMO DO PROBLEMA
DE TEMPO 1 Seg. 1 Min. 1 Hora

Al n 1000 6x10* 3,6x10°
A2 nlogn 140 4893 2x10°
A3 n? 31 244 1897
A4 n’ 10 39 153
A5 2" 9 15 21

Figura I.1: Tamanho maximo de um problema

Considere agora uma geragdo futura de computadores dez vezes mais rapido que os atuais.
O quadro da Figura I.2 mostra como cresce o tamanho desses problemas a medida que a velocidade
de processamento ¢ aumentada.

Observe que no algoritmo As apenas um acréscimo de 3,3 unidades no tamanho do
problema para um computador 10 vezes mais rapido! Esses dados nos mostram a importancia que a
analise de complexidade exerce sobre o tempo de processamento. Deve-se lembrar entretanto que,
algoritmos exponenciais quando aplicados a problemas pequenos podem ter um desempenho
melhor que um algoritmo polinomial. Suponha por exemplo dois algoritmos de complexidades 10°n
e 2" respectivamente. Para n<21, o algoritmo exponencial terd um desempenho superior ao
algoritmo polinomial. Verifique!

ALGORITMOS COMPLEXID. DE Tam. Max. Tam. Max.
TEMPO Comp. Atuais Comp. Futuros
Al n Sy 10.S;
A2 nlogn S, ~S,
A3 n? S 3,16.S;
Ad n’ S 2,15.84
AS 2" Ss Ss+3,3

Figura 1.2: Tamanho maximo de um problema

Outros fatores devem ser discutidos na avaliacdo da complexidade como, por exemplo, o
desempenho médio do algoritmo (complexidade de caso médio). Um algoritmo de complexidade
exponencial nem sempre executard um nimero exponencial de passos para qualquer entrada. Um
exemplo classico ¢ o algoritmo simplex para o problema de programacdo linear (para maiores
detalhes vide Bazaraa et al.[1990]) . O algoritmo simplex tem em média, processamento
polinomial, embora possua complexidade tedrica exponencial.

Antes de passar a uma discussdo mais formal sobre o tamanho de um problema e das
fungdes complexidade ¢ fundamental definir, mais precisamente, um modelo teodrico de
computador. Nele, serdo abstraidas as principais caracteristicas de uma maquina mais sofisticada.

13- MA'QUINA RAM (Random Access Machine)

Como avaliar o tempo de execugdo de um algoritmo, sem executa-lo propriamente em uma
determinada maquina? Antes de contar o nimero total de passos realizados por um algoritmo, deve-
se, inicialmente, observar que esses passos sdo diferentes entre si. O tempo de uma adi¢do por
exemplo, serda diferente do tempo gasto em uma multiplicacdo, o tempo de uma divisdo sera
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diferente de uma comparacdo e assim por diante. Portanto, ¢ importante que se considere o tempo
de cada instru¢do separadamente somando-as apenas ao final do processo. Deve-se lembrar ainda,
que o tempo de processamento de uma determinada instru¢do ndo serd o mesmo em maquinas
diferentes. Portanto, ¢ fundamental que se construa um modelo tedrico de computador e que seja
capaz de gerar informagdes aproximadas sobre o tempo de processamento independentemente do
computador utilizado.

O modelo RAM (Random Access Machine) ¢ um modelo hipotético de maquina constituido
de duas fitas (para entrada e saida de dados respectivamente), uma unidade de controle e
processamento ¢ uma memoria (Figura 1.3). A natureza exata das instrugdes ndo € relevante, sendo
semelhantes as encontradas em um computador real. Havera operagdes de entrada e saida,
transferéncia de informacdo entre memoria e registradores, enderegamento indireto, operacdes
aritméticas e desvios. Cada registrador ou posicdo de memoria podera armazenar e acessar valores
inteiros como uma unidade, sem ter acesso a representagdo do niumero.

Fita de Entrada
|xn| .......................... |x3|x2|x1|%

Memoria

ro

1

ucCp 2

e
e|y1|y2|y3| ................. |ym|
Fita de Saida

Figura 1.3: Modelo de uma maquina RAM

As operagdes aritméticas permitidas sdo +, -, X, /. Um algoritmo podera ainda comparar
dois valores e avaliar a raiz quadrada de um inteiro positivo.

Obviamente outros modelos teéricos de computador podem ser utilizados como, por
exemplo, a maquina de Turing. Entretanto, uma fun¢do de complexidade obtida em qualquer outro
modelo de computador, deverd ser expressa equivalentemente em uma maquina RAM
(Hopcroft[1979]). Assim, fungdes polinomiais/exponenciais de tempo nos demais modelos,
deverao ser polinomiais/exponenciais no modelo RAM.

O modelo RAM pode ainda ser subdividido em dois tipos de maquina. No primeiro,
maquina RAM com custo uniforme, cada instrugdo é executada em uma unidade de tempo. Este
modelo ¢ considerado excessivamente poderoso ja que nao pode ser simulado polinomialmente por
uma maquina de Turing. Isto ocorre pois, com a operagdo de multiplicacdo, inteiros extremamente
grandes podem ser gerados (Motwani&Raghavan[1995]). Eliminando-se as demais operacdes
aritméticas, além da soma e subtragdo, o modelo RAM se torna polinomialmente equivalente a
maquina de Turing. No segundo modelo, maquina RAM com custo logaritmico, cada instrugdo ¢
processada em um tempo proporcional ao logaritmo de seus operandos. Neste caso, o novo modelo
incluindo todas as operacdes aritméticas descritas acima, serd polinomialmente equivalente a
maquina de Turing (Motwani&Raghavan[1995]).

Por razdes de simplicidade e clareza, utiliza-se normalmente a maquina RAM com custo
uniforme. Assim, as fitas de entrada e saida serdo formadas por uma seqiiéncia de células, cada
uma delas podendo armazenar um numero inteiro de tamanho arbitrario. Além disso, ndo havera
limite para o numero de células na memoria. Esta abstracdo sera possivel quando:
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¢ 0 tamanho do problema for suficientemente pequeno para ser armazenado na memoria
principal,

e os inteiros utilizados nos calculos forem suficientemente pequenos para serem
armazenados em uma unica palavra do computador, em outras palavras, o tamanho dos
operandos serd limitado polinomialmente no tamanho da entrada,

Adicionalmente, a maquina RAM podera gerar, em um Unico passo, valores aleatorios
distribuidos uniformemente em um conjunto limitado no tamanho do problema. (méaquina RAM
probabilistica). Para maiores detalhes sobre este assunto vide Papadimitriou[1994].

Formulado nosso modelo tedrico de maquina passemos agora para a defini¢do de tamanho
de um problema:

1.4 - TAMANHO DE UM PROBLEMA

Considere m um problema qualquer, ou seja, um enunciado que indique quais propriedades
a solucdo devera satisfazer ¢ uma descri¢do formalizada de todos os seus pardmetros (dados de
entrada). Fazendo-se uma associacdo de valores (numéricos ou ndo) a esses parametros define-se
uma instancia de . Considere o seguinte exemplo:

Exemplo I.1: (Problema da Mochila)

Neste problema, o objetivo serd encher uma mochila de capacidade M com no maximo n
objetos distintos. Sabendo-se que cada objeto tem um valor diferente, como encher a mochila (sem
ultrapassar sua capacidade maxima) maximizando o valor dos objetos presentes em seu interior?
Mais formalmente, tem-se o problema:

n
maximizar ]Z;cjxj

n
o DpX <M
sujeito a: {47

X;=0oul onde j=1,.,n

onde n, b, ¢j e & sdo parametros inteiros positivos e X; ¢ variavel de decisdo. Os parametros
sdo especificados abaixo:

Cj - custo (valor) da peca j

M - capacidade total da mochila (peso)
n - ntmero total de objetos

p;j - peso da peca ]

Assim, uma instincia | para o problema da mochila sera definida por uma (2n+1)-upla de
inteiros positivos (Cy,...,Cn,P1,-..,Pn,M) onde p; £ M e j=1,..,n. °

O conceito de tamanho de problema, serd fundamental na defini¢do de funcdo de
complexidade. Assim, dado um problema 7 e uma instancia | qualquer associada, o tamanho desse
problema (denotado por tam(n)), sera definido como um ntimero inteiro positivo que representa a
quantidade dos dados de entrada presentes em |.

A nocdo exata de quantidade dependera do problema considerado. Em algumas situacdes,
deseja-se determinar o numero total de elementos presentes em uma dada entrada sem se preocupar
com os valores assumidos por cada elemento dessa instincia. Em outras, o valor de cada elemento
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a) Complexidade de Pior Caso: Ty = 1mkax {T(E)}
<k<m

b) Complexidade de Melhor Caso: Tg = 1rrlin {T(E )}
<k<m

¢) Complexidade de Caso Medio: 1, = > Pr(E,)T(E,)

I<k<m

A complexidade de melhor caso representa, evidentemente, a situagdo ideal dos dados de
entrada do algoritmo nao sendo considerada, portanto, uma medida apropriada de complexidade na
maioria dos casos.

A complexidade de caso médio como definido acima tem obviamente grande interesse
pratico. Entretanto, para varios problemas, sua estimativa se torna bastante trabalhosa ja que ¢
importante que se defina, de antemao, uma distribuicdo estatistica associada aos dados de entrada.
Além disso, varios problemas admitem uma quantidade infinita (enumeravel ou nao) de dados de
entrada e a determinacdo dos tempos de processamento a elas associadas se torna, por vezes,
impraticavel.

Na complexidade de pior caso, uma cota superior para o tempo de processamento sera
determinada. Serd também de grande interesse pratico e podera ser calculada mais facilmente que a
complexidade de caso médio.

Note que, escolhendo um dos trés itens acima, serd possivel determinar o tempo de
processamento em func¢do do tamanho do problema.

Notacao: Para simplificar a notagdo acima, salvo indicagdo contraria, assumi-se que T=Ty, T=Tg
ou T=Ty na analise de complexidade. .

Antes de tentar determinar uma expressdo para a fungdo de tempo T(.), deve-se avaliar,
individualmente, o tempo de cada instru¢do oj do algoritmo A. Supondo t(cj ), o nimero de
unidades de tempo gasto na execucdo de ¢, o tempo total na execucdo do algoritmo sera dado por:

T=>k.t(s;) )
j

onde:
o; - J-ésima instrugdo do algoritmo (maq. RAM),
ki - nimero de execugdes de oj
t(oj) - tempo de execucdo de g;

Note que o niimero de execugdes k; da instrugdo oj serd uma fungéo do tamanho do
problema (ou seja, kj = k; (tam(r)) ). Na complexidade de pior caso, kj ird representar o numero
maximo de execugdes (passos) de G;. E facil ver portanto que o tempo T(.) ser4, de fato, fungio do
tamanho do problema. Assim, a complexidade de tempo, serd o maior nimero de passos possivel (no
pior caso) para execugdo completa de A.

No critério de custo uniforme cada instru¢do RAM requer uma unidade de tempo e cada
registro requer uma unidade de espaco. Portanto, a funcdo de tempo (I) pode ser rescrita de maneira
mais simples como abaixo:

T=3%,. (I

j=1

onde g € o numero total de instru¢des do algoritmo.

10



xxx‘v SIMPOSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONAL - 8 a 11 de novembro de 2002, Rio de Janeiro/RJ
SBPO A PESQUISA OPERACIONAL E AS CIDADES

Sera que a simplifica¢do introduzida acima (onde t(c;) = 1, V oj) acarretara uma grande
distor¢do no tempo de processamento? A proposi¢do 1.1 abaixo (deixada como exercicio) mostra
que esta distor¢do sera de apenas uma constante.

Proposicao I.1: Sejam ©1,03,...,0n instrugdes de um algoritmo A com seus respectivos tempos de
processamento t(cy), t(62),....,t(om). Seja T, o tempo de processamento calculado com a utilizagdo

da fungdo (I) acima. Fazendo-se t(oy)=t(o)=...=t(on)=1 obtém-se um novo tempo de
processamento T onde T=cC.T; e C ¢ constante. o

A fungdo de complexidade T(.) (representada por (I) ou (II)) sera chamada de fungdo de
complexidade local de tempo. Analogamente, a complexidade local de espago de um algoritmo
indica a quantidade total de memdria exigida por um algoritmo durante sua execucdo. No critério
de Custo Uniforme essa memoria ira corresponder ao ntimero total de registros (células) utilizadas.
Lembre-se que, neste caso, cada registro armazena um inteiro de tamanho arbitrario. Pode-se
representar a complexidade de espago por uma fungdo E:tam(P)—»Z" onde tam(P) representa o
tamanho de nosso problema e Z*, o niimero total de unidades de espago utilizados.

O exemplo 1.5 a seguir, trata das complexidades locais de tempo e espaco no pior caso.

Exemplo L.5: (Pior Caso)

Considere p(X) = aX" + an1X"+...+a, um polinémio qualquer de grau n com coeficientes
inteiros. Dado X € Z*, deseja-se calcular simplesmente o valor p(Xo).

Considere inicialmente o seguinte algoritmo:

Algoritmo I.1: Calculo de p(Xo):
Inicio

leia (N, &n, an-1,-,80, Xo);

P <ao;

para j:=1 até n faca

P« p+axd;

fim;

imprima (p);
fim.

Figura 1.4: Calculo de p(x,)

No célculo de X! (potenciagdo), j-1 multiplicacdes sdo executadas. Tem-se ainda, na
estrutura de repeticdo mais 4 operagdes a saber: incremento de j, compara¢do com n, adig¢do e
multiplicagdo. Dessa forma o "loop" interno sera executado n vezes e a cada execugao serdo feitas
(3+]) operagoes. No final das repeti¢des quando j=n (no para... faga...), mais um incremento de j e
uma comparagao com N serdo realizadas. Assim o tempo total sera:

n 2
T(n)=2+2(3+j):n(“7+1)+3n+2:”+—7“+4
i=1

Na complexidade de espaco sdo necessarios N+1 registros para armazenar as constantes ap,
an1,..,A0, LréS registros para se armazenar N,Xg € P, ¢ um acumulador. Necessita-se portanto, de um
total de n+5 posi¢oes de memoria. Assim, E(n)=n+>5.

Pode-se obter uma melhora na complexidade local de tempo do algoritmo utilizando-se o
método de Horner. Neste método, o polindbmio p(.) sera rescrito na forma de um "ninho" de

11
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binémios. Abaixo ¢é apresentado um quadro para o calculo de p(X) considerando-se um polindmio
de grau 3:

Xo a3 s a do
l asXo anXo + aXo aiXot+ X0 + agXo®
a3 a + agXp apt+ aX + asxo2 dota Xt azxo2 + asxo3

Figura 1.5: Tabela de Horner

Tem-se portanto: p(Xo) = ((@sXo+az)Xe+as)Xe+ag. O algoritmo apresentado abaixo resolve o
problema para um polinémio de grau n.

Algoritmo 1.2: Método de Horner;

Inicio
leia (N, @y, @n-1,..,80, Xo);
p<an;
para i:=n-1 até O faca

p<«a+pX;

fim;
imprima (p);

fim.

Figura 1.6: Calculo de p(X,) através do método de Horner

Observe agora que 4 operagdes serdo realizadas dentro da estrutura de repeticdo. Note
ainda que ao final do loop serdo executadas mais 2 operag¢des (decremento e comparagdo). Logo, a
complexidade local de tempo serd igual a T(n)=4n+2.

Analogamente ao algoritmo anterior tem-se um comportamento linear para a complexidade
local de espago do algoritmo 1.2 acima (verifique).

Na analise de complexidade, considera-se normalmente a complexidade de tempo de um
determinado algoritmo. As conclusdes obtidas sobre a complexidade de espaco sdo analogas e
seguem diretamente. O proximo exemplo ilustra uma aplica¢do da complexidade de caso médio:

Exemplo 1.6: (Complexidade de caso médio)
Suponha que se deseje encontrar o tempo médio de busca de um elemento X em uma lista

A={a;,a,,...,an} com n elementos. Considere o algoritmo 1.3 a seguir:

Algoritmo 1.3: Busca;

Inicio

leia (A)X);

dp+1 €< X5

i «1;

enquanto 3; =X faca

i «i+1;

imprime solugéo (A, i);

fim.

Figura 1.7: Busca elemento em uma lista desordenada

Note que se X ndo pertence a lista entdo X = ap+;. Como discutido acima, a funcdo de
complexidade de caso médio sera:

12
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Ty = PrE)T(E,)
k=1

onde m ¢ o numero total de entradas de tamanho n.
Apesar de se ter um nimero infinito de entradas, sera possivel classifica-las em n+1 classes
distintas a saber:
E, ={A/a =x}
E, ={A/a, =x}
E,={A/a,=x}
E,. ={A/X Al

Note que E; para i=1,2,..,n representa o conjunto de todas as listas A tal que ai=X e Ep.,
o conjunto de todas as listas A tal que X & A. Observe portanto que na fungdo de complexidade de
caso médio tem-se m=n+1. Deve-se determinar agora as probabilidades e os tempos de execugdo
de cada uma das n+1 entradas. Suponha por exemplo que Pr(E))=Pr(Ej) para i=1,..,n e j=1,..,n
(distribui¢do uniforme). Se g ¢ a probabilidade de se ter x € A entdo:

Pr(E;)) = q . parai=1,..,n
Pr(E,.)=1-q

Analisando-se o algoritmo de busca acima conclui-se diretamente que T(E;)) = i serd o
nimero de comparacdes para cada entrada E;. Substituindo Pr(E; ) e T(E; ) na expressio da
complexidade média tem-se:

n+1 n

T=T, =) Pr(E)XE) = Z%.i +(1-9).(n+DH=(M+1).

i=1 i=1

2-9
2

Observe que se g=1 tem-se em média (n+1)/2 ~n/2 comparagdes! .

A maior dificuldade existente na analise do comportamento médio de um algoritmo ¢
definir a distribuicdo da entrada de dados associada ao problema. Freqiientemente, assume-se que
as instancias sejam igualmente provaveis, entretanto, a determinagao de uma amostra representativa
da entrada pode, em algumas casos, ndo ser muito precisa. Observe ainda que, no calculo de cada
T(Ej), contabilizou-se apenas o nimero de comparacdes realizadas (T(E;j) = i). Como discutido a
seguir, este tipo de abordagem ird simplificar enormemente o célculo de complexidade. A
complexidade local de tempo (ou espago) sera substituida pela complexidade assintotica.

1.6 - COMPLEXIDADE ASSINTOTICA

A determinag@o de uma expressdo exata para as complexidades locais de tempo ou espaco
de um determinado algoritmo sdo freqiientemente desgastantes e desnecessdrias. Em um modelo
teorico de maquina, a complexidade local ja é uma aproximagdo grosseira de uma maquina real,
ndo sendo necessario portanto, um grande esforco analitico para obté-la. Por que ndo observar
apenas o comportamento assintotico das fungdes de complexidade quando o tamanho do problema
se torna arbitrariamente grande? Neste caso, serd suficiente provar se as complexidades obtidas tem
um comportamento linear, quadratico, exponencial, etc.

Na determinacdo da complexidade assintotica faz-se, freqiientemente, uma simplificagdo
das constantes que aparecem na expressdo da complexidade local. Neste caso, pretende-se

13
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determinar apenas a taxa de variagdo do tempo de processamento em relagdo ao tamanho do
problema. Em outras palavras deseja-se obter a ordem de grandeza da funcdo de complexidade
local. Abaixo ¢ apresentada uma definicdo mais formal de complexidade assintotica:

Definicao I.1: (Complexidade Assintdtica)
Uma fun¢@o de complexidade local T(n) sera de ordem O(f(n)) se, e somente se, existirem
constantes positivas C e N tal que 0<T(n) <c.f(n), ¥'n >no. o

Note que c.f(n) define um limite superior para T(n). Graficamente, tem-se a seguinte
situagdo representada na figura L.8.

Pode-se representar por O(f(n)), o conjunto de todas as fungdes T(n) tais que 0< T(n) <
c.f(n), ¥'n >n,.. Neste caso, pode-se dizer simplesmente que T(n) € O(f(n))".

T(n) e f(n)

o k)

° o o T

| | |
T T T n

[ ]

o

I]0
Figura 1.8: Complexidade Assintotica

Portanto, para mostrar que uma dada fungdo T(n) pertence a O(f(n)) deve-se exibir ou

garantir a existéncia de duas constantes C e g tal que a defini¢cdo descrita acima se verifique. Como

determinar entretanto as constantes C e Ny? Para responder a essa pergunta considere inicialmente a
seguinte defini¢do formal de limite:

Definicao 1.2: (Limite):
Diz-se que lim h(n)=k se, ¢ somente se, V &> 0, 3 n, tal que |h(n)-k|<e&, vn>n,. e

Assim, se lim,_T(n)/f(n)=k <o tem-se, da definigdo de limite, que: ¥ &> 0, 7 ny tal que
[IT(n)/f(n)-k ||<e, ¥ n 2> no. Ou seja, tem-se k-¢ < T(n)/f(n) <k+e ¥'n >n,. Tomando esta ultima
desigualdade e fazendo ¢ = k+¢, conclui-se que: 7 € e ng tal que T(n) <c.f(n), ¥'n >ny, ou seja
T(n) é O(f(n)) (ou simplesmente T(n) € O(f(n))). Note que a existéncia de Ny na defini¢do de
complexidade assintotica ¢ garantida pela definicdo formal de limite. Este tipo de abordagem é
interessante, ja que ele nos exige, da talvez ardua tarefa de determinar ng explicitamente.

Considere o seguinte exemplo:

Exemplo L.6: Seja T(n)=5n>+n. A fungdo T(n) é O(n’)? Note que fazendo ¢ = 6 tem-se
5n? +n<6n?. Calculando lim,_,..T(n)/f(n) :

5n*+n

3 <6< -

lim

n—o n

! Alguns autores utilizam a notagdo: T(n) = O(f(n)) (vide Cormem et al. [1990]).

14
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Pode-se garantir portanto, da definicdo de limite, a existéncia de um inteiro Ny tal que
5n*+n<6n%, vn>n,. .

Pode-se mostrar também que T(n)= 5n*+n ¢ O(n®) ou O(n*). Entretanto, estaremos
interessados no menor limite superior possivel. Para se evitar conflitos dessa natureza, diz-se
simplesmente que T(n) é o(n®) ou o(n*). Mais formalmente se T(n) é o(f(n)) entdo lim,_,..T(n)/f(n)
=0.

Exemplo 1.7: T(n)=3" é O(2")? Suponha que existam k e n, tais que 3" <k.2", Vn>n,. Segue
que:
3 n
(—) <k, Vnzn,
2
Calculando o limite:

lim(i) — 400 <K (absurdo!)

n—w 2

Chegando portanto a uma contradigdo. Logo, T(n)=3" ndo serd O(2"). Pode-se mostrar
entretanto que 2" é O(3"), ou mais precisamente, que 2" é o(3"). Verifique! .

Pode-se estabelecer, através da notagdo O(.), uma hierarquia de fungdes de complexidade.
Abaixo sdo apresentados alguns exemplos:

O(1) =0(logn) = O(n) =O(nlogn) cO(n’)  .... <0O(2") = O(n!) ...

Da mesma forma, se T(.) representa a complexidade de melhor caso de um algoritmo pode-
se definir um limite inferior para T(.). O limite inferior sera representado por (X.).

Definicao 1.3: (Limite Inferior)
Seja T(n) a complexidade local (de melhor caso) de um dado algoritmo. A fungdo de
complexidade T(n) ¢ Q(f(n)) se existem constantes ¢ e n, tais que T(n)>cf(n), vn>n,.e

Exemplo 1.8: Seja T(n)=2n? +n a complexidade de melhor caso de um dado algoritmo. Deseja-se
mostrar que T(n) é Q(n?). De fato, bastara fazer k=1 e n,=1. Assim: 2n* +n>n?, ¥ n>1. Pode-se
mostrar também que T(n) é (n) ou £X(1), entretanto, deve-se buscar normalmente, o maior limite
inferior possivel. Analogamente a notag@o o(.), pode-se utilizar m(.) para £X.). Assim, em nosso
exemplo, pode-se dizer que T(n) é w(n) ou w(1). .

Considere agora a seguinte defini¢do:

Definicao 1.4: (Limite):
Diz-se que limh(n) =+ s€, € somente se, VA > 0,3 ntalque h(n) > A,, vnxn,.e

Observe por exemplo que, se lim,_,,,T(n)/f(n) = +w entdo T(n) é @ (f(n)). Verifique!
Em determinadas situagdes, um algoritmo de complexidade T(n) sera O(f(n)) e £Xf(n))
simultaneamente. Neste caso, T(n) sera &(f(n)). Mais formalmente, tem-se:
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6(g(n) ={T(n):3¢,c,,n, >0 tais que 0<cg(n) <T(n)<c,g(n), V n>n,}

Exemplo L.9:

a) Para encontrar o maior elemento em uma lista desordenada de n elementos pode-se
construir facilmente um algoritmo de complexidade local T(n) e ordem O(n) e £Xn)
respectivamente. Neste caso, tem-se um algoritmo de ordem é(n). Um algoritmo com essa
caracteristica sera chamado algoritmo 6timo.

b) Para encontrar um elemento X em uma lista desordenada de n elementos, tem-se
obviamente O(n) passos no pior caso. No melhor caso entretanto, apenas uma comparagdo sera
realizada. Assim, T(n) tera limite inferior igual a £X(1). Neste caso o algoritmo ndo sera 6timo.e

Suponha agora um algoritmo que se divida em duas ou mais partes independentes. A
seguir, serdo apresentadas algumas regras que nos ajudardo no calculo de complexidade assintdtica
de um determinado algoritmo:

Proposicao 1.2 (Regra das Somas):

Um algoritmo A se divide em duas partes independentes A; e A; onde A; de complexidade ¢
T1(n) € de ordem O(f(n)) e A, de complexidade T»(n) ¢ de ordem O(g(n)) entdo T(n) = T1(n)+Tx(n) e
A seré de ordem O(max(f(n),g(n))).

Prova: Sejam C,;,C,,n,,n, constantes positivas tais que:
T,(n)<C,.f(n), vnzn,
T,(n)<C,.g(n), vnzxn,
fazendo-se n, = max(n;,n,) e adicionando as duas equagdes acima tem-se:

T,(M+T,(n)<C,. f(nN)+C,.g(n)<(C, +C,).max(f(n),g(n)), Vvnx=n,.

Portanto, da definigdo tem-se que T(n) é de ordem O(max(f(n),g(n))) .

Proposicio 1.3 (Regra do Produto): Se um algoritmo A contém dois "aninhamentos" A, e A,, de
complexidade T,(n) e T,(n) com ordem O(f(n)) e O(g(n)) respectivamente, entdo A serd de
complexidade local T(n)=T,(n).T,(n) e de ordem O(f(n).g(n)).

Prova: Sejam C C n n
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a) Se f(n) é de ordem O(g(n)) e g(n) ¢ de ordem O(h(n)) entdo f(n) ¢ de ordem O(h(n)).
b) g(n) é de ordem O(f(n)) e f(n) é de ordem O(g(n)) se, e somente se, O(f(n))=0(g(n)).
¢) g(n) é de ordem Of((n)) e f(n) n&o ¢ de ordem O(g(n)) se, e somente se, O(f(n))cO(g(n)).

Prova:
a) Tem-se da definicdo de complexidade assintotica que:

f(n)<C,.g(n), vnxn,
g(n)<C,.h(n), vnxn,

Fazendo n, = max(n,,n,) e C=C,;.C, para n=x=n, conclui-se que : f(n)<C,.g(n)<C.h(n)
v n>n,. Logo f(n) é de ordem O(h(n)).

b) (—) Considere uma fungdo T(n) qualquer pertencente a O(f(n)). Como f(n) pertence a O(g(n))
tem-se, da propriedade transitiva que T(n) pertence a O(g(n)). Assim, qualquer que seja T(n) em
O(f(n)) tem-se T(n) pertencente a O(g(n)), ou seja, O(f(n))cO(g(n)). De maneira analoga, pode-
se mostrar que O(f(n))=>0(g(n)). Segue entdo que O(f(n))=0(g(n)).

(«) E facil mostrar que f(n) pertence a O(f(n)). Como O(f(n))=0(g(n)) segue que f(n) pertence
a O(g(n)). De maneira analoga pode-se mostrar que g(n) pertence a O(f(n)).

¢) (=) Seja T(n) qualquer tal que T(n) € O(f(n)). Como f(n) e O(g(n)), tem-se do item (a) que T(n)
€ 0(g(n)) (prop. transitiva). Logo O(f(n))cO(g(n)). Suponho por absurdo que, O(f(n)) =
O(g(n)). Como g(n) € O(g(n)) segue entdo que g(n) & O(f(n)) (contradi¢do!). Logo O(f(n)) <
O(g(n)).

(<) Temos que f(n) e O(f(n)). Como O(f(n)) < O(g(n)) entdo f(n) eO(g(n)). Se g(n) € O(f(n))
segue da proposigdo anterior (item b) que O(g(n)) = O(f(n)) o que é absurdo! Portanto g(n) &
O(f(n)). )

Proposicao 1.5: Se lim,_.f(n)/g(n) = k onde 0 < k < o« entdo O(f(n)) = O(g(n)). Se k = 0 entdo
O(f(n) =O(g(n)).

Prova: Considere inicialmente o caso onde k >0. Da defini¢do de limite tem-se: V' &>0, 7 ny tal
que, k- <f(n)/g(n) <k+e& ¥V'n >ng. Ao escolher k > ¢ tem-se: (a) f(n) < (k+¢&) .g(n), ¥'n >ng. ¢
(b) g(n) < (1/(k-£)).f(n), ¥ n > ny (verifique). Logo, de (a) e (b) respectivamente temos f(n) &
O(g(n)) e g(n) e O(f(n)). Da proposigdo anterior, segue que O(f(n)) = O(g(n)).

Suponha agora k = 0. Da definigdo de limite tem-se: V' >0, 7n, tal que,, -¢ <f(n)/g(n) <
& ¥'n >ng. Assim, da segunda parte da desigualdade: ' £>0, 7ny tal que, f(n) <e.g(n), ¥'n >ny, ou
seja, f(n) € O(g(n)). Ainda, da segunda parte da desigualdade tem-se que: V' >0, 7 ng tal que g(n)
> (1/e).f(n), ¥ n > no. Da defini¢do L4, lim,_.f(n)/g(n) =+c. Conclui-se portanto que g(n) £
O(f(n)). Como f(n) € O(g(n)), tem-se da proposi¢ado anterior (item 3) que O(f(n)) < O(g(n)).e

Definicaol.5: A defini¢do de complexidade assintotica pode ser estendida facilmente para o caso
onde o tamanho do problema seja representado por dois ou mais pardmetros. Dada uma fungdo
g(n,m), representa-se por O(g(n,m)) o seguinte conjunto de fungdes:

Oo(g(n,m) = {f (n, m) :existemcons tan tes positivasc,n,em,taisque0 < f (n, m) < cg(n, m)
vquen >n,em>m,}
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A definigdes de £X(g(n,m)) e &g(n,m)) sdo analogas. Este tipo de representagéo ¢ bastante
util quando se trabalha com algoritmos em grafos. Neste caso, N representa o nimero de vértices e
m ¢ o nimero de arestas.

Quando se trabalha com outros modelos de maquina (diferentes da maquina RAM), pode
ocorrer que a expressao de complexidade assintdtica obtida nestes modelos seja distinta. Ao mudar
de uma maquina para outra € importante que se preserve algumas caracteristicas do modelo
original. Considere entdo a seguinte defini¢do:

Defini¢ao 1.6: (Fungdes relacionadas polinomialmente)
Duas fungdes fi: N—>% ¢ f,; N>% sdo relacionadas polinomialmente se existirem
fungdes pi: H—9 e poi H— I tais que fi(n) < pai(fa(n)) e fo(n) < pa(fi(n)) ¥'n>0. .

Como exemplo, considere duas fungdes f;(n) <2n’ e f,(n). Fazendo py(X) = 2x na primeira
desigualdade tem-se que 2n” <py(n°) = 2n°, ¥n=0. Na segunda desigualdade, fazendo py(x) = X°
chega-se a n° <p,(2n) =8n°, ¥ n>0.

Ao se trabalhar com uma maquina de Turing, maquina RAM ou maquina RASP (Aho et.
al.[1974]) tem-se fun¢des de complexidade relacionadas polinomialmente. Isto significa dizer que,
se uma funcdo de complexidade é polinomial (ou exponencial) em um dado modelo ela sera
também polinomial (ou exponencial) nos demais modelos. Maiores detalhes sobre este assunto
podem ser encontrados em Aho et. al.[1974].

1.7 - COMPLEXIDADE DE ALGORITMOS RECURSIVOS

Um procedimento recursivo consiste, basicamente, na utilizagdo direta ou indireta, de um
procedimento dentro do mesmo procedimento que o define. Normalmente, todo processo recursivo
exigird a definicdo de uma formula de recorréncia e de uma base da recursdo. Esta técnica ¢é
amplamente utilizada em métodos do tipo divisdo e conquista (para maiores detalhes vide Cormen
et al. [1990]).

O exemplo seguinte ilustra uma aplicagdo da recursividade ao problema de ordenagao.

L.7.1 - Algoritmo Quicksort:

Suponha que se queira ordenar uma lista A qualquer com n valores inteiros positivos.
Baseado na estratégia de divisdo e conquista, Hoare[1962], propds um algoritmo de ordenagdo
diferente do Mergesort. No Mergesort dividi-se a lista original A em partes iguais A; e A;
respectivamente. Faz-se entdo uma ordenagdo de cada uma das partes seguida de uma
concatenagdo das sub-listas. No Quicksort a divisdo em duas sub-listas é feita utilizando-se um
elemento chave (ou pivd) de forma que, no final do processo, as sub-listas ordenadas ndo precisem
mais ser concatenadas! Na sub-lista A; sdo armazenados todos os elementos menores que chave
enquanto que, na sub-lista A, apenas os elementos maiores que chave. Apds a divisdo, repeti-se o
processo para A; e A, separadamente.

O exemplo seguinte ilustra as principais etapas presentes no Quicksort. Considere uma lista
desordenada A como abaixo:

Lista A
|15|10|14|30|34|11|50|z7|
CHAVE /' D1 Ny

Figura 1.9: Lista A desordenada
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Note que sdo criados dois indices | e J apontando para o segundo e o ultimo elementos
respectivamente. Além disso, separa-se o primeiro elemento A[1]=15 (denominado elemento chave
ou pivd). O objetivo inicial serd determinar a posi¢do correta dessa chave na lista A. Assim,
incrementa-se | sempre que algum elemento A[l], menor do que chave for encontrado.
Analogamente, decrementa-se J sempre que um elemento A[J] maior do que chave for encontrado.
Essa situagdo pode ser expressa como na figura seguinte:

Lista A
|15|10|14|30|34|11|50|27|

CHAVE N1 My

Figura 1.10: Atualizacdes del e J

Caso se tenha | < J os elementos A[I] e A[J] sdo trocados de posigdo e o processo repetido
até que | > J. A nova situacdo ¢ apresentada abaixo:

Lista A
|15|10|14|11|34|30|50|27|

CHAVE N N

Figura LL11: 1>J

Note que a posigdo correta do elemento chave ¢ indicada pelo indice J! O proximo passo
sera trocar a posi¢do do elemento chave com A[J]. Assim:

Lista A

~—— CHAVE —— —"

Al A2
Figura 1.12: Divisdo da Lista A

Bastara aplicar agora o mesmo processo para as sub-listas A; e A, separadamente através de
chamadas recursivas. Finalmente, tem-se a seguinte situacgao:

Figura I.13: Lista A ordenada

Observe que as chamadas recursivas sdo executadas até que 0, 1 ou 2 elementos sobre em
cada sub-lista (base da recurs@o). Caso se tenha apenas um, ou nenhum elemento ao final do
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processo, nenhuma operagdo sera realizada. Entretanto, se a A contiver 2 elementos, apenas uma
comparacdo sera realizada. Resumindo, tem-se o seguinte procedimento:

Procedimento 1.4: Quicksort (inf, sup);
Inicio
Se (sup - inf < 2) entéo
Se (sup - inf = 1) entéio {temos 2 elementos}
Se (A[inf]>A[sup]) entido
troca (A[inf], A[sup]);
senio
| «inf;
J «sup;
chave « A[inf];
Enquanto J > | faca
l«1+1;
Enquanto (A[l] < chave) fagca
I 1 +1;
Enquanto (A[J] > chave) faca
JeJ-1;
Se (J > |) entdo
troca(A[l], A[JD);
fim Enq;
troca (A[inf],A[J]);
Quicksort (inf, 1-1);
Quicksort (J+1, sup);
fim;

fim.
Figura 1.14: Algoritmo Quicksort

Note no procedimento Quicksort, que se o elemento chave for o maior de todos os
elementos de A, o indice | sera incrementado até n+1. Para evitar um erro decorrente de um acesso
indevido a esta posigdo (inexistente na lista A), bastara criar um novo elemento fazendo A(n+1)=co
no programa principal. Verifique!

1.7.1.1 - Complexidade do Quicksort (Pior Caso)

Observando a algoritmo acima pode-se eleger (sem perda de generalidade) a instrugdo
A[inf]>A[sup] como operacdo elementar na base da recursdo. Note que 3 situagdes distintas serdo
possiveis. Se sup-inf < 0, a chamada recursiva ird corresponder a uma sub-lista vazia. Neste caso a
operacdo elementar ndo sera realizada. O mesmo ocorre se sup-inf =0 (sub-lista com apenas 1
elemento). Segue entdo que T(0)=0 e T(1)=0 respectivamente. Se sup-inf =1 tem-se uma sub-lista
com 2 elementos. Neste caso, T(2)=1.

No calculo da féormula de recorréncia (n > 3) deve-se atualizar os indices | e J até que se
tenha 1> J. S6 entdo, as chamadas recursivas serdo realizadas (etapa de divisdo). Observe
novamente que 3 etapas devem ser analisadas.

Na etapa de atualizacdo dos indices | e J conclui-se facilmente que O(cn) passos serdo
executados. Os indices | e J deverdo percorrer a lista de tamanho n até se cruzarem.

Nas chamadas recursivas, deve-se estabelecer inicialmente como o vetor original A sera
dividido. Essa divisdo entretanto dependera da natureza dos dados de entrada. Na pior divisdo
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possivel, pode-se construir uma configuragdo onde n-1 elementos estardo presentes em uma das
sub-listas e 0 elementos na outra. Neste caso, T(n) se divide em T(n-1) e T(0) respectivamente. Isto
ocorrera sempre que o vetor original A ja estiver ordenado! E facil ver que esta é a pior divisdo
possivel ja que, na chamada de complexidade T(n-1), o tamanho do problema original é reduzido
em apenas uma unidade! Assim, um maior numero de chamadas deverdo ser executadas até que se
chegue a base da recurs@o. O mesmo ndo ocorreria se A fosse dividida em duas partes de mesmo
tamanho (Verifique!).
Tem-se portanto a seguinte situagdo:

T0)=0,T()=0e T(2)=1, n<2 (base da recurséo)
T(n)=cn+T(0)+T(n-1), n>2 (formula de recorrénci a)

Desenvolvendo a recorréncia acima conclui-se que:

T(n) =cn + T(n-1)
=cn + ¢(n-1) + T(n-2)
=cn + c¢(n-1) + ¢(n-2) + T(n-3)

Apos Kk passos tem-se:  T(n) = cn + ¢(n-1) + ¢(n-(k-1)) + T(n-Kk). )

Espera-se obter, ao final do processo n-k=2 (base da recursdo). Assim, substituindo
n—k=2 em (I) tem-se:
T(n)=c(n+(n-1) + (n-2) +...+ 4+ 3) +T(2)

= czn:i +T(2)= c((zn:l) —3] +1= C(n(n; D —3) +1

i=1

Segue portanto que T(n) é de ordem O(n%). A secdo seguinte trata da analise de
complexidade média do algoritmo Quicksort.

1.7.1.2 - Complexidade do Quicksort (Caso Médio):

Apesar da complexidade teodrica de pior caso do Quicksort ter se mostrado inferior ao
Mergesort, testes realizados empiricamente mostram um bom desempenho do Quicksort quando
comparado ao Mergesort (vide Knuth[1973]). Pode-se mostrar em média (para uma entrada gerada
aleatoriamente) que o Quicksort (assim como o Mergesort) é processado em O(nlogn) passos.

Assim, suponha inicialmente que a probabilidade do elemento chave ser o i-€simo
elemento seja 1/n (distribuicdo uniforme). Para calcular a analise de performance média deve-se
analisar todas as chamadas recursivas possiveis, ou seja, todas as possiveis divisdes do vetor
original A. Utilizando a média ponderada conclui-se que:

%i(m(k—mm(n—k))
k=1

representa o compartamento médio de todas chamadas recursivas (lembre-se que Tw(.)
representa o tempo médio para se processar uma entrada de tamanho n). Resumindo todos os casos,
tem-se:
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Tw(0)=0, T,(H)=0e T,2)=1, n<2 (base da recursdo)
T, (n)=cn +%Z(TM(k D) +Ty(n=k)), n>2 (férmula de recorrénci a)
k=1

Desenvolvendo a formula de recorréncia tem-se que:

n

T, (n)=cn +%.Z(TM(k 1)+ Ty(n=k))

k=1

=cn+ %.(TM (0)+ Ty (D+ 4Ty (n—1))

Multiplicando por n ambos os lados tem-se:

nT, (n) = cn® + ZETM(i) (D
Trocando n por n-1 em (I): 7
n-2
(-DTy(-D=c(n-1°+2> Ty (@ (1)
i=0

Subtraindo (IT) de (I) segue:

nTy (N)—(n=DTy(n=1)=c(n* —=(n=1)*)+ 2T, (n-1)
=c(2n-1)+2Ty(n-1)

Fazendo as devidas simplificagdes na expressdo acima chega-se a:

nNTy(M)=Mm+D)Ty(h=1)+c(2n-1)

Multiplicando ambos os lados por

1 .
nn+1)

Tw(m _ TM(n_1)+c (2n-1) < TM(n—1)+ 2c
(n+1) n ‘n(n+1) n n+1

Assim:
Tw(M _ 2¢ Tu(n-2) 2c

n+1 n+1 n-1 n

2c 2c¢  2¢ Ty(-=3)
<—F—F—+———
n+1 n n-1 n-2

2c 2c 2c 2¢ Ty (N=K)

_+_

+...+
n+l n n-1 n-k+2 n-k+1

Espera-se obter n-k=2 (base da recursdo). Como Ty, (2) =1 tem-se:

n+1
T 5oL, Tu@
n+1 izal 3

Note que o somatoério acima pode ser majorado pela integral de 1/j (vide Figura 1.15).
Assim:
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Tu() net]l o1 1
2 <2c| —=dj+—==2c(In(n+1)-In3)+—
n+1 L i ] 3 (In( )-n3) 3

<20.1n(n+1)—20.1n3+§

Fazendo-se as devidas simplifica¢des chega-se a:

Ty(n) <2cnin((n+1)/3)+d
onde ¢ e d sdo constantes.

T(n)

T
3 4 5 6 7 n-1 n ntl

Figura 1.15: Integral de 1/j

Observe que, fazendo a mudanga de base e simplificando novamente a expressdo conclui-
se finalmente que Ty, (n) é O(nlog n). o

1.8 — LIMITE INFERIOR DE PROBLEMAS

Em algumas situagdes, deseja-se determinar qual a complexidade inerente a um
determinado problema (limite inferior). Sua complexidade devera ser independente dos algoritmos
existentes ou ndo em determinado momento. A obtencdo do limite inferior entretanto, pode ser
bastante dificil para uma grande quantidade de problemas. O que se faz nestes casos ¢ iniciar a
andlise do problema com um limite inferior qualquer e ir aumentando (se possivel) esse limite até
que ndo seja mais possivel aumenté-lo. Teremos chegado, neste caso, a um limite inferior desejado
para o problema. Mais formalmente tem-se a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.7: (Limite Inferior de um Problema)
Diz-se que £Xf(n)) define um limite inferior de um problema m quando qualquer algoritmo
que resolver 1 requerer, pelo menos, O(f(n)) passos no pior caso. o

Exemplo 1.10: Se (n°) é um limite inferior de um problema © nio podera existir nenhum
algoritmo com complexidade assintética de pior caso inferior a O(n?). .

Note neste caso que o limite £Xf(n)) é o melhor (maior) possivel. Pode-se dizer ainda que
um algoritmo 6timo tem menor a complexidade (de pior caso) entre todos os algoritmos possiveis
na resolugdo de um dado problema.

23



xxx‘v SIMPOSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONAL — 8 a 11 de novembro de 2002, Rio de Janeiro/RJ
SBPO A PESQUISA OPERACIONAL E AS CIDADES

Como comentado anteriormente, o algoritmo Quicksort (para uma grande quantidade de
entradas) possui desempenho computacional superior quando comparado ao Mergesort (sendo
ambos (Xnlogn)). Pode-se mostrar na verdade, que Xnlogn) € o limite inferior para o problema de
ordenacao (para maiores detalhes vide Horowitz&Sahni[1978]).

1.9 - PROBLEMAS DE DECISAO E ALGORITMOS NAO-DETERMINISTICOS

Como classificar os problemas resolvidos ou ndo pelos algoritmos e ferramentas
disponiveis em dado momento? Uma primeira classificagdo diz respeito aos problemas que podem
ou ndo ser resolvidos algoritmicamente (problemas computaveis e ndo-computaveis). Entretanto,
considerando-se apenas os problemas computéaveis, como classifica-los em fun¢do do grau de
dificuldade presente em sua resolu¢cdo? Note por exemplo que se ndo resolvemos um problema em
tempo polinomial (no tamanho de sua entrada), isto ndo significa que se possa faze-lo
posteriormente! Informalmente falando, como classificar tais problemas independentemente dos
algoritmos existentes ou ndo em dado momento? Esta pergunta comecou a ser respondida nos
primoérdios de 1970 quando uma nova area teve origem na ciéncia da computag@o. A teoria de
complexidade computacional, buscava, a partir de entdo, categorizar e classificar problemas
computaveis e assim melhor avaliar a qualidade dos algoritmos atualmente disponiveis. Problemas
com limite inferior exponencial por exemplo podem ser classificados como intrataveis, ja que,
comprovadamente, sera impossivel a obtengdo de algoritmos (nos modelos de maquina
tradicionais) que nos déem uma solu¢do exata em tempo polinomial. Problemas que possam ser
resolvidos por algoritmos polinomiais no tamanho de sua entrada serdo chamados de "trataveis" e
pertencerdo a classe P dos problemas computaveis (Garey&Jonhson[1979]).

Apesar do incansavel esforco de uma enorme quantidade de pesquisadores nas mais
diversas areas de atuacdo, alguns problemas computiaveis permanecem sem uma resolucao
satisfatoria. Décadas de trabalho envolvendo abordagens diferenciadas ndo demonstraram ser
suficientes na resolugdo de determinados problemas em um tempo de processamento aceitavel
(tempo polinomial). Esse grande ntimero tentativas frustradas levaram a maioria dos pesquisadores
a acreditar que tais problemas sdo inerentemente dificeis e que ndo poderdo ser resolvidos
eficientemente. A teoria da NP-completude (Garey&Jonhson[1979]) resolve em parte tais
problemas. Apesar dela ndo provar se tais problemas podem ou ndo ser resolvidos em tempo
polinomial, ela garante que problemas NP-completo se equivalem quanto a seu grau de dificuldade,
no sentido que, se um problema desta classe puder ser resolvido em tempo polinomial todos os
demais problemas também serdo! Esse resultado surpreendente garante que cada um dos problemas
desta classe sera tao dificil quanto os demais. Neste sentido pode-se dizer que tais problemas sdo
computacionalmente equivalentes. Fica a duavida entretanto, se existem ou ndo algoritmos
polinomiais para esses problemas.

Apesar dos aspectos negativos levantados acima, a teoria da NP-completude tem aspectos
positivos que merecem ser ressaltados. O fato de sabermos a priori que um determinado problema
¢ NP-Completo podera obviamente refletir favoravelmente na estratégia de resolucdo a ser adotada.
Aqueles problemas que, devido sua natureza, exijam um pequeno tempo de resposta poderdo ser
implementados com a utilizagdo de heuristicas especialmente adaptadas (de tempo polinomial) e
cuja solucdo obtida seja a mais proxima possivel de uma solugdo 6tima do problema original.
Imagine por exemplo um sistema que gerencie o trafego de veiculos em uma cidade, e que um
operador deseje simular, em tempo real, situagdes distintas que o auxiliem na tomada de decisdes.
Problemas de planejamento estratégico em uma companhia que envolvam altos custos financeiros
de implantacdo, poderdo ser resolvidos através de ferramentas mais robustas e de complexidade
exponencial no tamanho do problema desde o tempo total de processamento esteja dentro de um
horizonte aceitavel pela empresa. Neste caso, o elevado tempo de processamento necessario para
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resolucdo do problema podera ser perfeitamente aceitavel em detrimento de uma maior qualidade
na resposta apresentada. A escolha de uma estratégia de resolucdo, dependerd portanto, de uma
combinagdo de fatores que incluem desde uma avaliacdo prévia do grau de dificuldade intrinseco
ao problema até a elaboracdo de alternativas de resolug@o oriundas das caracteristicas do problema
e da qualidade desejada pela solucdo.

Com o objetivo de melhor classificar problemas computaveis independentemente dos
algoritmos disponiveis em dado momento, utiliza-se o conceito de algoritmo n&o-deterministico.
Intuitivamente falando, em um algoritmo ndo-deterministico, a solu¢do do problema pode ser
apresentada através de um "oraculo" (simulado através de um paralelismo ilimitado). O que se faz
neste caso, sera apenas verificar a natureza da solugdo apresentada. Este tipo de abordagem nos
exime da talvez frustrante, apresentacdo de um algoritmo deterministico polinomial para o
problema. Como observado anteriormente, o fato de ndo conseguirmos resolver um problema
através de um algoritmo deterministico polinomial ndo nos d4 um atestado da ndo existéncia de tal
algoritmo (para maiores detalhes vide Cormem et. al. [1990], Garey&Jonhson[1979]).

1.9.1 - PROBLEMAS DE DECISAO

Uma grande quantidade de problemas algoritmicos podem ser classificados, basicamente,
em 3 categorias distintas a saber: decisdo, localizacdo e otimizacio. Esta classificago se refere,
especialmente, a determinadas caracteristicas observadas na solu¢do do problema.

Nos problemas de decisdo, deseja-se responder apenas Sim ou ndo a uma determinada
pergunta. Como exemplo, suponha que se deseje saber se existe ou ndo, em um grafo G qualquer,
um circuito hamiltoniano com custo inferior a k (para Kk inteiro positivo). J4 nos problemas de
localizacéo, deseja-se determinar uma certa estrutura safisfazendo as restrigdes do problema.
Assim, no problema do circuito hamiltoniano, deve-se exibir explicitamente (se existir) um circuito
hamiltoniano com custo inferior a k. Nos problemas de otimizacdo espera-se encontrar uma
determinada estrutura (solugdo viavel) de forma a minimizar ou maximizar uma fungdo objetivo
associada. No caso do problema do caixeiro viajante, deve-se determinar, dentre todos os um
circuitos hamiltonianos, aquele que tiver menor custo.

Observe que ao resolver um problema de otimizagdo, resolve-se implicitamente os
problemas de localizagdo associados. Ou seja, estaremos localizando possiveis estruturas (solugdes
viaveis) que minimizem uma fungdo objetivo. Obviamente neste caso, a resposta ao problema de
decisdo também serd afirmativa. Pode-se afirmar portanto que um problema de otimizagdo sera pelo
menos tdo dificil quanto um problema de localizagdo ou decisdo. O surpreendente neste caso € que
a resolucdo de um problema de decisdo também sera tdo dificil quanto os problemas de localizacao
ou otimizacdo associados! Em outras palavras, pode-se dizer que um problema de decisdo tera o
mesmo grau de dificuldade que um problema de localizagdo ou otimizacdo! Dessa forma, a analise
do grau de dificuldade inerente a cada problema podera ser simplificada observando-se apenas o0s
problemas de decisdo! Assim, se um determinado problema de decisdo ndo puder ser resolvido em
tempo polinomial, o problema de otimizagdo associado também ndo podera ser resolvido em
tempo polinomial e vice-versa.

O problema do Caixeiro Viajante (apresentado abaixo) ilustra bem esta interessante
equivaléncia entre os problemas de decisdo e otimizagao.

| - Caixeiro Viajante (Otimizacao):
Considere um grafo direcionado G=(V,A) onde para cada arco (i,j) € A tem-se um custo de
transporte cjj associado. Encontre um circuito hamiltoniano W t. q. o custo total de transporte
Z* seja 0 minimo possivel.
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Il - Caixeiro Viajante (Decisdo):
Considere um grafo direcionado G=(V,A) onde para cada arco (i,j) € A temos um custo de
transporte cj; associado. Além disso seja k*, um inteiro positivo. Existe em G algum circuito
hamiltoniano W tal que o custo total de transporte seja inferior ou igual a k*?

Observe que se for encontrado um algoritmo polinomial para o problema do caixeiro
viajante (apresentado em (l)) resolve-se também, em tempo polinomial, o problema de decisdo
associado. Neste caso, bastard comparar o valor da solugdo 6tima z* do problema de otimizagdo
com o valor inteiro k*. Logo, a resolugdo de (I) implica diretamente na resolugdo de (II). Pode-se
mostrar facilmente que a reciproca também ¢ verdadeira, ou seja, caso se tenha um algoritmo
polinomial para o problema de decisdo, serda possivel utilizd-lo na construgdo de um novo
algoritmo, também polinomial para o problema de otimizagdo. Para isto, determina-se inicialmente
uma cota superior para o valor da solucdo 6tima z* no problema do caixeiro viajante (otimizagao).
E facil ver que, se C, representa o custo da maior aresta em do grafo entdo nC serd um limite
superior para Z*. A idéia agora sera fazer uma busca binaria pelo elemento z* no intervalo [0,nC].
Primeiramente, resolve-se o problema de decisdo fazendo k*= nC/2. Caso a resposta a esse
problema de decisdo seja Sim, continua-se a busca de z* restrita ao intervalo [0, nC/2], caso
contrario, busca-se z* no intervalo [nC/2, nC]. O processo ¢é repetido até que se tenha um intervalo
contendo apenas o elemento z* (valor da solugdo 6tima no problema de otimizagdo). Observe que a
complexidade total do problema de otimizagio sera de ordem O(f(n).log(nC)) onde f(n) representa a
complexidade do problema de decisdo associado.

L.9.2 - ALGORITMOS NAO-DETERMINISTICOS

Em um algoritmo ndo-deterministico (para problemas de decisdo) pode-se encontrar, além
dos comandos usuais de repeti¢do, decisdo, atribui¢cdo , as seguintes operagdoes:

- Escolha(S) — Escolhe um elemento do conjunto S
- FRACASSO — Sinaliza término com fracasso
- SUCESSO — Sinaliza término com sucesso

A fung@o X <« Escolha(S), armazena em X qualquer um dos elementos presentes em S.
Nao existe uma regra que especifique como tal escolha ¢ realizada. As fungdes SUCESSO e
FRACASSO sinalizam o final de processamento. Sempre que existir um conjunto de escolhas que
nos leve a um término com SUCESSO, ela sera realizada. Falando informalmente, essa fung¢do pode
ser encarada como um "oraculo" que sempre visualiza a melhor op¢do. Um algoritmo nao-
deterministico termina em FRACASSO se, ¢ somente se, ndo existir nenhum conjunto de escolhas
que nos levem a um término com SUCESSO. O tempo de processamento para as fungdes:
Escolha(S), SUCESSO e FRACASSO sera de O(1) passos.

Uma interpretacdo deterministica de um algoritmo nao-deterministico pode ser feita
imaginando-se um paralelismo ilimitado. Cada vez que a fung¢do Escolha(S) for executada, o
algoritmo sera capaz de gerar copias de si proprio, cada uma delas correspondendo a uma possivel
escolha. Assim, tem-se a execucdo de varias copias simultdneamente. A primeira copia que obtiver
SUCESSO (caso isto venha a ocorrer) cessa imediatamente o processamento de todas as outras
cOpias e retorna Sim ao problema de decisdo associado. Uma copia que retorne FRACASSO
interrompe o processamento apenas daquela copia em funcionamento. Neste caso, a resposta ao
problema de decisdo associado sera ndo, apenas se todos os demais processadores finalizarem com
FRACASSO. Pode-se afirmar que, mesmo que a probabilidade de encontrar uma solugdo correta
seja extremamente pequena (mas positiva), ela serd determinada se o niimero de chutes ou
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tentativas tende a infinito. Como exemplo, considere um jogo de azar ou loteria. A probabilidade
de uma pessoa em particular acertar toda uma sequéncia correta de valores e ganhar o tdo almejado
prémio ¢ sem duvida bastante pequena. Apesar disso, a probabilidade de se encontrar um ganhador
aumenta consideravelmente se milhdes de apostadores jogarem simultaneamente! Embora estranho,
este tipo de abordagem nos exime da apresentacdo imediata de um algoritmo deterministo para o
problema considerado. O que se faz, ¢ apenas reconhecer a solugdo apresentada. Informalmente
falando, ao se imaginar um paralelismo ilimitado, simula-se, de certo modo, um “oraculo” ou “bola
de cristal” que sempre nos retorna uma resposta correta! Desta forma, se a resposta ao problema de
decisdo considerado for sim, um dos infinitos processadores devera ter finalizado com SUCESSO!

Mais adiante no Capitulo III, veremos que a implementacdo de um algoritmo ndo-
deterministico podera ser “realizada” através de um algoritmo probabilistico (Método de Las
Vegas). Neste caso entretanto, o tempo de processamento podera tender a infinito. Informalmente
falando, um tUnico processador ird cumprir o papel dos infinitos processadores no algoritmo
deterministico. Esta abordagem sera interessante na pratica quando o tempo esperado de
processamento for polinomial no tamanho do problema.

Na verdade, maquinas ndo-deterministicas, como discutidas acima, ndo sdo interessantes do
ponto de vista pratico (de implementacdo). Elas nos ajudardo apenas na compreensdo e
classificagdo dos problemas algoritmicos. Assim, quando determinado problema ndo puder ser
resolvido "eficientemente" através dos mecanismos conhecidos, utiliza-se as fung¢des nao-
deterministicas detendo-se apenas na natureza da solucdo apresentada. Esta etapa do algoritmo sera
chamada reconhecimento da solugéo.

Os algoritmos ndo-deterministicos sd@o fundamentais na defini¢do da classe NP dos
problemas de decisdo. Para verificar se um dado problema de decisdo m, pertence a classe NP, duas
etapas deverdo ser executadas: exibicdo e reconhecimento. Na etapa de exibi¢do, uma justificativa
a resposta sim ¢é apresentada. O reconhecimento desta solugdo devera ser realizada em tempo
deterministico polinomial no tamanho da entrada. Vale ressaltar que, se o problema nio tem
reconhecimento polinomial ele podera ou ndo pertencer a NP.

Observe que um algoritmo deterministico pode ser visto como um caso particular de um
algoritmo ndo-deterministico, em outras palavras PcNP. Sera entretanto que P estad contido
propriamente em NP? Ou seja, sera possivel afirmar que P=NP? Na verdade, se uma subclasse de
NP, denominada NP-Completo, admitir um Unico problema que possa ser resolvido por um
algoritmo polinomial entdo todos os problemas em NP admitirdo também um algoritmo polinomial
em sua resolucdo. Neste caso, tem-se P=NP! Existe uma forte tendéncia em se acreditar que ndo
existem algoritmos polinomiais para problemas NP-Completos. Apesar disso, ainda ndo foi obtida
nenhuma prova conclusiva e o problema continua em aberto. Maiores detalhes sobre este assunto
podem ser encontrados em Garey&Jonhson[1979].

O exemplo seguinte mostra que o problema do Caixeiro Viajante (decisdo) pertence a NP.
Toda vez que um algoritmo ndo deterministicos encontrar SUCESSO ou FRACASSO durante o
processamento ele para imediatamente.

Exemplo 1.12: (Ciclo Hamiltoniano)

Suponha G(V,E) um grafo completo ndo-orientado (onde |[V|=n e |E|=m) e k um inteiro
positivo. Deseja-se determinar se G admite ou ndo um ciclo hamiltoniano de tamanho menor ou
iqual a k Suponha que os custos entre cada para de vértices i,j sejam armazenadas em uma matriz
C quadrada nxn. Caso ndo exista a conexdo entre os vértices i e j o custo associado sera infinito. O
ciclo hamiltoniano definindo a sequéncia de visitas realizadas sera armazenado em um vetor S de n
elementos. No algoritmo ndo-deterministico seguinte sdo apresentadas as etapas de exibi¢do e
reconhecimento. Suponha que o vértice 1 do grafo seja o vértice de partida e chegada:
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Procedimento 1.5: Ciclo Hamiltoniano ndo-deterministico — Grafo Completo;

Inicio
S« &,
S[1] «1;
Para i:=2 até n faca {exibic¢do}
j « Escolha{2,..,n};
S[il:=j;
fim;
Para i:=1 até n-1 faca {comega reconhecimento}
para j:=i+1 até n faca
se S[i]=S[]j] entao FRACASSO;
fim para;
custo_total « 0;
Para i:=1 até n faca
custo_total « custo_total + C[S[i],S[i+1]];
custo_total « custo_total + C[S[n],S[1]];
Se C[S[i].S[i+1]] > k entdo FRACASSO;
SUCESSO;
fim.

Figura 1.16: Circuito Hamiltoniano Nao-deterministico

A fungdo Escolha(.) acima, retorna passo a passo os véstices presentes no ciclo
hamiltoniano. Informalmente falando, tem-se infinitos processadores executando uma cdpia deste
procedimento. O primeiro processador a resolver o problema, passa essa informagdo a todos os
demais. Observe que a etapa de reconhecimento ¢ realizada por um algoritmo polinomial de ordem
O(n?). Logo, o problema do ciclo hamiltoniano pertencera a classe NP dos problemas de decisio.
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Capitulo 11

Topicos em Teoria de Probabilidade

“Como podemos falar em leis do acaso?
Ndo seria o acaso uma antitese da lei?”
Bertrand Russel

11.1- INTRODUCAO

Neste capitulo serdo apresentados alguns dos conceitos e ferramentas necessarios a
compreensdo dos algoritmos randdomicos. Sera dada uma atencdo especial ao estudo das
variaveis aleatorias discretas. A maquina RAM probabilistica ou maquina de Turing
probabilistica, analogamente aos modelos deterministicos, trabalham apenas com valores
inteiros. Assim, solugdo gerada e tempo de processamento sdo quantidades enumeraveis e
podem ser representados convenientemente por variaveis aleatorias discretas.

Um espago de probabilidade consiste de um conjunto (possivelmente infinito) de
resultados de um experimento, cada um com uma probabilidade de ocorréncia associada. Mais
formalmente, um espago de probabilidade sera definido em termos de um espago amostral com
uma estrutura algébrica (algebra ou c-algebra) e uma medida de probabilidade imposta sobre
este espago. A partir destes conceitos define-se probabilidade condicional, eventos
independentes, variaveis aleatérias discretas e as principais distribuicdes de probabilidade
associadas.

Maiores detalhes sobre os resultados aqui apresentados (definigdes, demonstragdes, etc)
podem ser encontrados em Meyer[1983] ou James[1981].

11.2 - ESPACO DE PROBABILIDADE

Ao executar um experimento, especifica-se ndo somente o procedimento a ser
realizado, mas também, aquilo que se deseja observar. Define-se entdo um espago amostral 2
como sendo o conjunto de todos os resultados possiveis de um dado experimento. Um
subconjunto A < (2 serd chamado evento. Se A contiver apenas um elemento entdo A serd
chamado evento elementar. Como exemplo, considere o seguinte experimento: jogar um dado e
observar o resultado. Neste caso, o conjunto 2 = {1,2,3,4,5,6} representara o espago amostral
associado aos possiveis resultados do experimento e os subconjuntos A1 = {2,4,6} e A2 =
{1,3,5} sdo eventos indicando o subconjunto dos niimeros pares e impares respectivamente.
Além disso, cada um dos valores de (2 representam eventos elementares.

Na realizacdo de um experimento deve-se determinar, em algumas situagdes, se oS
objetos envolvidos no experimento sdo equilibrados ou viciados. Por exemplo, uma moeda ou
dado podem estar viciados se algum de seus eventos elementares ocorrer com maior
probabilidade em relagdo aos demais. Caso contrario, se os resultados do experimento ocorrem
com mesma freqii€ncia os objetos estardao equilibrados.
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E comum considerar situagdes onde o espago amostral (2 ¢ apenas finito ou enumeravel
(pode-se ter também (2 infinito e ndo-enumeravel). Um conjunto X sera enumeravel quando for
finito ou quando existir uma bijecdo f:N—>X (onde N={1,2,3..} representa o conjunto dos
numeros naturais). Quando existir a bijegdo e X for infinito entdo X sera chamado infinito
enumeravel. Representa-se por 2, o conjunto de todas as partes de 2. As vezes pode ser
interessante apenas a geracdo de uma subcolecdo de eventos distintos de 2. Entretanto, nem
todas as possiveis subcolegdes de 2 conduzem a um espago de probabilidade bem definido
(James[1981]). A definigdo de algebra (ou c-algebra) apresentada a seguir ira determinar que
tipo de subcolegdes de 2 conduzirdo a uma caracterizagio precisa de espago de probabilidade.

Definicdo 11.1: (Algebra)
Seja ¥ uma cole¢do de subconjuntos de €2 ndo vazio. Diz-se que ¥ define uma algebra
de subconjuntos de £2 se os seguintes axiomas forem satisfeitos:

(1) Re¥
(i) Se AeW¥entio A° e ¥ (onde A° € o conjunto complementar de A em relagéo a £2).
(ii1)) Se Ae ¥ eBeWentio ALBe V. .

As propriedades basicas ¢ intuitivas acima (conceitos primitivos) serdo essenciais ao
desenvolvimento da teoria do calculo de probabilidades. Para exemplifica-las considere um
espago amostral 2 com 4 elementos.

Exemplo 11.1: (Algebra)
Seja 2 o conjunto de todas as partes de £2={0,1,2,3} e duas subcole¢des ¥ie ¥ como
descritas a seguir:

2% =H{G; {0} {1} {2}; {3} {0,1}; {02} {0,3}; {1.2}; {1,3}; {2,3}; {0,1,2}; {0,1,3};
{1,2,3}; {0,1,2,3}}

Y1 = {D; {0}; {1}; {0,1}; {2,3}; {0,2,3}; {1,2,3}; {0,1,2,3}}

Y2 = {G; {0}; {1} {0,1}; {1,3}; {2,3}; {0,2,3}; {1,2,3}; {0,1,2,3}}

Note que a subcolegdo 1 define uma algebra de conjuntos ja que as propriedades (i),
(i) e (iii) se verificam. Ao contrario, a subcolecdo ¥2 ndo define uma algebra ja que o
complementar de {1,3} ndo pertence a ¥2. .

Se ¥ ¢é uma algebra de subconjuntos de (2 entdo as seguintes propriedades sdao
satisfeitas:

Pl) De¥;
P2) Sejam A, A,,..,A, €¥ e n =0 um inteiro qualquer. Entdo OAs cy € ﬁA cVy-
i=1

i=1

P3) Se Ae e Be ¥entdo A-B e ¥ (onde A-B=ANB°).

As propriedades P1, P2 e¢ P3, cujas demonstracdes sdo deixadas como exercicio,
decorrem diretamente da defini¢do de algebra.

Definicdo 11.2: (c-algebra)

Seja ¥ uma colegdo de subconjuntos de £2 ndo-vazio. Entdo W define uma c-algebra de
subconjuntos de 2 se, além das propriedades (i) e (ii) a propriedade (iv) descrita abaixo
também for satisfeita, ou seja:

iv) Se A eV, parai=1,2,... entdo O'Aﬁ cy. °

i=1
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Seja ¥ uma c-algebra de subconjuntos de 2. A propriedade seguinte (decorrente de (i),
(i1) e (iv)) garante que a interse¢do enumeravel de eventos de ¥ também pertence a V.

P4)Se A eV, parai=1,2,.. entdo ﬁ/-\ -

i=1

De maneira geral, uma oc-algebra ¢ fechada' para uma quantidade enumeravel de
aplicagdes das operagdes uUnido, intersecdo e complementar.

Uma vez definida uma algebra (ou c-algebra) sobre 2 pode-se definir agora uma
medida de probabilidade sobre ¥.

Definicdo 11.3: (Medida de probabilidade)

Considere uma fun¢do Pr(.) definida em uma algebra ¥ satisfazendo os seguintes
postulados ou axiomas (Kolmogorov[1933]):

a) Pr(A) 20, VAeW?.

b) Pr(Q)=L1.

¢) (aditividade-finita) Se A, A,,.,A e¥ sdo mutuamente exclusivos (i.e. ANA =0,

Vi# j)entdo:
Pr(OA}iPr(A)

Note que Pr:¥—[0,1]. Diz-se neste caso que Pr(.) define uma medida de
probabilidade sobre W ou simplesmente uma probabilidade em .

Caso o numero de eventos em ¥ seja infinito e ¥ defina uma c-algebra com eventos
mutuamente exclusivos pode-se substituir (c) pelo seguinte axioma:

¢’) (c-aditividade) pr[o AJ =3 Pr(A)- .

i=1

Seja Pr(.) uma medida de probabilidade imposta sobre uma c-algebra . Se Ae ¥ as
seguintes propriedades sao satisfeitas:

P5) Pr(A°) =1-Pr(A). Note, como conseqiiéncia que Pr(J)=1-Pr(Q).
P6) 0 <Pr(A) <1.
P7) A € A, = Pr(A) < Pr(A,).

P8) Pr[o Aj < i Pr(A). p/ algum n inteiro positivo.
i=1

i=1

P9) Pr[QA] <D Pr(A):

A demonstracdo das propriedades P5,..,P9 (deixadas como exercicio) decorrem
diretamente dos axiomas acima (defini¢ao II.3).
Tem-se entdo a seguinte defini¢do de espaco de probabilidade:

Definicéo 11.4: (Espago de probabilidade)
O trio (£2, v, Pr(.)) define um espaco de probabilidade se e somente se:

"'Um conjunto X ¢ fechado sobre uma operagdo @ se e somente se a®b € X, V a, b € X.
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(a) €2 for um espago amostral ndo-vazio.
(b) wé uma oc-algebra de subconjuntos de (2.
(¢) Pr(.) ¢ uma medida de probabilidade em . °

Os conceitos e definigdes apresentados nas segdes seguintes relacionam eventos e
probabilidades de um espago de probabilidade:

11.3 - PROBABILIDADE CONDICIONAL

Nesta secdo, discute-se algumas das relagdes existentes entre os eventos de um dado
experimento. Define-se probabilidade condicional e formula de Bayes.

Em determinadas situacgdes, € possivel que se tenha um conhecimento prévio de alguns
dos eventos associados a um experimento. Por exemplo, suponha que duas moedas equilibradas
sejam jogadas e¢ o resultado obtido seja observado. O espago amostral associado a este
experimento sera 2 = {KK, CK, KC, CC} onde K e C representam cara e coroa
respectivamente. Suponha, entretanto, que se deseje determinar a probabilidade de duas caras
sabendo-se que pelo menos uma cara tenha ocorrido. Neste caso, esta informacdo adicional
(garantindo a existéncia de pelo menos uma cara), exclui a possibilidade de 2 coroas, reduzindo
portanto, o conjunto dos resultados observaveis no experimento. Para responder perguntas deste
tipo faz-se uso da defini¢do de probabilidade condicional.

Definicdo I1.5: (Probabilidade condicional)
Seja (22, v, Pr(.)) um espago de probabilidade. Se Bey e Pr(B)>0, a probabilidade
condicional de A dado B ¢ definida por:

Pr(AN B)

, AeVY. d
Pr(B)

Pr(AlB) =

No exemplo acima, pode-se fazer A = {KK} (duas caras ocorrem) e B = {KK, KC, CK}
(pelo menos uma cara ocorre). Assim, conclui-se diretamente que Pr(A|B) = (1/4)/(3/4) = 1/3.

Como observado a seguir, o conceito de probabilidade condicional podera ser 1til na
determinagdo da probabilidade de interse¢@o de 2 ou mais eventos.

Proposicdo P10: (Teorema da Multiplicagdo ou Probabilidade composta)
Considere (€2, w, Pr) um espago de probabilidade. Além disso, seja n € inteiro positivo
€ALA,,..,A eV¥.Entio:

IR EERERA

Pr(A N A N ... A) =Pr(A).Pr(A, | A).Pr(A | A, A A)...Pr(A | AN..AA) .

Exemplo 11.2: (Probabilidade Composta)

Para exemplificar uma aplicagdo da propriedade P10 considere que 3 cartas de um
baralho devam ser selecionadas sem reposicdo. Qual a probabilidade que exatamente 3 reis
sejam retirados? Para resolver este problema considere Ai o evento “tirar um rei na i-ésima
remog¢do”. Se A representa o evento “tirar 3 reis”, tem-se que A = AinA2HAs. Utilizando a
formula de probabilidade composta conclui-se que: Pr(A)=Pr(A).Pr(A, | A).Pr(A, | (A NA,) =

(4/52) .(3/51).(2/50) = 1/5525. O que ocorre se as cartas forem selecionadas com reposigao? e

Em determinadas situa¢des deseja-se particionar o espaco amostral em um subconjunto
enumeravel de eventos:
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Definicéo 11.6: (Parti¢do)
Seja A,A,,... um conjunto enumerdvel de eventos pertencentes a y. Os eventos
A, A,,... definem uma parti¢do do espago amostral Q, quando:

a) ANA =0, Vi=]j.
D yUa-=a .

Para todo evento Bewy, tem-se B={J(BnA) (vide figura II.1). Como os A’s sdo

disjuntos entdo B~ A também serdo disjuntos e:

Pr(B) = ZPr(B NA)= ZPr(A).Pr(B | A)-

Figura II.1: Parti¢do de um espago amostral

Mais formalmente, tem-se a seguinte proposi¢ao:

Proposicdo P11: (Probabilidade absoluta)
Seja (€2, w, Pr(.)) um espaco de probabilidade. Se a seqiiéncia enumeravel de eventos
aleatorios A, A,,... (pertencentes a ) formar uma parti¢do de £2 entdo:

Pr(B) = iPr(A).Pr(B |A), VBeW. .

Este tipo de resultado € interessante quando a probabilidade de um evento B ey ndo for
diretamente determinada. Neste caso, a probabilidade de B ¢ obtida em funcdo de eventos com
probabilidade conhecida.

Exemplo 11.3: (Probabilidade Absoluta)

Para ilustrar este resultado suponha que, em um lote de 100 pegas, 20 sejam defeituosas
e 80 sejam ndo defeituosas. Deseja-se retirar 2 pecas em seguida e sem reposi¢cdo. Qual a
probabilidade da segunda peca ser defeituosa? Para resolver este problema considere os
seguintes eventos A={a primeira peca ¢ defeituosa } e B={a segunda peca ¢ defeituosa}.
Utilizando a férmula da probabilidade absoluta tem-se:

20 4
+—.—==
5

Pr(B) = Pr(B | A).Pr(A) + Pr(B | A%).Pr(A°) = %

!
5

8ls
W | —

Considere agora o seguinte resultado. Da expressdao de probabilidade condicional
(definicao I1.5) tem-se que:
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Pr(ANB)

Pr(A|B) = PB)

, AeVY.

De maneira analoga, pode-se concluir que Pr(A~B)=Pr(B|A).Pr(A). Além disso, da
expressdo de probabilidade absoluta: Pr(B)=Pr(B|A).Pr(A)+Pr(B|A).Pr(A°). Substituindo
Pr(AmB) e Pr(B) na expressdao de probabilidade condicional chega-se a seguinte igualdade,
também conhecida como férmula de Bayes:

Pr(A| B) Pr(B | A).Pr(A)
Pr(B | A).Pr(A) + Pr(B | A°).Pr(A°)

O exemplo seguinte ilustra uma aplicacdo da formula de Bayes:

Exemplo 11.4: (Férmula de Bayes)

Considere duas moedas onde uma ¢é equilibrada e outra ¢ viciada. A moeda viciada
sempre retorna cara. Neste experimento uma moeda serd selecionada aleatoriamente e jogada
duas vezes. Deseja-se saber qual a probabilidade da moeda selecionada ser viciada sempre que
forem observadas duas caras. Suponha que 3 eventos sejam considerados ao final deste
experimento: A = {uma moeda viciada ¢ selecionada}, A°={uma moeda equilibrada ¢
selecionada} e B = {duas caras sdo sclecionadas}. Assim, aplicando-se diretamente a formula
de Bayes tem-se:

pr(A| B) = Pr(B | A).Pr(A) ~ 1.(1/2) 4

 Pr(B| A).Pr(A)+ Pr(B| A°).Pr(A°)  1.(1/2)+(1/4).(1/2) 5

Logo, a probabilidade que uma moeda viciada seja retirada, caso duas caras sejam
observadas, sera igual a 80%. .

Suponha que os eventos A1, A2,... (pertencentes a ) definam uma particdo de 2e Be
2 seja um evento qualquer. De maneira geral, a formula de Bayes pode ser representada através
da seguinte expressio:
Pr(A).Pr(B | A)
ZPr(Aj).Pr(B |A)
]

Pr(A |B)=

A féormula de Bayes ¢é util quando as probabilidades de cada um dos eventos A1 e as
probabilidades de B dado Aj (p/ j=1,2,...) sdo conhecidas sem que se conhega diretamente a
probabilidade do evento B.

IL.4 - INDEPENDENCIA ENTRE EVENTOS

E comum situa¢des onde dois ou mais eventos associados a um experimento ocorram
independentemente um do outro. Neste caso, a ocorréncia ou ndo de um evento qualquer B ndo
ira influenciar na ocorréncia ou ndo de outro evento A. Formalmente, considere a seguinte
defini¢do de eventos independentes:

Definicdo 11.7: (Eventos Independentes)
Seja (£2, w, Pr()) um espago de probabilidade. Dois eventos aleatorios A e¢ B
pertencentes a y sdo independentes se e somente se Pr(An B)=Pr(A).Pr(B). Em outras palavras,

se Pr(A) =0 entao Pr(B|A) = Pr(B). o

34



xxx‘v SIMPOSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONAL — 8 a 11 de novembro de 2002, Rio de Janeiro/RJ
SBPO A PESQUISA OPERACIONAL E AS CIDADES

Exemplo 11.5: (Independéncia entre eventos)

Suponha que um dado equilibrado seja jogado 2 vezes consecutivas. Considere que os
seguintes eventos estejam associados a este experimento:

A = {o primeiro dado retorna par}
B = {0 segundo dado retorna 5 ou 6}

Se X e y representam os valores obtidos no primeiro ¢ segundo dados respectivamente
entdo 2 = {(x,y): 1sx<6 e 1<y<6}. E facil ver neste caso que: Pr(A) = 18/36 =1/2 e Pr(B) =
12/36 =1/3. Ainda Pr(AnB) = 6/36 = 1/6. Segue entdo que Pr(A~B) = Pr(A).Pr(B) = 1/6.
Conclui-se portanto que A e B sdo eventos independentes. Note ainda que Pr(B|A) = 12/36 =
1/3, ou seja, Pr(B|A) = Pr(B) = 1/3 (a ocorréncia do evento A ndo influencia em nada a
probabilidade de B). .

Definicdo 11.8: (Eventos dois-a-dois independentes)
Uma colegdo de eventos A1, A2, As3,...,An pertencentes a um espago amostral (2 ¢ dita
dois-a-dois independente se e somente se Pr(AinAj) = Pr(Ai).Pr(Aj), V1 <i <j <n.

Definicdo 11.9: (Eventos mutuamente independentes)

Uma coleg¢do de eventos A1, A2, A3,...,An pertencentes a um espaco amostral (2 é
mutuamente independente (ou simplesmente independente) se, e somente se, qualquer
subcolegdo A ,A ,..,A , onde 2 <k <ne 1<i <i,<..<i <n a seguinte igualdade for

satisfeita:

Pr(A N A n..nA)=Pr(A).Pr(A))..Pr(A). b

Obviamente, se uma colegdo de eventos ¢ mutuamente independente, ela sera também
dois-a-dois independente, entretanto, a reciproca ndo ¢ verdadeira como pode ser observado no
exemplo seguinte:

Exemplo I11.6: (Independéncia entre eventos)
Para ilustrar os conceitos acima considere o experimento onde duas moedas
equilibradas sdo jogadas e 3 eventos distintos sdo observados.

A1= {a primeira moeda ¢ cara},
A2= {a segunda moeda ¢ cara},
A3 = {as duas moedas sdo distintas}.

E facil ver que Pr(A1) = Pr(A2) = Pr(As) = 1/2, Pr(A1~A2) = Pr(A1).Pr(A2), Pr(A1~A3)
= Pr(A1). Pr(A3) e Pr(A2~A3) = Pr(A2).Pr(A3) sendo portanto dois-a-dois independentes.
Entretanto, Pr(A1~A2~A3) = Pr(A1).Pr(A2).Pr(As). Note que, Pr(Ai~A2-A3) = 0 e
Pr(A1).Pr(A2).Pr(A3) = 1/8, logo os eventos A1, A2 e A3 ndo sdo mutuamente independentes! o

IL5 - VARIAVEIS ALEATORIAS DISCRETAS:

Em probabilidade, associa-se freqiientemente valores numéricos aos possiveis
resultados ou eventos de um experimento. Estes resultados podem ser representados
convenientemente através de varidveis aleatorias. Aqui, sera dada uma atencdo especial as
variaveis aleatorias discretas. Mais formalmente, considere a seguinte definigéo:
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Definicdo 11.10: (Variavel Aleatéria)

Seja € um experimento e (£2,,Pr(.)) um espago de probabilidade associado. Uma
fun¢do X que associa a cada elemento weQ um ntmero real X(w) é denominada variavel
aleatoria. Se X:Q—>Ry ¢é varidvel aleatéria ¢ o contradominio Ry for finito ou infinito
enumeravel entdo X sera uma variavel aleatéria discreta. Note por exemplo que, se Ry ¢
infinito enumeravel entdo Ry={Xy,X,...}, onde X;eR para i=1,2,.... .

Exemplo 11.7: (Variaveis Aleatorias)

(a) Novamente, considere um experimento onde duas moedas equilibradas sdo jogadas.
Suponha ainda que se deseje observar o nimero de caras obtidos neste experimento. Como 2 =
{KK, CK, KC, CC}, uma variavel aleatéria X pode ser obtida fazendo-se X(KK) =2, X(CK)=
X(KC) =1 e X(CC) = 0. Uma outra variavel Y pode ser gerada sobre 0 mesmo experimento
fazendo-se, por exemplo, Y(KK) = Y(CC) = 1 e Y(KC) = Y(CK) = 0, ou seja, a imagem de Y
retorna 1 se as moedas forem e iguais e retorna 0 caso contrario.

(b) Em outro experimento, um dado equilibrado é jogado e seu resultado observado. O
experimento deve ser repetido até que o nimero 6 seja obtido. Suponha que este problema seja
resolvido por um computador onde cada escolha aleatéria consuma uma unidade de tempo (p.
ex., 1 segundo) . Neste caso, pode-se definir uma variavel aleatoria X representando o tempo
total de processamento até que a propriedade P, desejada pelo algoritmo, seja satisfeita (neste
caso, sortear o numero 6). E facil ver neste exemplo que Ryx={1,2,3,..}, ou seja, X;/=i para
i=1,2,3.... o

Definicdo 11.11: (Fungdo Densidade de Probabilidade)

Seja X uma variavel aleatoria discreta assumindo um nimero infinito enumeravel de
valores X;,X2,X3,.... A cada nimero X; sera associado um nimero Pr(x;) = Pr(X= x;), denominado
probabilidade de ;. Os valores Pr(x;), para i=1,2,... deverao satisfazer as seguintes condigdes:

a) Pr(x)) >0, parai=12,3,..
b) > Pr(x;)=1
1=1

A fungdo Pr:Rx —[0,1] ¢ denominada fung¢éo densidade de probabilidade. A colegéo
[xi, Pr(x;)] ¢ algumas vezes chamada de distribuicéo de probabilidade. .

Note que, se X ¢ variavel aleatdria e xe®R, o evento X=X estara associado ao conjunto
{we: X(w)=x}. Assim:
Pr(X =x)= > Pr(w)

weQ

Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 11.8: (Fung¢do densidade de probabilidade)

(a) Considere novamente o exemplo II.7.(a) acima. Como as duas moedas envolvidas
no experimento sao equilibradas, ¢é facil ver que Pr(X=2) =1/4, Pr(X=1) =1/2 e Pr(X=0) =1/4.
Na segunda variavel conclui-se diretamente que Pr(Y=1) = Pr(Y=0) =1/2.

(b) No experimento 117.(b) pode-se fazer, por exemplo, Pr(X=n) =(1-p)""'.p onde
n=1,2,3,.... Neste caso, n representa o tempo total de execucdo em segundos do algoritmo
randomico (ntimero de “chutes”) e p=1/6 representa a probabilidade de ocorréncia da
propriedade P (sortear o nimero 6). Enquanto o nuimero 6 ndo for obtido (evento
complementar) um novo “chute” sera realizado.
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Observe ainda que, nestes dois experimentos as condigdes (a) e (b) da defini¢do II.11
sdo atendidas (verifique). °

Definicdo 11.12: (Fungdo Densidade de Probabilidade Conjunta)

Suponha que X e Y sejam duas variaveis aleatérias discretas associadas a um espago
amostral Q. A funcdo densidade de probabilidade conjunta fxy:RxXRy_[0,1] nas variaveis X e
Y é definida por: fxy(X,y)=Pr(X=x e Y=y). °

Da defini¢do acima tem-se que, se Y Ry é fixo entdo:

Pr(Y =y)=) Pr(X =xe Y =y).

Analogamente, se X eRx ¢ fixo entdo:
Pr(X =x)=) Pr(X =x e Y =y).
y

Da defini¢do I1.5, de probabilidade condicional, conclui-se que:

Pr(X =xeY=y)
Pr(Y =)

Pr(X =x|Y =y)=

Assim, duas variaveis aleatdrias discretas X e Y associadas a um espago amostral Q
serdo independentes se, e somente se, Pr(X=x e Y=y) = Pr(X=x).Pr(Y=y), qualquer que seja
XxeRy ey eRy. Equivalentemente, X e Y serdo independentes se Pr(X=x|Y=y) = Pr(X=x).

A seguir define-se valor esperado ou expectancia de uma varidvel aleatoria:

Definicdo 11.13: (Valor Esperado)
Seja X uma variavel aleatoria discreta. Se Ry={X1,Xs,,...} e Pr(X=x;)=Pr(x;), para
i=1,2,3...., o valor esperado E(X) sera denotado por:

E(X) = in Pr(x;)

SC A SCrIe 3y pr(x,) CONVergir absolutamente, isto ¢, se 3| % | Pr(x) < oo .

i=1 i=1

Definicdo 11.14: (Valor esperado de uma fun¢do de uma varidvel aleatoria)
Seja X uma varidvel aleatoria discreta assumindo valores x,x,,x,,... € seja Y = H(X)

uma de fun¢do de X. O valor esperado E(Y) sera dado por:
E(Y) = E(H(X)) = D H(X).Pr(x)

i=1
se a série i H(x).Pr(x) convergir absolutamente. .

Definicdo 11.15: (Valor esperado condicionado)

Seja (X)Y) uma varidvel aleatéria discreta bidimensional. Define-se valor esperado
condicionado de X para um dado Y=y; como sendo:

E(X | yi):ixi Pr(x; | y;)

O valor esperado condicionado de Y, para um dado X, é definido analogamente. o
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Sejam X e Y variaveis aleatorias definidas sobre um espaco amostral £2. Algumas
propriedades importantes do valor esperado podem ser obtidas com base nas definigdes acima:

P12) Se ¢ ¢ constante entdo E(CX+Y) = cE(X)+E(Y).
P13) E(X.Y) = E(X).E(Y), se X e Y sdo independentes.

De maneira geral, se X,,X,,...,X, sdo variaveis aleatorias sobre o espago amostral 2

n

entdo valem as seguintes propriedades:

P14) E(X, + X, +...+ X, ) = E(X,) + E(X,) +...+ E(X,)
P15) E(X,.X,.....X,) = E(X,).E(X,)...E(X,)> S€ X, X,,...,X, forem mutuamente indepen-

dentes;
P16) E(E(X|Y)=E(X) e E(E(Y|X))=E(Y).

As demonstragdes das propriedades P12 a P16 sdo deixadas como exercicio. O exemplo
seguinte ilustra uma utilizagdo da propriedade (P14):

Exemplo 11.9: (Linearidade do valor esperado)

Um navio atraca em um porto maritimo com 40 marinheiros a bordo. Todos saem a
noite para comemorar a chegada. Ao voltarem para o navio, todos eles embriagados em fungdo
da grande comemoracdo, escolhem aleatoriamente uma cabine para dormir. Qual o nimero
esperado de marinheiros que conseguem retornar para sua propria cabine?

Seja X; uma variavel aleatoria que indica se o i-ésimo marinheiro encontrou ou ndo sua
propria cabine. Assim, X; =1 em caso afirmativo e X; =0, caso contrario. Desta forma, tem-se
que 1/40 ¢ a probabilidade do i-ésimo marinheiro encontrar sua propria cabine. Logo, E(X;) =
1.(1/40) + 0.(39/40). Da linearidade do valor esperado tem-se que:

40

E(z xij :ZE(Xi):Z%O:I.

i=1

Espera-se entdo que um marinheiro encontre sua propria cabine. .

A variancia de uma variavel aleatoria X, assim como o desvio padrdo, representam
medidas de varia¢dao de X em torno de seu valor esperado E(X). Mais formalmente:

Definicdo 11.16: (Variancia e Desvio Padrao)
Seja X uma varidvel aleatéria. A variancia de X ¢é definida como: o2 = V(X) =

E[(x _ ﬂx)z]’ onde E(X) = u,. O desvio-padréo de X serd igual a 5, = /o7

2 °
X

Sédo listadas a seguir algumas propriedades da envolvendo a varidncia de uma ou mais
variaveis aleatorias:

P17) Se ¢ ¢ constante entdo V(cX) = c*V(X);
P18) Se ¢ ¢ constante entdo V(X +c¢) =V (X);
P19) V(X) = E(X*) = (E(X))*;

A demonstracdo dessas propriedades sdo deixadas como exercicio.
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Proposicdo P20: Sejam X ,X,,. X, varidveis aleatorias independentes. Se X = X, +..+ X,
entao V(X) =V (X,) +..+V(Xy)-

Prova: Considere inicialmente a seguinte notagao:
Hi=E(G) € u=EX) =Y EX) =D 4
i=1 i=1

Assim,

i=1

V) = EI(X - '] = E[@xi —zﬂﬂ =E{[i(xi _”‘)ﬂ

Fazendo Y, = X, — 4, segue da linearidade do valor esperado que:
n 2 n
E{[ZYJ } =D EM)+2DEMY)
i=1 i=1 i<j

Como X, X

2900

X, sdo independentes os pares X, X, juntamente com 0s pares x, — ,, €
X; — p; também o sdo.
Como E(XY) = E(X).E(Y) (proposi¢ao P13) entio:

V(X) = EI(X - 1)1 = E|(X, =} [+ 22 ECX, = 1) E(X - 1)

i<j

Mas (X, - ) = E(X) - 1, = 0. ASSIM: V(X) =V (X)) +..+V (X,) .

O resultado seguinte mostra de maneira mais precisa a variabilidade da variavel
aleatdria X em relagdo a seu valor esperado E(X).

Proposi¢do P21: (Desigualdade de Tchebyshev)
Se X ¢ variavel aleatoria com expectancia 4, e desvio padrdo o, entdo:
PrQX—ﬂx\Ztax)stiza VieR". .

A Figura II.2 ilustra melhor a utilizagdo da desigualdade de Tchebyshev:

Hx

< 7
SN 2%
-— e

Xz | vn Vn h<X

Figurall.2: Desigualdadede Tchebyshev

11.6 - ALGUMAS DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE IMPORTANTES

Apresenta-se a seguir algumas distribui¢des de probabilidade bastante comuns no
estudo das varidveis aleatdrias discretas:
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Definicdo 11.17: (Distribuigdo de Bernoulli)

Uma variavel aleatoria X satisfaz a distribuicdo de Benoulli com pardmetro p se, ¢
somente se, Pr(X = 0) = 1-p e Pr(X = 1) = p. E facil ver neste caso que E(X) = p e
V(X)=p-p? (verifique).

Definicéo 11.18: (Distribuigdo Binomial)

Seja € um experimento ¢ A algum evento associado com probabilidade Pr(A)=p
(portanto, p( A°)=1-p). Para n repetigdes de €, o espago amostral sera formado por todas as
seqiiéncias possiveis (X3,X2,...,X,) onde XieA ou X;eA® p/ i=1,2,..,n. Neste caso, a varidvel
aleatoria X, representando o nimero total de ocorréncias do evento A, define uma distribuigao
bindmial com parametros h e p.

Se X=k entdo:

Pr(X = k) = [E}pk'(l —p)" onde k=0,1,2,....,n .

Proposicdo P22: Se uma variavel aleatoria X com parametros n e p ¢ binomialmente distribuida
entdo E(X)=n.p e V(X)=n.p(1-p). °

Exemplo 11.10: (Distribui¢do Binomial)

Suponha que uma urna contenha um conjunto de bolas azuis (A) e vermelhas (V).
Dessas, 20% sdo azuis e 80% sdo vermelhas. Considere um experimento onde 3 bolas sdo
selecionadas ao acaso e com reposi¢do. Seja X uma variavel aleatoria indicando o nimero de
bolas azuis selecionadas. E facil ver que R, = {0,1,2,3} define o conjunto dos possiveis valores

de X. Qual o valor de Pr(X=2)? Observe neste caso que a variavel X define uma distribuigdo
binomial com pardmetros n=3 e p=0,2. Assim:

Pr(X =2) = @}(0,2)2.(0,8) = 0,096.

O valor esperado para o nimero de bolas azuis selecionadas sera E(X)=0,6 e V(X) =
0,48. .

Definicdo 11.19: (Distribuigdo Geométrica)

Considere um experimento obtido através de uma seqiiéncia de ensaios de Bernoulli.
Seja p a probabilidade de sucesso ¢ 1-p a probabilidade de fracasso. Quantos passos (valor
esperado) serdo executados até um evento com sucesso tenha sido encontrado?

Seja X=k o numero de repetigdes até que um sucesso tenha sido obtido. Assim:

Pr(X =k)=(1-p)*'.p ondek=1,23,... .

Proposicdo P23: Seja X uma varidvel aleatoria com distribui¢do geométrica e pardmetro p.
Entao E(X)=1/pe v(X)=(1-p)/ p*. *

Prova: Fazendo q =1-p, segue da defini¢do de valor esperado que:

E(X) :Zw)i.p.q“1 = pi%q‘ -
i=1 i=1
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Assim, da linearidade da derivada e da derivada do quociente entre duas fungdes (vide
Lima[1976]) conclui-se que:

E(X) = pidg q' = p.gi[iqi} =p. d_ (q] _1.

i dili—q) p
De maneira analoga, prova-se que V(X) = (1- p)/ p>. i

Exemplo 11.10: (Distribuicdo Geométrica)

Suponha que um dado equilibrado seja jogado e seu resultado observado (exemplo
I17(b)). Qual o valor esperado para o nimero de jogadas até que o nimero 6 seja obtido? Como
p=1/6, X define uma variavel com distribuicdo geométrica e probabilidade de sucesso p = 1/6.
Segue entdo de proposi¢ao P23 que E(X) = 6 e V(X) = 30. .
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Capitulo 111

Uma Introducio aos Algoritmos Randomicos

“Serd que Deus joga dados ?”
Ian Stewart.

II1.1 - INTRODUCAO

Embora se conheca aplicacdes envolvendo algoritmos randémicos desde €pocas primitivas
(Shallit[1992]) os primeiros artigos sobre este assunto datam do final da década de 70 com os
trabalhos de Rabin[1976] e Solavay e Strassen[1977] para o problema do reconhecimento de
numeros primos (Primality Test). As décadas de 1980 e 1990 testemunharam, a partir de entdo, um
enorme crescimento da area de algoritmos randomicos. Eles emergiram de aplicagdes voltadas
unicamente a teoria dos nimeros e geometria computacional para problemas nas mais diversas
areas de interesse. Uma gama enorme de pesquisadores tem utilizado, cada vez mais, técnicas e
ferramentas oriundas de modelos probabilisticos, sejam eles seqiienciais ou paralelos. Como
exemplo, pode-se citar aplicagdes em algoritmos on-line, otimizagdo combinatodria, criptografia,
geometria computacional, teoria dos numeros, estrutura de dados, processamento paralelo e
distribuido entre outras (Motwani&Raghavan [1995], Karp[1991], Gupta et al.[1994]).

Pode-se dizer que um algoritmo deterministico se caracteriza, basicamente, por uma
seqiiéncia finita de “passos elementares” voltados para a resolugdo de um determinado problema.
Este algoritmo pode ser caracterizado por uma fungdo f(.) onde S = f(E), sendo E uma entrada
qualquer do problema e S uma solugdo do problema. Tipicamente, o tempo de execucdo de um
algoritmo deterministico ¢ sempre fixo, ou seja, sucessivas repeticdes do algoritmo aplicadas a uma
mesma entrada E resultam sempre em uma mesma saida com igual tempo de processamento. O
mesmo ndo ocorre, por exemplo, com os algoritmos randdmicos ou probabilisticos onde cada
execucdo podera produzir uma saida diferente baseada em eventos aleatorios. Nestas situagdes, o
resultado obtido e/ou o tempo de processamento definem uma “fun¢do randémica” da entrada.
Surpreendentemente, para uma grande quantidade de problemas, a utilizagdo de algoritmos
randdmicos se constitui na forma mais simples e/ou mais rapida de implementagdo! Nestes casos,
sua utilizacdo implica em uma melhora de desempenho quando comparada aos algoritmos
puramente deterministicos.

Outra caracteristica importante dos algoritmos randomicos pode ser ilustrada através do
seguinte exemplo. Imagine um jogo entre dois oponentes onde um deles desenvolva um algoritmo
deterministico e o outro proponha a pior instancia para aquele algoritmo. Cada modificagdo no
algoritmo por um dos jogadores implicard na escolha de outra instancia por parte de seu oponente,
sempre recaindo no pior caso possivel. Nos algoritmos randomicos, entretanto, escolhe-se um
procedimento cujo desempenho independa da instancia estabelecida por um dos oponentes. Neste
caso, o tempo esperado de processamento (complexidade) se aplica para qualquer instancia do
problema e ndo apenas para a pior instancia selecionada (complexidade de pior caso). O
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comportamento de um algoritmo randémico podera variar mesmo quando aplicado, repetidas vezes
para uma mesma entrada! Desta forma, o tempo de processamento se torna uma varidvel aleatoria e
a andlise de tempo de processamento implica em uma maior compreensao da distribui¢do de
probabilidade associada. Finalmente, pode-se dizer que, em um algoritmo randémico, o valor
esperado ird depender de escolhas aleatorias feitas no algoritmo e ndo de distribui¢cdes impostas
sobre a entrada de dados. Este comportamento diferencia o tempo esperado de processamento,
presente nos algoritmos randdmicos, da complexidade de caso médio, normalmente utilizada na
andlise de algoritmos deterministicos.

Neste capitulo, foram selecionados alguns tdpicos visando uma breve explanacdo sobre o
tema. Alguns dos exemplos apresenta