
O Teorema de Helly Colorido e Hipergrafos GeraisRommel Melgaço BarbosaInstituto de InformátiaUFG, Goiânia�GO, Brasilrommel�inf.ufg.brErika Morais Martins CoelhoCOPPE/UFRJ, Rio de Janeiro�RJ, BrasilINF/UFG, Goiânia�GO, Brasilerikamorais�inf.ufg.brMitre Costa DouradoNCE e IMUFRJ, Rio de Janeiro�RJ, Brasilmitre�ne.ufrj.brJayme Luiz Szwar�terNCE, IM e COPPEUFRJ, Rio de Janeiro�RJ, Brasiljayme�ne.ufrj.brResumoA de�nição da propriedade de Helly para hipergrafos foi motivada pelo teorema de Hellypara onjuntos onvexos. Do mesmo modo, nós de�nimos a propriedade de Helly oloridopara uma família de hipergrafos, motivados pelo teorema de Helly olorido para oleções deonjuntos onvexos, por Lovász. Desrevemos alguns fatos gerais sobre a propriedade de Hellyolorido e provamos resultados de omplexidade. Em partiular, mostramos que é o-NP-ompleto deidir se uma família de p hipergrafos é Helly olorido, mesmo se p = 2. Noentanto, para qualquer p �xo, desrevemos um algoritmo polinomial para deidir se tal famíliaé Helly olorido, quando p− 1 dos hipergrafos são p-Helly.Palavras-Chave: propriedade de Helly olorido, omplexidade omputaional, propriedadede Helly. AbstratThe de�nition of the Helly property for hypergraphs was motivated by Helly's theorem foronvex sets. Similarly, we de�ne the olorful Helly property for a family of hypergraphs, moti-vated by the olorful Helly theorem for olletions of onvex sets, by Lovász. We desribe somegeneral fats about the olorful Helly property and prove omplexity results. In partiular, weshow that it is Co-NP-omplete to deide if a family of p hypergraphs is olorful Helly, evenif p = 2. However, for any �xed p, we desribe a polynomial time algorithm to deide if suhfamily is olorful Helly, provided at least p− 1 of the hypergraphs are p-Helly.Keywords: olorful Helly property, omputational omplexity, Helly property.
2605



1 IntroduçãoEduard Helly publiou, Helly (1923), um teorema élebre que a�rma que dado um espaçoEulidiano d-dimensional, se em uma oleção �nita de n > d onjuntos onvexos qualquer
d + 1 onjuntos tiverem um ponto em omum, então existe um ponto omum a todosos onjuntos da oleção. Este teorema motivou a de�nição da propriedade p-Helly parahipergrafos.Um hipergrafo H é um par ordenado (V (H), E(H)) onde V (H) = {v1, . . . , vn} é umonjunto �nito de vérties e E(H) = {E1, . . . , Em} é um onjunto não vazio de hiperarestas
Ei ⊆ {v1, . . . , vn}, para i = 1, . . . ,m. Assumiremos em todo o texto que para um hipergrafo
H, V (H) =

⋃

Ei∈E(H)

Ei. Um hipergrafo parial de H é um hipergrafo formado por umsubonjunto de hiperarestas de H; e um hipergrafo H′ é um subhipergrafo de H induzidopor V ′ ⊆ V (H) se V (H′) = V ′ e suas hiperarestas são {Ei ∈ E(H)|Ei ∩V ′ 6= ∅, 1 ≤ i ≤ m}.O núleo de H é de�nido omo nuc(H) = E1 ∩ . . . ∩ Em.Dizemos que H é p-intersetante se todo hipergrafo parial de H, onsistindo de nomáximo p hiperarestas, tem núleo não vazio. Finalmente, dizemos que um hipergrafo é
p-Helly se todo hipergrafo parial p-intersetante de H tem núleo não vazio. Por simplii-dade, empregaremos os termos intersetante e hipergrafo Helly signi�ando 2-intersetantee hipergrafo 2-Helly, respetivamente.Claramente o teorema de Helly para onjuntos onvexos não segue para hipergrafosgerais. Por exemplo, o hipergrafo onde E(H) = {{a, b}, {b, c}, {a, c}} é 2-intersetante, mas
nuc(H) = ∅.O teorema de Lovász, the Colorful Helly Theorem, é uma generalização do teorema deHelly.Teorema 1.1 (Lovász). Bárány (1982), Lovász (1974): Considere F1, . . . ,Fd+1 d + 1oleções �nitas de onjuntos onvexos em Rd. Se d+1⋂

i=1
Fi 6= ∅ para todas as esolhas de

F1 ∈ F1, . . . , Fd+1 ∈ Fd+1, então ⋂

F∈Fi

F 6= ∅ para algum 1 ≤ i ≤ d+ 1.Como a propriedade p-Helly para hipergrafos foi motivada pelo teorema de Helly, uti-lizamos o teorema de Lovász omo uma motivação para de�nir a propriedade de Hellyolorido para hipergrafos. Utilizaremos a seguinte notação.Considere uma família F = {H1, . . . ,Hp} de hipergrafos Hi. Um hipergrafo H′ é umhipergrafo representativo de F se ele ontém uma hiperaresta de ada hipergrafo de F .Isto é, E(H′) = {E1, . . . , Ep}, para Ei ∈ E(Hi), i = 1, . . . , p. Denote por |F| o númerode hipergrafos na família F . Dizemos que F é fortemente intersetante se nuc(H′) 6= ∅,para todo hipergrafo representativo H′ de F . Uma subfamília de F = {H1, . . . ,Hp} é umafamília F ′ = {H′
1, . . . ,H

′
p} onde ∅  H′

i ⊆ Hi, i = 1, . . . , p. Finalmente, dizemos que Fsatisfaz à propriedade de Helly olorido (ou é Helly olorido) se toda subfamília fortementeintersetante F ′ = {H′
1, . . . ,H

′
p} de F ontém um hipergrafo H′

i tal que nuc(H′
i) 6= ∅,para algum 1 ≤ i ≤ p.Observe que, similar ao teorema de Helly, o teorema de Lovász para oleções de onjuntosonvexos não segue para famílias de hipergrafos. Por exemplo, onsidere os hipergrafos H1,

H2 onde E(H1) = E(H2) = {{a, b}, {b, c}, {a, c}}. Note que E1 ∩ E2 6= ∅ para todas asesolhas de E1 ∈ E(H1) e E2 ∈ E(H2), mas nuc(H1) = nuc(H2) = ∅.O teorema de Helly tem sido objeto de estudos em vários tópios de teoria de grafos,Duhet and Meyniel (1983), Tuza (1993) e tem apliações em várias áreas, Bretto et al.(2002), Fagin (1983). Existem muitas extensões e generalizações da propriedade de Helly.
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De modo similar, o teorema de Lovász tem sido generalizado e estudado em algumas formasdiferentes. Veja em Bárány (1982), Bárány and Onn (1997).O teorema de Helly olorido é equivalente ao teorema de Helly se todas as oleções deonjuntos onvexos são idêntias. Consequentemente o teorema de Lovász é uma general-ização do teorema de Helly. Apresentamos, na Seção 2, um exemplo simples que o mesmonão oorre para hipergrafos, no sentido que se todos os p hipergrafos são os mesmos então apropriedade de Helly olorido não é neessariamente equivalente a propriedade de p-Helly.Neste trabalho, desrevemos resultados de omplexidade relaionados a propriedade deHelly olorido, para hipergrafos. Nós onsideramos o seguinte problema:Problema 1.2. (Helly Colorido) Seja p um inteiro positivo. Dada uma família dehipergrafos F = {H1, . . . ,Hp}, deidir se F satisfaz à propriedade de Helly olorido.Lembramos que existe um algoritmo polinomial para deidir se um hipergrafo satisfaz àpropriedade de Helly, veja Berge (1970), Gilmore (1962). Além disso, para um inteiro �xo,
p ≥ 2, existe um algoritmo polinomial para deidir se um hipergrafo satisfaz à propriedadede p-Helly olorido, Berge and Duhet (1975), Dourado et al. (2008). No entanto, mostramosque deidir se F = {H1, . . . ,Hp} satisfaz à propriedade de Helly olorido, para p ≥ 2 �xo,é Co-NP-ompleto. Contudo, para qualquer p �xo, apresentamos um algoritmo polinomialpara deidir se F satisfaz à propriedade de Helly olorido, quando p− 1 dos hipergrafos de
F são p-Helly. Um survey sobre aspetos de omplexidade da propriedade de Helly podeser enontrado em Dourado et al. (2009).Na Seção 2 mostramos uma representação, através de grafos, da propriedade de Hellyquando |F| = 2. Na Seção 3, desrevemos resultados da propriedade de Helly oloridorelaionados om a propriedade de Helly. Uma disussão sobre resultados de NP-ompletudepara o problema de Helly Colorido segue na Seção 4, enquanto que araterizações ealgoritmos estão na Seção 5.Um resumo estendido ontendo resultados pariais deste artigo pode ser enontrado emBarbosa et al. (2009).Conluímos esta seção forneendo algumas de�nições usuais. Um hipergrafo H é r-uniforme quando toda hiperaresta de H ontém exatamente r vérties. Um grafo é umhipergrafo 2-uniforme. Uma hiperaresta de um grafo G é hamada de aresta. Um onjuntoompleto (onjunto independente) é um subonjunto de vérties dois a dois adjaentes (nãoadjaentes). Uma lique de G é um onjunto ompleto maximal. Um onjunto bipartido éum subonjunto B ⊆ V (G), que pode ser partiionado em B = V1 ∪ V2, onde V1, V2 sãoonjuntos independentes não vazios. Se todo vértie de V1 é adjaente a todo vértie de V2,então B é um onjunto bipartido ompleto. Uma bilique é um onjunto bipartido ompletomaximal.2 A propriedade de Helly olorido quando |F| = 2Quando |F| = 2, F = {H1,H2}, podemos representar o Problema 1.2 através de grafosbipartidos. Considere H1 e H2 sendo as duas partições de um grafo bipartido G. Cadaelemento de E(H1) e E(H2) representará um vértie do grafo, isto é V (G) = {E(H1) ∪
E(H2)}. Haverá aresta entre vérties de partições diferentes se houver elemento omum aosonjuntos que eles representam, ou seja, E(G) = {(Si, Sj) : Si ∈ E(H1), Sj ∈ E(H2) e Si ∩
Sj 6= ∅}. Na Figura 1 (a) observamos uma oleção F = {H1,H2} e na mesma �gura parte
(b) o grafo bipartido orrespondente a oleção F .Note que, toda subfamília fortemente intersetante de uma oleção F = {H1,H2} éum onjunto bipartido ompleto do grafo G = (E(H1), E(H2), E). Desta forma, um grafo
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PSfrag replaements
{3, 5} {1, 2, 4, 6} {1, 3, 4} {2, 5, 6}

{2, 6} {3, 6} {1, 4, 5}

F = H1,H2

E(H1) = {{3, 5}, {1, 2, 4, 6}, {1, 3, 4}, {2, 5, 6}}

E(H2) = {{2, 6}, {3, 6}, {1, 4, 5}}

(a)

(b)Figura 1: Exemplo de representação do problema de Helly olorido om |F| = 2 através degrafos.bipartido G é Helly olorido se todo onjunto bipartido ompleto de G, (H′
1,H

′
2), onde

H′
1 ⊆ H1 e H′

2 ⊆ H2, satis�zer ou nuc(H′
1) 6= ∅ ou nuc(H′

2) 6= ∅. O grafo bipartidoda Figura 1 não é Helly olorido pois, existe uma bilique (H′
1,H

′
2) onde nuc(H′

1) =
nuc(H′

2) = ∅, para H′
1 = {{3, 5}, {1, 2, 4, 6}} e H′

2 = {{3, 6}, {1, 4, 5}}.3 Propriedade de Helly e propriedade de Helly oloridoNesta seção, primeiro observamos que a propriedade de Helly olorido não é equivalentea propriedade de Helly quando todos os hipergrafos são idêntios, mesmo para famílias detamanho 2. Considere o seguinte exemplo. Seja F = {H1,H2} om E(H1) = E(H2) =
{{a, b}, {c, d}, {a, c}, {b, d}} e observe que H1 satisfaz à propriedade de Helly. Considere asubfamília F ′ = {H′

1,H
′
2} onde E(H′

1) = {{a, b}, {c, d}} e E(H′
2) = {{a, c}, {b, d}} e noteque F ′ é uma subfamília fortemente intersetante de F . Porém nuc(H′

1) = nuc(H′
2) = ∅impliando que F = {H1,H2} não satisfaz à propriedade de Helly olorido.Porém, o inverso segue. Mais generiamente, se uma família de p hipergrafos idêntios

H é Helly olorido, então H é p-Helly. De fato, podemos fazer a seguinte a�rmação:Proposição 3.1. Seja F = {H1, . . . ,Hp}, om H1 ⊆ Hi, i = 2, . . . , p. Se F é Hellyolorido, então H1 é p-Helly.Demonstração. Provaremos a versão ontrapositiva. Se H1 não é p-Helly, então existe al-gum hipergrafo parial p-intersetante A1 ⊆ H1 om nuc(A1) = ∅. Tome Ai ⊆ Hi om
Ai = A1, i = 2, . . . , p. Uma vez que A1 é um hipergrafo p-intersetante, F ontém uma sub-família fortemente intersetante F ′ = {A1, A2, . . . , Ap}, om nuc(A1) = . . . = nuc(Ap) = ∅.Portanto F não é Helly olorido.
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Agora, disutiremos sobre o efeito de remover um hipergrafo de uma dada família dehipergrafos. Observe que se um hipergrafo é p-Helly, então ele é (p+1)-Helly, isto é, se umhipergrafo não é p-Helly, então ele não é (p − 1)-Helly. Uma a�rmação relaionada seguepara a propriedade de Helly olorido.Proposição 3.2. Seja p ≥ 2, F = {H1, . . . ,Hp}, e F̂ = {H1, . . . ,Hp−1}. Se F não é Hellyolorido, então F̂ não é Helly olorido.Demonstração. Se F não é Helly olorido, então F ontém alguma subfamília fortementeintersetante {H′
1, . . . , H

′
p}, om nuc(H′

1) = . . . = nuc(H′
p) = ∅. Então {H′

1, . . . ,H
′
p−1}é um subfamília fortemente intersetante de F̂ om nuc(H′

1) = . . . = nuc(H′
p−1) = ∅.Logo, F̂ não é Helly olorido.4 Resultados de NP-CompletudeNesta seção, mostramos que deidir se uma família de p hipergrafos é Helly olorido é Co-NP-ompleto, para qualquer p ≥ 2 �xo, mesmo quando no máximo p− 2 destes hipergrafossão p-Helly.Primeiro, onsidere p = 2 e seja a seguinte generalização da propriedade de Helly. Paraque um hipergrafo H satisfaça a propriedade (irrestrita) de Helly, é neessário veri�ar onúleo de todo hipergrafo parial intersetante de H. Suponha que essa dependênia sejarestrita a alguns hipergrafos pariais intersetantes pertenentes a uma dada lista. Porém, alista será representada omo segue. De�na um grafo G qualquer om vérties assoiados ashiperarestas de um hipergrafoH. Conjuntos ompletos em G orresponderão aos hipergrafospariais intersetantes que formarão a lista. Então, dizemos queH é Helly relaxado relativo a

G se para todo hipergrafo parial intersetante H′ ⊆ H tal que, os vérties de G assoiados ashiperarestas de H′ induzem um onjunto ompleto, satisfaz nuc(H′) 6= ∅. Como ilustração,onsidere o hipergrafo H, om hiperarestas E1 = {1, 2}, E2 = {2, 3} e E3 = {1, 3}, daFigura 2. Observe que H não satisfaz à propriedade de Helly olorido mas, H é Hellyrelaxado relativo à G.

PSfrag replaements

1

2 3

H G

E1

E2 E3Figura 2: Exemplo de um hipergrafo H Helly relaxado relativo a G.Problema 4.1. (Hipergrafo Helly Relaxado). Dado um hipergrafo H e um grafo Gom vérties assoiados as hiperarestas de H, deidir se H é Helly relaxado relativo a G.O problema Hipergrafo Helly Relaxado é o-NP-ompleto, Dourado et al. (2006,2009). Agora, onsideremos o aso p = 2 do Problema 1.2.Teorema 4.2. Helly olorido om |F| = 2 é Co-NP-ompleto.Demonstração. Considere uma família F = {H1,H2}, onde H1 = {S1, . . . , Sm} e H2 =
{S′

1, . . . , S
′
m′}. Um par de onjuntos (A,B), onde A ⊆ {1, . . . ,m}, B ⊆ {1, . . . ,m′}, é um
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erti�ado que este problema pertene a Co-NP se estes onjuntos de�nem uma subfamíliade F que pode ser veri�ada em tempo polinomial se é fortemente intersetante e se tem
nuc(H′

1) = nuc(H′
2) = ∅.A prova de ompletude usa uma redução do hipergrafo Helly relaxado. Dado umhipergrafo H e um grafo G om vérties assoiados as hiperarestas E(H) = {S1, . . . , Sm},onstrua uma família F = {H1,H2} omo segue.

• Para ada Si ∈ E(H) faça� Crie uma hiperaresta S′
i = Si ∪ {ai, bi} em H1, om dois novos vérties ai e bi;� Crie uma hiperaresta S′′
i = {bi} em H2;

• Para ada aresta SiSj de G tal que Si ∩ Sj 6= ∅ faça� Adiione ai a S′′
j e aj a S′′

i em H2.A Figura 3 mostra uma redução de um hipergrafo H e um grafo G, em uma oleção
F = {H1,H2}. Vamos mostrar que H é Helly relaxado relativo a G se e somente se F éHelly olorido.

PSfrag replaements

1

2
3

4
5

H G

S1
S1

S2

S2

S3

S3

F = {H1,H2}

E(H1) = {{1, 2, 3, a1 , b1}, {3, 4, a2, b2}, {2, 3, 5, a3 , b3}}

E(H2) = {{a2, a3, b1}, {a1, b2}, {a1, b3}}Figura 3: Redução de H e G em F = {H1,H2}.Suponha primeiro que H não seja Helly relaxado relativo a G. Seja H′ ⊆ H um hiper-grafo parial intersetante de H om núleo vazio, tal que, os vérties de G assoiados ashiperarestas de H′ induzem um onjunto ompleto. Podemos assumir que H′ é maximal.É laro que |H′| ≥ 3. Considere F ′ = {H′
1,H

′
2} tal que S′

i ∈ E(H′
1) se Si ∈ E(H′), e

S′′
i ∈ E(H′

2) se Si ∈ E(H′). Pela onstrução, é fáil ver que F ′ é uma subfamília fortementeintersetante de F e que nuc(H′
1) = ∅. O núleo de H′

2 também é vazio porque se tiveralgum v ∈ nuc(H′
2), então v = aj , para algum S′′

j 6∈ H′
2. O último implia que H′ ∪ {Sj} éum hipergrafo parial intersetante H om núleo vazio, tal que, os vérties orrespondentesa G induzem um onjunto ompleto. Este hipergrafo ontém H′, que é uma ontradição.Reiproamente, suponha que F = {H1,H2} não é Helly olorido. Então existe umasubfamília fortemente intersetante F ′ = {H′

1,H
′
2} de F tal que, nuc(H′

1) = nuc(H′
2) = ∅.De�na H′ = {Si : S

′
i ∈ E(H′

1)}. Pela onstrução, para toda S′
i ∈ E(H′

1), a hiperarestaorrespondente S′′
i de H2 também pertene a E(H′

2), aso ontrário ai ∈ nuc(H′
2). Istoimplia que os vérties de G assoiados as hiperarestas de H′ formam um onjunto ompleto
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em G e H′ é um hipergrafo intersetante. Uma vez que H′ pode ser visto omo um sub-hipergrafo induzido de H′
1 om o mesmo número de hiperarestas, seu núleo está ontidono núleo de H′

1. Então nuc(H′) = ∅ e |H′| ≥ 3. Portanto H′ não é Helly relaxado relativoa G.Finalmente, onsidere qualquer p > 2 �xo.Teorema 4.3. Helly Colorido om |F| = p é Co-NP-ompleto, para qualquer p > 2�xo.Demonstração. O problema está em Co-NP por um argumento similar ao usado na prova doTeorema 4.2. A prova de ompletude usa uma redução do Helly olorido om |F| = 2.Dada uma família F = {H1,H2}, onstrua uma família E = {E1, E2, . . . , Ep}, om ada Eisendo um hipergrafo, omo segue.
• Iniialmente, faça E1 = H1, E2 = H2, e Ei = {Si,1, Si,2}, para 3 ≤ i ≤ p, onde

Si,1 = Si,2 = ∅;
• Para ada par de hiperarestas Si ∈ E(H1) e Sj ∈ E(H2) tal que Si ∩ Sj 6= ∅ faça� Crie um onjunto Xij om 2p−2 novos vérties, ou seja, vérties distintos daquelesontidos em E ;� Adiione todos os vérties de Xij a ada hiperaresta orrespondente Si ∈ E(E1)e Sj ∈ E(E2);� Adiione um vértie distinto de Xij a todas p − 2 hiperarestas de ada 2p−2hipergrafos representativos da família {E3, . . . , Ep}.Uma vez que p é �xo e o número de onjuntos Xij é no máximo m1m2, onde m1 = |H1|e m2 = |H2|, a redução pode ser feita em tempo polinomial no tamanho da entrada F .Sem perda de generalidade, podemos assumir que pelo menos um Xij é riado. Entãoa onstrução não termina om onjuntos vazios, omo requerido na de�nição de hiper-grafo. A Figura 4 mostra uma redução de uma família F = {H1,H2} em uma família

E = {E1, E2, E3, E4}, om ada Ei sendo um hipergrafo. Provaremos que F é Helly oloridose e somente se E é Helly olorido.

PSfrag replaements

F = {H1,H2}

E(H1) = {{1, 3, 5}, {2, 3, 4, 7}}

E(H2) = {{3, 4}, {2, 5}}

E = {E1, E2}

E1 = {{1, 3, 5, a1 , b1, c1, d1, a2, b2, c2, d2}, {2, 3, 4, 7, a3 , b3, c3, d3, a4, b4, c4, d4}}

E2 = {{3, 4, a1, b1, c1, d1, a3, b3, c3, d3}, {2, 5, a2 , b2, c2, d2, a4, b4, c4, d4}}

E3 = {{a1, a2, a3, a4}, {c1, c2, c3, c4}}

E4 = {{b1, b2, b3, b4}, {d1, d2, d3, d4}}Figura 4: Redução de F = {H1,H2} em E = {E1, E2, E3, E4}.
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Suponha primeiro que F não é Helly olorido. Considere F ′ = {H′
1,H

′
2} uma sub-família fortemente intersetante de F tal que nuc(H′

1) = nuc(H′
2) = ∅. Considere E ′ =

{E ′
1, E

′
2, E3, . . . , Ep}, onde E ′

1 ⊆ E1 e E ′
2 ⊆ E2 são formadas pelas hiperarestas orre-spondentes de H′

1 e H′
2, respetivamente. O fato de F ′ ser fortemente intersetante im-plia que E ′ é fortemente intersetante, por onstrução. Uma vez que nenhum dos novosvérties pertenem a mais de uma hiperaresta de qualquer hipergrafo de E , temos que

nuc(E ′
1) = nuc(E ′

2) = nuc(E3) = . . . = nuc(Ep) = ∅.Reiproamente, suponha que E não é Helly olorido. Então existe uma subfamíliafortemente intersetante E ′ = {E ′
1, E

′
2, E3, . . . , Ep} de E tal que nuc(E ′

1) = nuc(E ′
2) =

nuc(E3) = . . . = nuc(Ep) = ∅. Seja a subfamília F ′ = {H′
1,H

′
2} de F om H′

1 e H′
2formadas pelas hiperarestas orrespondentes de E ′

1 e E ′
2, respetivamente. É laro que

nuc(H′
1) = nuc(H′

2) = ∅.Resta mostrar que F ′ é fortemente intersetante. Considere um hipergrafo representativo
Ê de E ′. Temos que nuc(Ê) 6= ∅, pois E ′ é fortemente intersetante. Que implia, poronstrução, que as duas hiperarestas de F ′ assoiadas as hipearestas representativas de E ′

1e E ′
2 em Ê ompartilham um elemento.Corolário 4.4. A variação do problema Helly olorido para uma família de p hiper-grafos, onde q deles são p-Helly, para q ≤ p− 2 e p ≥ 2 �xo, permanee Co-NP-ompleto.Demonstração. Na prova do Teorema 4.3, uma família E de p hipergrafos é onstruída oma propriedade que p − 2 dos hipergrafos são p-Helly. Tal família é empregada na prova deompletude. Podemos transformar E em uma família de p hipergrafos onde p−3 são p-Hellyomo segue. Seleione um dos p−2 hipergrafos p-Helly de E e adiione a ele um hipergrafo p-intersetante formado por novos vérties tendo um núleo vazio. Claramente, a nova família

E assim alterada também pode ser empregada na prova de ompletude do Teorema 4.3, poisas subfamílias fortemente intersetantes foram preservadas. Logo, o Teorema 4.3 é válidoquando q = p− 3 dos hipergrafos são p-Helly. Podemos repetir o mesmo argumento para osrestantes q − 1 hipergrafos p-Helly, ompletando a prova.5 Caraterizações e AlgoritmosNesta seção, desrevemos um algoritmo de tempo polinomial para deidir se uma famíliade hipergrafos F = {H1, . . . ,Hp} satisfaz à propriedade de Helly olorido, quando p− 1 doshipergrafos de F são p-Helly.O próximo lema desreve ondições para que uma família de p hipergrafos satisfaça apropriedade de Helly olorido.Lema 5.1. Considere F = {H1, . . . ,Hp} uma família de hipergrafos, onde H1, . . . , Hp−1são p-Helly, p ≥ 2. Então F é Helly olorido se e somente se toda subfamília F̂ =
{Ĥ1, . . . , Ĥp−1,Hp} de F , onde |E(Ĥi)| ≤ p para i < p, também é Helly olorido.Demonstração. A primeira parte segue da de�nição do problema. Reiproamente, suponhaque F não é Helly olorido. Considere F ′ = {H′

1, . . . ,H
′
p} uma subfamília fortementeintersetante de F om nuc(H′

1) = . . . = nuc(H′
p) = ∅. Uma vez que Hi é p-Helly, entãopodemos esolher H′′

i ⊆ H′
i, om |E(H′′

i)| ≤ p, tal que nuc(H′′
i) = ∅, para i = 1, . . . , p−1.Assim, existe uma subfamília fortemente intersetante, F ′′ = {H′′

1, . . . ,H
′′
p−1,H

′
p} de F̂onde |E(H′′

i)| ≤ p, para i < p, que não satisfaz à propriedade de Helly olorido.Teorema 5.2. Considere F = {H1, . . . ,Hp} uma família de hipergrafos, onde H1, . . . , Hp−1são p-Helly, p ≥ 2. Então F é Helly olorido se e somente se F não ontém uma subfamília
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fortemente intersetante F ′ = {H′
1, . . . ,H

′
p−1,H

′
p} onde |E(H′

i)| ≤ p, 1 ≤ i ≤ p − 1,satisfazendo nuc(H′
1) = . . . = nuc(H′

p) = ∅.Demonstração. A primeira parte segue da de�nição do problema. Reiproamente, suponhaque F não ontenha uma subfamília fortemente intersetante F ′ = {H′
1, . . . ,H

′
p−1,H

′
p}onde |E(H′

i)| ≤ p, 1 ≤ i ≤ p− 1, e nuc(H′
1) = . . . = nuc(H′

p) = ∅. Logo, toda subfamília
F ′′ = {H′

1, . . . ,H
′
p−1,Hp} om |E(H′

i)| ≤ p, 1 ≤ i ≤ p− 1, satisfaz à propriedade de Hellyolorido, impliando, pelo Lema 5.1, que F é Helly olorido.Observe que, dado um par qualquer de subfamílias fortemente intersetantes arbitrárias
F ′ = {H′

1, . . . ,H
′
p−1,H

′
p} e F ′′ = {H′

1, . . . ,H
′
p−1,H

′′
p} de F , diferindo somente por

H′
p ⊂ H′′

p, não preisamos onsiderar os primeiros para veri�ar se F é Helly olorido.Além disso, existe alguma subfamília (maximal) F ′′′ = {H′
1, . . . ,H

′
p−1,H

′′′
p} que ontémtoda subfamília fortemente intersetante de F tendo H′

1, . . . ,H
′
p−1 omo seus primeiros

p−1 hipergrafos. Estas observações e o teorema aima onduzem a um algoritmo de tempopolinomial para deidir se F = {H1, . . . ,Hp} é Helly olorido, sempre que p é �xo e p − 1dos hipergrafos de F são p-Helly.Algoritmo 5.3. Seja F = {H1, . . . ,Hp} uma família de hipergrafos tal que H1, . . . ,Hp−1são p-Helly. Para ada esolha de hipergrafos pariais H′
1, . . . ,H

′
p−1, de H1, . . . ,Hp−1,respetivamente, tal que |E(H′

i)| ≤ p, veri�que se é fortemente intersetante. Se sim,seleione H′
p ⊆ Hp, onde |E(H′

p)| é maximal e F ′ = {H′
1, . . . ,H

′
p−1,H

′
p} é fortementeintersetante. Então F é Helly olorido preisamente quando nuc(H′

i) 6= ∅, para algum i,
1 ≤ i ≤ p, para toda subfamília fortemente intersetante F ′.Denote m = max{|E(Hi)| : i = 1, 2, . . . , p} e n = |

⋃
V (Hi)|. Primeiro, devemosseleionar hipergrafos pariais H′

1, . . . ,H
′
p−1 tal que H′

i ⊆ Hi, para 1 ≤ i ≤ p − 1, e
|E(H′

i)| ≤ p. Existem O(mp(p−1)) destas famílias. A omplexidade para veri�ar se adauma destas famílias é fortemente intersetante e seleionar o maior H′
p ⊆ Hp tal que

F ′ = {H′
1, . . . , H

′
p−1,H

′
p} é fortemente intersetante, é O(mnpp). Finalmente, para ada

F ′ devemos veri�ar se nuc(Hi) 6= ∅, o que requer O((p− 1)(p− 1)n+(m− 1)n). Portanto,podemos onluir que o número total de operações é polinomial para p �xo.Em partiular, a omplexidade do algoritmo para o aso p = 2 é O(m3n).6 ConlusãoConsideramos a propriedade de Helly olorido para hipergrafos em geral, motivados peloteorema de Helly olorido de Lovász para onjuntos onvexos.O prinipal resultado do artigo foi provar a seguinte diotomia.Teorema 6.1. Seja F uma família de p hipergrafos, p �xo. Então, se P 6= NP , pode-mos deidir em tempo polinomial se F é Helly olorido se e somente se pelo menos p − 1hipergrafos de F são p-Helly.Finalmente, menionamos a possibilidade de estender o oneito da propriedade de Hellyolorido. Dada uma família de p hipergrafos F = {H1, . . . ,Hp} e um parâmetro q ≤ p,dizemos que F é q-Helly olorido se toda família F ′ formada por q hipergrafos de F ′ é Hellyolorido. A questão natural é então araterizar famílias de hipergrafos q-Helly.
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