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RESUMO

O método preditor corretor entre todas as variacdes de método de pontos interiores é um dos
que mais se destacam devido a sua eficiéncia e convergéncia. No entanto, existe neste método
uma etapa critica em relagao ao desempenho computacional que é a fatoracao de Cholesky em
cada iteracao necessaria para resolver os sistemas lineares. Neste trabalho é apresentada uma
modificacdo do método, aplicacdo de iteracoes continuadas, na busca da reducao do nimeros
total de iteracoes. Foram realizados alguns testes niimericos preliminares, demonstrando a vi-
abilidade da proposta.

PALAVRAS CHAVE: método preditor corretor, programacao linear, iteragoes continuadas.

Programacao Mateméatica
ABSTRACT

The predictor corrector method from all interior point methods variations is one of mostly
used due to its efficiency and convergence properties. However, there is a critical step in the
method with respect to the computational performance, that is, the Cholesky factorization in
each iteration needed to solve the linear systems. This paper presents a modified version of the
method, applying continued iterations, aiming to reduce the computacional effort. We perform
preliminary numerical tests, demonstrating the viability of the proposed approach.

KEYWORDS: predictor corrector method, linear programming, continued iterations.
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1 Introducao

O estudo dos métodos de pontos interiores tem sido uma das mais interessantes area de
pesquisa em otimizagdao na ultima década, devido aos grandes avancos nesta area. Entre as
variagoes de método de pontos interiores para a resolucao de problemas de programacao li-
near, o método preditor corretor destaca-se entre todos, devido a sua eficiéncia e convergéncia.
(Wright, 1997). Este método apresenta uma etapa critica em seu desempenho computacional, o
calculo da fatoracao de Cholesky em cada iteracao. Assim apresentaremos brevemente o método
preditor corretor e uma forma de evitar a fatoracao de Cholesky em cada iteracao realizando
iteracoes subsequentes, chamadas iteracoes continuadas. Nestas iteracoes sao realizadas elimi-
nacoes sucessivas das componentes de bloqueio da direcao preditora corretora, sendo utilizada
essa direcao caso seja descendente, no sentido de reduzir o gap de dualidade.

Problemas de programacao linear (PPL) tém como objetivo determinar uma solu¢do que
minimiza uma fun¢ao sujeita a um conjunto de equagoes e/ou inequacoes lineares. (Chvéatal,
1983). O problema de programacao linear na forma padrao é dado por Wright (1997):

t

min c'z
sa Arx=0» (1)
x>0

onde A € R™* " posto(A) =m, x € R", cc R" e b€ R™.
O problema acima é denominado problema primal, o qual é associado o problema dual na
forma padrao:

max bly
sa Aly+z=c (2)
z>0

onde y € R é o vetor de varidveis duais livres e z € R" representa as variaveis de folga.
As condigoes de otimalidade de primeira ordem (Karush-Kuhn-Tucker) do problema (1) e
(2) sao dadas por Wright (1997):

Ar—b=0

Aly+z—c=0

XZe=0 (3)
(r.2) > 0

sendo X = diag(x), Z = diag(z) e e € R", tal que e = (1,1,...,1)".

2 O Método Preditor Corretor

Os métodos de pontos interiores do tipo primal-dual consistem em aplicar o método de
Newton as condi¢oes de otimalidade (3) do PPL, partindo de um ponto interior e mantendo
interior a cada iteragdo. O método preditor corretor desenvolvido por Mehrotra (1992) con-
siste em utilizar uma dire¢ao composta por trés componentes: diregao afim-escala (direcao de
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Newton), direcao de centragem e direcao de corre¢ao nao-linear. (Monteiro, Adler, e Resende,
1990). Entao, aplicando o método de Newton as condigoes de otimalidades obtém-se:

AAx:'rp
A'Ay + Az =ry (4)
ZA:U+XAz:ra

onde
Tp b— Ax
rg | = c—Aly—2z |. (5)
Ta —XZe

Eliminando varidveis podemos resolver o sistema da seguinte forma:

Ay = (ADAY)Yr, + AD(rd + X ~'1,)]
Az = D(A'Ay —rqg+ Xry) (6)
Az = X Yry, — ZAx)

onde D = XZ~! a matriz ADA? é simétrica e definida positiva, pois A tem posto completo e
D é uma matriz dlagonal definida positiva.
Como = =z + GpAz > 0, 2 = 2+ GgAz > 0, &, € (0,1] e aq € (0,1]. Entdo:

&p = min{1, 7 min{— - |Az; < 0} .
&g = min{1, 7 min{— - |Az; < 0} (7)

onde 7 € (0,1).
No método primal dual afim escala (Monteiro et al. 1990) os produtos z;z; podem convergir
para zero com velocidades diferentes, assim o método pode falhar ou progredir lentamente. Para
evitar isto cria-se um parametro (u) nas condi¢oes de otimalidade de forma que x;z; = u sendo
este parametro atualizado a cada iteracao e tendendo a zero & medida que o método aproxima
da solucao, este é o método seguidor de caminho. No método preditor corretor determinamos
o valor 4 de acordo com progresso da diregao afim escala, de modo que se ocorrer melhora
suficiente, entao pu é pequeno, caso contrario p é uma pertubacao maior.
Sejam:
¥ = (z + apAz)t(z + agAz),
v =xtz

(8)

representando o gap de dualidade. (Wright, 1997). Definimos,

,U:{ (%)(%) v <1 (9)

7\P
GG =1
Quando tomamos o tamanho do passo igual a 1, ou seja, ay, = ag = 1, obtemos um ponto
prlmal e dual factivel, 7, = rq = 0, e na restricao de complementarledade re = —DyD,e, sendo
D, = diag(Az) e D, = diag(Az).

Fazendo a correcao nao-linear acima e introduzindo a perturbacgao, temos o sistema,
AAz =0
AAy + Az =0 (10)
ZAx + XAz = pe— D,D.e

Ubatuba/SP
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Desse modo, a direcao preditora corretora é dada pela soma das duas direcoes encontradas,
ou seja, A = A + A. Portanto, A ¢ determinada pelo sistema:

AAx =1y
AtAy +dz =ry (11)
ZAx + XAz =ry

onde o
rs =T+ pe — DgD.e. (12)

Podemos resolver o sistema acima de forma similar a .
Ay = (ADAY [r, + AD(rd + X ~'ry)]

Az = D(A'Ay —rqg + X 1ry) (13)
Az = X"(ry — ZAx).

Observe que assim como @, 0 passo mais caro consiste em resolver um sistema linear com
a mesma matriz ADA?.

Algoritmo 1 Método Preditor Corretor
Dados (2°,4°,2%) com 22,20 > 0e 7 € (0,1)
1. Repita
Calcule os residuos por |D
D=Xx7"1
Calcule a direcio A por @
Calcule o tamanho do passo por
Calcule 4 por @i
Calcule p por (9)
Calcule r4 por |)
. Calcule a dire¢ao A por
10 Calcule o tamanho do passo
11.Atualize o ponto
T =T+ apAz;
y =y + agAy;
z=z+4+ aglz;
12. até convergir

© 0N O W

Observe que em cada iteracao deste método sdo resolvidos dois sistemas lineares adicionais,

os passos 4 e 6, com a matriz ADA!, que pode ser fatorada uma tinica vez usando a fatoracao
de Cholesky.

O critério de convergéncia é baseado nas condicoes de otimalidade.

[[b—Az||

llezAy—z | (14)

1+|ctz+bty|
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3 Iteragoes Continuadas

No método preditor corretor a etapa de esforco computacional critica consiste no calculo da
fatoracdo de Cholesky de ADA! em cada iteracdo. Dessa maneira, na busca de economia de
esforcos, realizaremos nesta etapa iteracoes subsequentes e apés somente estas iteracoes uma
nova fatoragdo de Cholesky é necessaria, estendendo os resultados apresentados em Oliveira,
Lyra e Correia (1988) para o método dual afim escala. (Adler, Resende, Veiga e Karmarkar,
1989).

As iteragoes continuadas realizam uma busca pelas componentes responséaveis pelo bloqueio
nas diregoes (Ax, Az), ou seja, encontra i e j, tais que:

i = arg ming{— 5% |Azy < 0}
j = argming{—zL-[Az < 0}

. . ) 2 ) ~ . ~ N L.
Seja h = mln{—X;i, —A—;j}. Se h = —Ax;i entdo na nova direcdo Ax; = 0, caso contréario,

Az; = 0. Adicionalmente a dire¢do afim escala continuada A deve satisfazer o sistema:

AAz = Tp
AtAy+ Az =1y (15)
XAz + ZAx = Ta-

Inicialmente determinamos dx que satisfaz a primeira equacao do sistema . Este calculo
é feito resolvendo o problema abaixo que minimiza a alteracido na direcdo Ax ao anular uma
componente, de forma similar & idéia de Dikin (1967) ao desenvolver o método primal afim
escala. Considere Az = Az, a solu¢do do sistema ([13).

min 1D 2Az — D72 Az]?
s.a AAz =1, (16)
Axi = ﬁa
0, se Ax; = 0;
d = ) K3 R 9
onde { (Z‘lra)i, se Az; =0,

cuja solucao é: R
Az = Az — Adje; + DA% (17)

onde d;; é os elementos da diagonal da matriz D,

A-732' - 5(1
dii(l — d”Af(ADAt)_lAZ)

A= ev=M;(ADAY) 1A,

Pelo sistema (|15, temos:

= X’l(ra — ZA[E),

Az
Ay = (ADAY'AD(rq — Az). (18)

Observacoes:

e O calculo das direcoes Az e Ay implica na resolucao de dois sistemas lineares com ADA?.
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e Para determinar Ay, acima estamos realizando uma projecio no espaco coluna de AD A
Desta forma para evitar erros de arredondamento, é conveniente atualizar Az
Az =ry— AtAy. (19)

Como mencionado anteriormente para determinar a diregao preditora corretora continuada,
fazemos o calculo de u e a corre¢do nao-linear, obtendo o sistema (|11]). Este sistema ¢é resolvido
de forma similar ao sistema ([15)), descrito acima, sendo utilizado o problema auxiliar

min %HD_%A:n — D_%A:nHQ
s.a AAz =1, (20)
Ax; = Bs
0, se Ax; = 0;
onde 3, = ’ Lo
Bs { (Z71ry);, se Az; = 0.
Observe que neste caso para resolver o sistema, ¢ necessario encontrar a solucao de

apenas um sistema linear para determinar Ay, pois no calculo de v para determinar Ax o
sistema linear envolvido ja foi utilizado em (|17]).

Algoritmo 2 Iteragoes Continuadas

1. Para p = 0 até ppax
2. Calcule o tamanho do passo primal e dual:
pe = min{—z%-|Az; <0} ; p, = min{—z-[Az <0}
ap = min{l,7p,} ; ag = min{l,7p,}
3. Atualize o ponto
Atualize os residuos
5. Escolha da componente de bloqueio
h = min(ps, p-)
6. Se h = p, entao
7.4 = argming{ — x4 |Azy < 0}
8. A{L‘@ =0
9. Caso contrario
10. i = arg min {— z--[Az < 0}
11. Az =0
12. Fim se
13. Resolva o sistema , usando o problema auxiliar |i
14. Atualize Az
15. Calcule p por @
16. Calcule r;
17. Resolva o sistema , usando o problema auxiliar 1}
18. Atualize Az
19. Se (z + Az)!(z + Az) < 2tz pare
20.Fim Para

e

Definidas as novas dire¢oes no Algoritmo substituimos os passos (10-11) pelo Algoritmo
)
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Asgsim, com as iteragdes continuadas o método passa a interagir em dois niveis. No nivel ex-
terno é fixada uma fatoragao de Cholesky para ADA! e calculada a dire¢ao preditora corretora.
Ja no nivel interno, sdo realizadas atualizacoes da direcao através da eliminagao de algumas
de suas componentes. Ao término destas atualizacbes € necessario verificar se a nova diregao
permanece descendente.

Observe que a matriz dos sistemas lineares adicionais envolvidos nas iteragdes continuadas é
ADA? que j4 foi fatorada anteriormente. O ntimero méximo de iteragoes continuada foi limitado

em log;y(n).

3.1 Iteragoes continuadas com véariaveis canalizadas

Assim como desenvolvido anteriormente as iteragoes continuadas podem ser aplicadas no
método preditor corretor com varidveis canalizadas. O problema de programacgao linear com
varidveis canalizadas na forma padrao primal é dado por:

t

min c'x

s.a Ax =0
T+s=u (21)
>0, s>0

onde s € R” representa as varidveis de folga e u € R” representa o limitante superior de . E o
problema dual associado na forma padrao:

max bly — ulw
sa Aly+z—w=c (22)
220, w>0

onde w € R™ representa as variaveis de folga.
Neste caso, as condi¢oes de otimalidade sao dadas por Wright (1997):

Az —b=0 (x,2) >0

r+s—u=0

Aly+z—w—c=0 (z,w) >0 (23)
XZe=0

SWe=0

sendo S = diag(s) e W = diag(w).

Neste caso, a abordagem das iteracoes continuadas realiza uma busca pelas componentes de
bloqueio nas diregoes (Az, As, Az, Aw), e elimina uma delas, de forma similar a realizada na
versao sem as variaveis canalizadas. Desse modo, na nova direcao A ocorre um dos seguintes
casos: Ax; = 0, Azj =0, Ask =0 ou Awl = 0, onde i, j foram definidos anteriormente e

k = arg min {—2L-|As; < 0}

| = arg miny{— z7-[Aw; < 0}.
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Adicionalmente A satisfaz o sistema:

AAx = Tp

Ax + As =Ty

AtAy + Az — Aw =1y (24)
XAz + ZAz = Ta

SAw + WAs = 1y,

Por 1} determinamos Ax, sendo que neste caso:

0, se A:EZ =0;
(ru)i, se As; = 0;
(ra)i = (W), se Aw; = 0;
(Z7'ra)s, se Az = 0.

5(1:

Resolvendo o sistema (24]), temos:

As=r,— Az

Az = XYr, — ZAx) (25)
Aw = S~ (r, — WAS)

Ay = (ADAY) L AD(rg — Az + Aw)

onde D =XZ"1 4 SW~1
Novamente dz é recalculado para evitar erros de arredondamento como no caso sem canali-
7agao:
Az =rg— A'Ay + Aw. (26)

Fazendo o célculo de u e da corregao nao-linear, para determinar a direcao preditora corre-
tora, obtemos a nova direcao, resolvendo o sistema:

AAz =1,

Ax+ As =1y,

AtAy + Az =1y (27)
XAz + ZAx = ry

SAw+WAs =1

onde o
rs =Tq + e — pxpze (28)
re =1y + pe — DgDye.
Este sistema é resolvido de forma similar ao sistema , descrito acima, sendo que no
problema auxiliar (20)) temos:

0, se A.TZ =0;
(ru)i, se As; = 0;
(ra)i — (Wlry);, se Aw; = 0;
(Z7try);, se Az = 0.

/83:
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No método preditor corretor com varidveis canalizadas, o algoritmo das itera¢des continua-

das é dado por:

Algoritmo 3 Iteracoes continuadas com varidveis canalizadas

1.Para p = 0 até ppax

2.Calcule o tamanho do passo primal e dual:
pe = min{—z%-|Az; <0}; ps = min{—FL-[As; <0}
p: = min{— L |Az < 0}; pyp = min{— - [Aw; < 0}
ap = min{l, 7p,, 7ps}; ag = min{l, 7p., Tpy }

Atualize o ponto

Calcule vy

Atualize os residuos

h = min(pz7 Pss Pz pw)

Caso h = p, entao

8. i = argminy{— x4 |Az; < 0}

9. A.TZ =0
10. Caso h = ps entao

11. i = argmin {— z%-[As; < 0}

NSOt W

12. As; =0

13. Caso h = p,, entdo
14. i = arg ming{ — x| Awy < 0}
15. Aw; =0

16. Caso h = p, entao
17. 1 = arg min {— 5L |Az < 0}
18. Az =0

19. Fim

20. Resolva o sistema , usando o problema auxiliar 1}

21. Atualize Az

22. Calcule 4

23. Calcule u por @)

24. Atualize os residuos, por

25. Resolva o sistema , usando o problema auxiliar 1}

26. Atualize dz

27. Se (z + Az)t(z + Az) + (s + As)(w + Aw) < x'z + slw pare

28. Fim Para

Como no problema sem vériaveis canalizadas, basta resolver dois sistemas adicionais, reali-
zando o mesmo esfor¢o computacional e o critério de convergéncia é baseado nas condigoes de

otimalidade.

4 Resultados Numeéricos

Para realizar os testes preliminares do método preditor corretor (MPC) com as iteragoes conti-
nuadas (IC) foram selecionados alguns problemas da Netlib, de acordo com o nimero de colunas
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da matriz, foram tomados problemas com nimero de colunas consideravelmente pequeno, médio
e grande. A implementacao realizada na linguagem de programacao MATLAB 7.9 (R2009b)
em um computador com processador AMD Turion(tm) TL-60, com 2 GB de memoria e sistema
operacional Windows Professional. O numero de iteragoes obtido foi comparado com o obtido
pelo método MPC.

Tabela 1: Resultados numeéricos

Problema | N.o de colunas (n) MPC MPC com IC

Iter. | Tempo | Iter. | Tempo
25fv4T 1876 27 | 4.6349 | 26 | 7.1237
bnll 1586 28 | 2.0174 | 27 | 2.7880
bnl2 4486 38 | 17.0397 | 35 | 23.1756
czprob 3562 44 | 12.5830 | 40 | 18.2632
fHFt800 1028 39 | 2.6932 | 32 | 3.6485
forplan 492 28 | 0.3831 | 25 | 0.5361
scagr’ 185 21 | 0.0375 | 22 | 0.0687
scagr2d 671 22 0.2805 22 0.3927
scrs8 1275 30 1.0238 | 31 1.3251
sctapl 660 15 | 0.2030 14 | 0.2587
sctap2 2500 14 | 2.8054 | 14 | 4.7963
sctap3 3340 14 5.2517 15 9.7292
sharelb 251 26 | 0.0718 | 33 | 0.1597
share2b 162 22 | 0.0350 19 | 0.0661
ship041 2166 21 1.9555 | 20 | 2.3376
ship08l 4363 25 | 79079 | 21 7.4967
ship08s 2467 21 1.7375 18 | 2.0874
stocfor2 3045 21 | 13.6232 | 22 | 19.3404
woodlp 2595 16 | 5.9363 16 | 6.7332
woodw 8418 38 | 51.8681 | 38 | 55.3059
Total 510 490

Os resultados apresentados na Tabela [I] mostram que na maioria dos vinte problemas tes-
tados obteve-se uma reducdo do numero de iteragoes. Assim reducao do namero de calculo
da fatoracao de Cholesky, embora em quatro problemas ocorreu um aumento e nos restantes
testado quatro nao houve alteragao. Verificando o ganho total houve uma redugdo média de
uma iteracao por problema.

5 Conclusoes

Neste trabalho as iteragoes continuadas foram desenvolvidas para o método de pontos inte-
riores preditor corretor com e sem varidveis canalizadas. Nestas iteracoes é determinada uma
direcao preditora corretora continuada para cada eliminacao de componente de bloqueio. Desta
forma o novo método passa a ser realizado em dois niveis, sendo que no nivel externo tem-se o
calculo da fatoracao de Cholesky e o calculo da diregao preditora corretora tradicional. No nivel
interno sao aplicadas as iteragoes continuadas com o objetivo de reduzir o nimero total de ite-
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racoes do método de pontos interiores. Essa reducao é realizada atualizando a direcao preditora
corretora através de eliminacoes de componentes de bloqueio sucessivamente enquanto a direcao
determinada reduz o gap de dualidade. Desta forma evitando que ocorra o célculo da fatoragao
de Cholesky até uma nova iteracdo. O esforco de cada iteragdo continuada é dominado pela
solucao de trés sistemas lineares com uma matriz j& fatorada. Os resultados computacionais
preliminares aqui apresentados mostram que esta abordagem é promissora. Embora o tempo
computacional na nova abordagem seja maior, espera-se que para problemas de grande porte
em outra linguaguem computacional, essa abordagem obtenha resultados melhores cuja fato-
racao de Cholesky seja muito mais cara em relagdo ao tempo de solucao dos sistemas lineares
adicionais. Pretende-se em um trabalho futuro incorporar estas idéias ao codigo PCx (Czyzyk,
Mehrotra,Wagner e Wright, 1999), inclusive considerando variéveis canalizadas e realizar expe-
rimentos numéricos com problemas de grande porte.
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