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RESUMO

Um grafo nio planar s pode ser planarizado se o mesmo for modificado. Neste trabalho
€ apresentado um algoritmo que utiliza a remocdo de vértice para obter um subgrafo planar. A
remog¢do de vértice de um grafo G € o menor inteiro k > 0 tal que exista um subgrafo planar
induzido de G obtido pela remocdo de k vértices de G. Considerando que o problema de decisdo
correspondente € NP-completo e que ndo existe algoritmo de aproximacgdo para planarizagio de
grafos por remocdo de vértices, este trabalho propde um algoritmo heuristico de complexidade
O(n+m) para planarizacio de grafos baseado na estrutura de dados de arvores-PQ e na operagdo
de remocdo de vértices. A complexidade do algoritmo € demonstrada e a sua eficiéncia é
verificada por meio de alguns estudos de casos.

PALAVARAS CHAVE. planarizacio de grafos, arvores-PQ, remocao de vértices.

Area de Principal: Teoria e Algoritmos em Grafos

ABSTRACT

A non-planar graph can only be planarized unless it is modified. This work presents a
new heuristic algorithm that uses vertexes deletion to modifier a non-planar graph in order to
obtain a planar subgraph. The present algorithm aims to delete a minimum number of vertexes to
get a planar subgraph. The vertex deletion number of a graph G is the smallest integer k > 0 such
that there is an induced planar subgraph of G obtained by the removal of k vertexes of G
Considering that the corresponding decision problem is NP-complete and an approximation
algorithm for graphs planarization by vertexes deletion does not exist, this work proposes a
O(n+m) complexity heuristic algorithm for graph planarization based on the PQ-trees data
structure and on the vertex deletion operation. The algorithm complexity is proven and its
effectiveness is verified by means of some case studies.

KEYWORDS. graph planarization, PQ-Tree, vertexes deletion
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1. Introducao

As aplicacdes praticas de Desenho de Grafo (Graph Drawing), tal como projeto VLSI,
requerem técnicas de desenho para grafos ndo planares. Entretanto, o resultado de algoritmos de
desenho ¢é limitado a grafos planares, caso contrario o resultado pode ser inttil. Uma
aproximagdo possivel para trabalhar com a ndo planaridade em grafos € considerar suas
invariantes topoldgicas, tal como o nimero de remog¢do de vértice, que pode ser usado como a
medida de ndo planaridade.

Um desenho simples de um grafo G € um desenho de G no plano, sendo que nenhuma
aresta se cruza, arestas adjacentes ndo se cruzam, o cruzamento de duas arestas ocorre somente
uma vez, as arestas ndo cruzam sobre vértices e ndo mais de duas arestas cruzam em um ponto
comum. Um grafo é planar quando ha um desenho simples para este grafo no plano, sem
cruzamento de arestas. Ao longo do texto que segue, todos os desenhos sdo considerados simples.

Se um desenho de um grafo G tiver o nimero minimo de cruzamentos entre todos os
desenhos de G entdo, este desenho é denominado de desenho otimo. Este nimero € denominado
de niimero de cruzamentos (crossing number) do grafo G.

O niimero de remogdo de arestas (skewness) sk(G) é o menor inteiro k > 0 tal que a
remogdo de arestas de k de G torna o grafo planar.

O niumero de divisdo de vértices (splitting number) sp(G) de um grafo é o menor inteiro
k>0 tal que um grafo planar pode ser obtido de G por operagdes de divisdo de k vértices. Uma
operacdo de divisdo de vértice ve V(G), ou simplesmente divisdo, particiona o conjunto de
adjacentes de v em dois conjuntos ndo vazios P; e P, e adicionam a G\{v} os novos vértices v, e
v, ndo adjacentes, tais que os vértices de P; sdo adjacentes a v; e os vértices de P, sdo adjacentes
a v;. Se um grafo H for obtido de G por uma sequéncia de k divisdes, entdo, é dito que H € o
grafo resultante deste conjunto de k divisdes em G.

O nimero de remogdo de vértices P(G) € o menor inteiro k>0 tal que a remocdo de k
vértices de G produz um grafo planar. O problema de decis@o correspondente ao niimero de
remocdo de vértice, ao nimero de divisdo de vértice, ao nimero de remoc¢do de arestas ou ao
nimero de cruzamento sdo todos NP-completos (Yannakakis, 1978; Geldmacher e Liu, 1979;
Garey e Johnson, 1983; Faria et al., 1998). Faria et al (2006) provou que ndo existe algoritmo
de aproximagdo para planarizacdo de grafos por remocdo de vértices, logo, um algoritmo
heuristico se torna uma importante alternativa para solucionar o problema. Também, foi mostrado
que permanece NP-dificil, mesmo para grafos ctibicos (Faria et al., 1998, 2001, 2004). Também
foi mostrado (Figueiredo et al., 1999) que o mesmo acontece para o numero de divisdo de
vértices pelo resultado de Robertson e de Seymour (1995).

Na literatura sdo encontradas algumas invariantes de ndo planaridade para desenho de
grafo, tais como o nimero de divisdo de vértice e o nimero de remocao de arestas. O algoritmo
PLANARIZE de Jayakumar, Thulasiraman e Swamy (1989) utiliza a operacdo de remocao de
arestas para o desenho de grafo ndo planar. Eades e Mendonca (1993) consideraram o nimero de
divisdo de vértice adaptando o algoritmo PLANARIZE para o SPLIT-PLANARIZE. Isto foi feito
substituindo a operagdo de remogdo de aresta pela operagdo de divisdo de vértice. Ambos os
algoritmos t€m complexidade de tempo O(n2) e complexidade de espaco O(n + m), onde n € o
nimero de vértices e m é o nimero de arestas de G. Na sec¢do seguinte serd discutido como o
algoritmo PLANARIZE (Jayakumar et al., 1989) foi adaptado para um novo algoritmo proposto
neste trabalho com complexidade de tempo e espaco O(n + m). Outro diferencial, consequente do
uso da operacdo de remocgdo de vértice, € o fato de que o algoritmo PLANARIZE devolve um
subgrafo planar enquanto que o algoritmo proposto devolve um subgrafo planar induzido.

A literatura relata muitos algoritmos que tentam remover um nimero minimo das arestas
para obter um subgrafo planar (Fisher e Wing, 1966; Pasedach, 1976; Marek-Sadowska, 1978;
Chiba et al., 1979; Ozawa e Takahashi, 1981). Uma das melhores tentativas é o algoritmo
PLANARIZE de Jayakumar, Thulasiraman e Swamy (1989); resumidamente denotado por
algoritmo JTS PLANARIZE. O algoritmo JTS PLANARIZE € baseado no algoritmo de teste de
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planaridade de Lempel, Even e Cederbaum (1967) e Even (1979) (em resumo, o algoritmo de
LEC) e sua implementacdo usando drvores-PQ (Booth e Lueker, 1976). O algoritmo proposto
neste trabalho, denominado de VD-PLANARIZE, usa ideias similares do algoritmo
PLANARIZE acima, porém, ele utiliza a operacdo de remocdo de vértice ao invés da operacdo de
remocao de aresta.

A secdo 2 descreve o algoritmo de LEC e a estrutura de dados chamada arvores-PQ e,
ainda, alguns conceitos associados a esta estrutura de dados. Na secdo 3 serd apresentado o
algoritmo VD-PLANARIZE. Posteriormente, sera feita a andlise da complexidade do algoritmo e
o seu desempenho (se¢do 4 € 5).

2. O Algoritmo de LEC e Arvores-PQ

Esta secdo apresenta os principios do algoritmo JTS PLANARIZE baseado no algoritmo
de teste de planaridade de LEC executado com auxilio de drvores-PQ. As defini¢cdes desta
estrutura de dados e as operacdes sobre ela sdo descritas nesta secdo. Entretanto, acerca dos
detalhes de implementacdo das operagdes com arvores-PQ é recomendado ao leitor que consulte
o trabalho de Booth e Lueker (1976).

O algoritmo de LEC trata somente de grafos biconexos. Considerando que ¢é facil dividir
um grafo em uma &4rvore de componentes biconexos (blocos). Gibbons (1984) apresenta um
algoritmo de complexidade linear que reconhece uma arvore de componentes biconexos de um
grafo. Consideram-se, neste trabalho, somente grafos biconexos.

Considere um grafo biconexo G=(V, E) com n=IVl vértices e m=|El arestas. Uma st-

2

numeragdo € uma rotulacio dos vértices de G por nimeros inteiros 1, 2,..., n sendo que “1” é
adjacente a “n” e o vértice j € adjacente a um par de vértices i e k se i <j < k. O vértice “1” (resp.
“n”) € chamado fonte (resp. sumidouro) e denotado por s (resp. #). Cada grafo biconexo tem uma
st-numeracdo (Lempel et al., 1967) e tal rotulacdo pode ser encontrada em tempo linear (Even e
Tarjan, 1976). O grafo G rotulado com st-numeracgdo € chamado st-grafo.

Seja Gy, 1 £k <n, um subgrafo de um st-grafo G induzido pelo conjunto de vértices V; =
{1, 2,..., k}. Seja B, um grafo associado ao subgrafo G, e de todas as arestas de G incidentes
com os vértices de V. e de V-V, em G. Estas arestas sdo chamadas arestas virtuais e os vértices de
V-V, sdo chamados de vértices virtuais. Os vértices virtuais sdo rotulados como seus vértices
equivalentes em G; no entanto mantidos separados (uma folha para cada adjacente que nao tenha
sido imerso — embeded ). Consequentemente, em B, pode haver diversos vértices virtuais com o
mesmo rétulo, cada um com exatamente uma aresta virtual. Um desenho de B; é chamado de
arbusto (bush form) de By se os vértices com rétulos menores aparecerem em um nivel mais
elevado e todos os vértices virtuais aparecerem no mesmo nivel. Figura 1 (a) mostra o K5 com
uma st-numeragao; (b) mostra, também, um arbusto Bs.

N, )]

N, i . .
| Arestas Virtuais
‘

\
si\/‘\i‘\\
O 00 O O O
6 6 8 6 8

F N L | vestices Vistua
S O O O Vértices Virtuais
8 6 8 7 9

Figura 1: Um s¢-grafo e um arbusto Bs
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Pode-se mostrar (Lempel et al., 1967; Even, 1979) que um st-grafo € planar se e somente
se para cada By, 2 < k < n - 2, existir um grafo planar B’; isomorfo a B tal que todos os vértices
virtuais em B'; rotulados k+1 aparecerem consecutivamente.

Uma drvore-PQ (Booth e Lueker, 1976) T € uma estrutura de dados que representa um
conjunto das permutacdes em um conjunto S. Os nés de 7 sdo:

° folhas, representando os elementos de S;
° nés-P, convencionalmente representado como um circulo;
. n6s-Q, convencionalmente representado como um retangulo.

a b c d e

Figura 2: Uma arvore-PQ

Para este tipo de 4rvore € muito importante a ordem de como os filhos de um né
aparecem. Define-se a fronteira de T como sendo a permutagdo representada pela ordem da
esquerda para direita de todas as folhas de 7. Por exemplo, a fronteira da arvore-PQ na figura 2 é
[abcde].

O conjunto das permutagdes representadas por 7 € gerado rearranjando os filhos de cada
n6 de P e de Q de acordo com duas regras:

(i) Os filhos de um n6-P podem ser permutados livremente;

(i1) A ordem dos filhos de um né-Q sé pode ser invertida.

O conjunto das permutagdes de S represento por T € o conjunto das fronteiras das drvores
T obtidas de T, rearranjando os filhos de acordo com estas regras. Por exemplo, o conjunto das
permutagdes representadas pela arvore-PQ na figura 2 é: [abcde], [abced], [cbade], [cbaed],
[dabce], [dcbae], [eabcd], [ecbad], [deabc], [decba], [edabc], e [edcba]. Estas permutacdes
correspondem as doze drvores da figura 3.

o @—

b
Figura 3: Doze permutacdes permitidas por uma arvore-PQ
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Estas drvores-PQ provaram ser Uteis em muitos problemas os quais envolvem a reducio
sucessiva dos conjuntos das permutagdes para encontrar uma permutagdo especial. Por exemplo,
foram usados para reconhecer grafos planares, grafos de intervalo, matrizes com a propriedade de
uns consecutivos (Booth e Lueker, 1976), os grafos planar hierdrquicos (Di Battista e Nardelli,
1988), bem como os desenhos de dominancia (Eades et al., 1993).

Neste trabalho, uma arvore-PQ Ty € usada para representar o arbusto B, no algoritmo. Os
noés de Ty correspondem os seguintes:

(i) folhas: os vértices virtuais de By,

(i1) nés-Q: os componentes biconexos maximal em By,

(iii) nés-P: os vértices de articulagdo em By.

As folhas sdo chamadas pertinentes se corresponderem ao proximo vértice selecionado
(rétulo k+1) com possibilidade de ser imerso; enquanto que as demais sdo chamadas folhas ndo
pertinentes. Da mesma forma, um né ndo folha X € dito pertinente se alguma folha descendente
de X na arvore-PQ for pertinente. Se todas as folhas do descendente de um né X na arvore-PQ
forem pertinentes, entdo X € chamado de n6 cheio. Se nenhuma folha descendente do né X for
pertinente, entdo X € dito vazio. A fronteira de X ¢ definida pelo seu conjunto das folhas
descendentes, lidas da esquerda para a direita. Um né X € uma raiz pertinente se ele for o né de
mais baixo nivel cuja fronteira contém todas as folhas pertinentes. A arvore enraizada em X é
chamada de subdrvore pertinente. Uma vez que uma raiz pertinente € identificada, pode-se usar
uma série de testes de padrdes e realocagdes descritos em (Booth e Lueker, 1976) para construir
uma arvore nova em que todas as folhas pertinentes aparecem consecutivamente, se tal arvore
existir. Caso isso ocorra, todas as folhas pertinentes na nova arvore aparecerdo como filhos de um
unico nd. Por exemplo, vamos supor que a arvore-PQ da figura 4 representa um arbusto B7; o n6
P, é um no pertinente; o né Q; é um nd vazio; o n6 P, € a raiz pertinente; o né Q, é um no6 cheio;
as folhas pertinentes s@o rotuladas como 8; e as folhas ndo pertinentes sdo rotuladas como 9, 10,
11, 12.

10 10 11 12 8 8 8 8 9 9 10 11 12

Figura 4: Uma arvore-PQ de um arbusto B,

A reducdo é uma operacdo importante em uma arvore-PQ. Em um nivel abstrato, a
reducdo toma um conjunto das permutagcdes II de S e um subconjunto S'C S e retorna um
subconjunto IT' de II tal que os elementos de S’ aparecem consecutivamente em todas as
permutacdes em I1'. Os elementos dos S’ sdo ditos elementos pertinentes de S.

Both e Lueker (1976) criaram um algoritmo que reduz uma arvore 7; em uma érvoreT,:de
tal forma que todas as folhas pertinentes aparecam consecutivas na fronteira deT,:(quando for
possivel). A operagdo de redugdo pode ser executada eficientemente com uma implementagio
sofisticada de arvores-PQ. Este trabalho, no entanto, ndo discute essas opera¢des que sao
descritas em detalhes em (Booth e Lueker, 1976). O processo de redu¢do mencionado pode ser
executado em duas etapas:
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Bubble up: nesta etapa € identificada a subarvore pertinente (sobre a qual a redugo deve
ser processada).

Reducdo: nesta etapa ¢ executada uma série de operacdes de teste de padrio e
substituicdo usando as operagdes de inversdo dos nds-Q e permutacdo dos

noés-P.

Nota-se facilmente que nem sempre uma arvore-PQ T pode ser reduzida em uma arvore

T,:, assim, Ozawa e Takahashi (1981) definiram alguns critérios para testar uma drvore antes de

aplicar a redugdo. Sejam G um st-grafo biconexo e Ty, T5,..., T,.; as arvores-PQ correspondentes

aos arbustos By, B,,..., B,y de G. Um n6 X de uma arvore-PQ € classificado de acordo com sua
fronteira como segue:

Tipo A: se a subéarvore enraizada em X puder ser rearranjada, de tal maneira que todas as

folhas pertinentes descendentes de X aparecam consecutivamente no meio da

fronteira, com pelo menos uma folha nao pertinente em cada extremo da fronteira.

Por exemplo, o né P na figura 4 € o tipo A.

Tipo B: se a fronteira da subdrvore enraizada em X consistir somente em nds pertinentes,
entdo X € um n6 cheio. Por exemplo, o né O, na figura 4 € o tipo B.

Tipo H: se a subarvore enraizada em X puder ser rearranjada, de tal maneira que todas as
folhas pertinentes do descendente de X aparecam consecutivamente em uma das
extremidades da fronteira. Por exemplo, o n6 P, na figura 4 € o tipo H.

Tipo W: se a fronteira da subarvore enraizada em X consistir somente de folhas nédo
pertinentes, ou seja, X for um né vazio. Por exemplo, o né Q) na figura 4 € o tipo
W.

Sabe-se que nem sempre uma darvore-PQ € um dos tipos A, B, H ou W. Entretanto, serd
visto mais adiante a necessidade de transformar (essencialmente pela remocdo de vértice) toda
arvore em uma drvore do tipo W.

Um grafo G de n vértices é planar se e somente se as raizes pertinentes em todas as
arvores-PQ, Ty, Ts...,T,, de G forem do tipo B, H ou A. Uma arvore-PQ € redutivel se sua raiz
pertinente for o tipo B, H ou A, caso contrario € irredutivel (Ozawa e Takahashi, 1981).

As duas arvores Ty e T, sdo redutiveis. A primeira porque tem somente uma folha
pertinente correspondente a aresta (1, 2) e a tltima arvore porque tem somente um tipo de folha
que € o n6 que corresponde ao vértice virtual n.

3. Planarizacao por Remocao de Vértice

Nesta secdo serd introduzida a proposta do algoritmo de planarizagdo de grafos por
remocdo de vértices, denominado de VD-PLANARIZE.

Em linhas gerais, o algoritmo VD-PLANARIZE inicia com um vértice e prossegue com a
imersdo de um vértice de cada vez construindo um subgrafo planar induzido G’ de G. Os vértices
sdo selecionados seguindo a ordem da rotulacdo introduzida pelo algoritmo de st-numeracdo
(Lempel et al., 1967). Seja v o préximo vértice selecionado cuja imersdo serd analisada no
subgrafo planar G’. Seja E, o subconjunto das arestas que incidem em v e em vértices de G’ e
seja E, o subconjunto das outras arestas incidentes com v. Em cada iteragdo, se um vértice v nio
puder ser imerso em G’, entio ele é removido. O conjunto restante de arestas vu € E, é
adicionado (como arestas dummy) ao primeiro vértice imerso (vértice 1). Isto sera feito para cada
vértice u que ndo tenha outro adjacente com rétulo menor que o rétulo de v, com o objetivo de
manter a propriedade da s-numeragao.

O algoritmo de LEC inicia com arvore T} e constrdi a sequéncia de arvores-PQ 7, T, ...
Se um grafo for planar, o algoritmo de LEC termina depois de construir a arvore 7,., caso
contrdrio ele termina quando detecta a impossibilidade de reduzir uma arvore 7; em T,: .
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Considere T, uma arvore-PQ irredutivel de um grafo ndo planar, ou seja, é impossivel
reduzir uma 4arvore 7 em T,: . Neste caso, o algoritmo proposto adiciona uma nova operacio
denominada Update(k). Esta operagdo remove todas as folhas pertinentes transformando a arvore
T, no tipo W. Além disso, se algum vértice ¥ com rétulo maior que k+1, adjacente ao vértice
equivalente das folhas pertinentes removidas, ndo tiver outro adjacente com rétulo menor, uma
nova aresta (dummy) € adicionada ao grafo de tal modo que u seja adjacente a s. Isto é necessario
para manter a propriedade da st-numeragdo. Cada iteracdo de imersdo do algoritmo pode
aumentar o nimero dos adjacentes de s. Entretanto, este nimero ndo excede o nimero dos
vértices de G. A pergunta principal é como inspecionar os adjacentes do vértice a ser removido
para assegurar a propriedade da st-numeracio sem aumentar a complexidade de tempo. Isto pode
ser feito adicionando um campo small(u) para cada vértice u. Este campo informa quantos
adjacentes de u t€m rétulos menores do que o rétulo de u estabelecido na etapa da st-numeragao.
Assim, quando os nds pertinentes — correspondentes ao vértice v, — sdo removidos para fazer
todas as subdrvores T; do tipo W, o campo small(u) é reduzido de uma unidade para cada
adjacente u de v, onde u tem a rétulo maior que k+1. Quando o valor do campo small(u) alcanga
o valor zero, uma aresta dummy é adicionada de s para u. Depois da execucdo da dltima iteragdo
sdo removidas todas as arestas dummy de s para u onde o campo small(u) é zero.

O pseudocédigo do algoritmo proposto € apresentado como segue:

VD-PLANARIZE

Entrada: grafo 7

Safda: subgrafo induzido planar de ¢

Pré-processamento: obter uma stnumeragio valida para G, obter a lista smal/para
todos os vértices de G.

1: Inicio:

2: construir a arvore inicial Ty ;

3: parak := 2 até n— 2 faca: [seguindo a st — numeracio’

4; se Ty, for redutivel {teste de 0zawa e Takahashi} ent3o:

5: aplica a reducdo {algoritmo de Booth e Lueker};

6: sendo

7: Update( v, );

8:
obter T, substituindo todos os nés pertinentes de T,,_, por wm novo né- 2
P, com todas as arestas saindo do vértice v, com rotulo maior do que k
aparecendo como filho de Py ;

9: retorna (;

10: Fim;

4. A Complexidade do Algoritmo VD-PLANARIZE

A reducdo Booth e Lueker de todas as arvores-PQ redutiveis T, pode ser executada em
tempo total de O(n+m) (Jayakumar et al., 1989). Se uma arvore-PQ T} ndo for redutivel, executa-
se a operacdo Update(k) que fard a remocgdo dos vértices pertinentes. Vamos supor o pior caso
com o maximo de vértices removidos (note que isto é verdadeiro para o grafo K,). Neste caso,
para cada vértice v removido, o algoritmo inspeciona os rétulos de cada adjacente u de v. Se o
rétulo de u for maior do que o rétulo de v, o valor de small(u) é reduzido uma unidade. Portanto,
a operacdo Update(k) inspecionard cada vértice e seus adjacentes. Logo, no pior caso, o tempo
total dessa operacdo € O(n + m) (similar a busca em largura). A adicdo de arestas dummy ao
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vértice s serd feita, no pior caso, n vezes. Consequentemente, a complexidade de tempo do VD-
PLANARIZE € O(n + m).

5. O Desempenho do VD-PLANARIZE

Por se tratar de um algoritmo heuristico, o questionamento que pode ser feito é quanto a
qualidade das solucdes obtidas, ou seja, a quantidade de vértices removidos. A solugdo 6tima
implica em remover o nimero minimo de vértices. A eficiéncia do algoritmo, com excecdo de
poucos casos tal como para grafo completo K, é fortemente dependente da sr-numeracdo. Esta
secdo mostra a execugdo do algoritmo sobre um grafo K,,,,, 3 <n <m, com duas st-numeracgdes
diferentes sobre um grafo C, x C,.

A figura 5 ilustra a st-numeragao e as iteragdes do VD-PLANARIZE para um grafo K,,,,
(a arvore-PQ foi omitida para as itera¢des 1, 2, 3 e 4). Neste primeiro caso, a particdo inferior
com n vértices recebe os rétulos {1, 3, 5, 6,..., n + 2} e a parti¢do superior recebe os rétulos {2, 4,
n+3,n+4,..n+m}. Todos os vértices rotulados 5, 6,..., n + 2 serdo removidos e todos os outros
vértices serdo imersos pelo algoritmo. Assim, o algoritmo executard o melhor caso removendo n-
2 vértices.

DDeee ) GO0 eae) Ooeae D OO0 eae] GO vae ()

3 4 4

Last iteration

D00 ess O GO0 ees O D00 ses D SO0 see

i
!

n+3. . n+m 5. n+2

Figura 5: O caso 6timo para um K,
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Figura 6: O pior caso para um K,,,,,

Ja neste outro caso da s-numeragdo, o algoritmo remove o maior nimero de vértices. A
figura 6 ilustra a st-numeracdo e as iteragdes do algoritmo VD-PLANARIZE para um grafo K,,,,
(as arvores-PQ para passos 1, 2, 3 e 4 sdo omitidas). Neste caso, a particdo inferior com n tem 0s
seguintes rétulos {1, 3...., 2n-1} e a parti¢do superior com n+m tem os seguintes rétulos {2,
4, ....n+m}. Os vértices rotulados 5, 6,..., 2n - 1 sdo removidos e somente os vértices rotulados 1,
2, 3, 4 e n+m sdo imersos pelo algoritmo. Assim, neste caso a execugdo do algoritmo ndo € boa
removendo 27 - 5 vértices.

Na sequéncia, a Figura 7 ilustra a execu¢do do algoritmo para o grafo C, x C,. A st-
numeracdo foi escolhida de tal forma que o algoritmo encontre a solucdo 6tima (removendo o
minimo de vértices).
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Figura 7: O caso 6timo para um grafo C, x Cy

7. Conclusoes

E importante salientar que ndo foi encontrado na literatura algoritmo algum com
complexidade linear para planarizagdo de grafos por remocdo de vértice. Além do mais, o uso da
remocdo de vértice € muito raro como ferramenta para planarizacdo de grafo. Note que o
algoritmo encontra um subgrafo planar induzido, de componentes biconexos nio planar. No
entanto, é possivel encontrar uma arvore (ou uma floresta se o grafico ndo for conexo) de
componentes biconexos em tempo linear e construir um subgrafo planar induzido a partir de

aplicagdes sucessivas do algoritmo VD-PLANARIZE.

Um aspecto muito importante a ser destacado € a justificativa do uso de um algoritmo
heuristico para planarizagio de grafos por remog¢ado de vértices. Um trabalho recente (Faria et al.,
2006) prova que ndo existe algoritmo de aproximacdo para planarizacdo de grafos por remocao
de vértices. Portanto, esta € uma forte razdo para o uso de algoritmos heuristicos como alternativa
para o problema.

A st-numeracgdo € a chave para encontrar a melhor sequéncia de remocdo de vértices. Isto
também ¢é verdadeiro para a sequéncia de remog¢des de arestas no algoritmo de JTS. Este aspecto
sugere uma investigacdo mais minuciosa de como gerar uma s-numeragao que remova o nimero
minimo de vértices.
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