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RESUMO
Problemas de dimensionamento de lotes são importantes no planejamento da produção e têm

como desafio determinar um plano de produção, que atenda a demanda dos produtos, respeitando
os recursos disponı́veis e que minimize os custos envolvidos. Nesse trabalho consideramos um
problema de dimensionamento de lotes monoestágio com substituição de produto, isto é, sistemas
produtivos onde um produto de maior qualidade ou desempenho, pode atender a demanda de um
ou mais itens mediante um custo de conversão. Estudamos a reformulação por localização de
facilidades proposta por Lang e Domschke (2010) com inclusão de horas extras. Como se trata
de um problema NP-difı́cil propomos heurı́sticas baseadas na formulação matemática: relax-and-
fix e fix-and-optimize. Experimentos computacionais foram realizados baseados nas instâncias de
Trigeiro et. al (1989) e Lang e Domschke (2010). Resultados e análises são apresentados mostrando
a eficiência dos métodos.

PALAVRAS CHAVE. Dimensionamento de lotes, substituição de produto, heurı́sticas.

Área Principal: Programação Matemática

ABSTRACT
Lot sizing problems are important in the production planning and are challenged to determine

a production plan that meets the demand of the product, respecting the available resources and
minimizing costs. In this work we consider a lot sizing single-level problem with product substi-
tution, ie, productive systems where a higher quality product or performance can meet the demand
of one or more items using a conversion cost. We studied the reformulation by facility location
proposed by Lang and Domschke (2010), with inclusion of overtime. As the problem is NP-hard,
we propose heuristics based on the mathematical formulation of the problem: relax-and-fix and
fix-and-optimize. Computational tests were performed based on instances Trigeiro et. al (1989)
and Lang and Domschke (2010). Results and analysis are presented showing the efficiency of the
methods.
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1. Introdução

Problemas de dimensionamento de lotes são importantes no planejamento da produção. Neste
tipo de problema se considera um horizonte de planejamento finito subdividido em perı́odos. O
desafio é estabelecer a quantidade a ser produzida de cada produto (ou o tamanho do lote) em cada
perı́odo, de modo atender a demanda dos itens, respeitando os recursos disponı́veis e minimizando
os custos envolvidos.

Os problemas de dimensionamento de lotes podem ser divididos em monoestágio e multiestágio.
O problema monoestágio se caracteriza principalmente por ter produtos sendo produzidos em um
mesmo meio de produção, porém, a produção de um produto é independente de outro. O problema
de dimensionamento de lotes multiestágio ocorre quando um produto final possui produtos prede-
cessores, que também devem ser programados para produção. A literatura é rica em trabalhos que
tratam ambos os problemas. Uma boa revisão sobre problemas de dimensionamento de lotes pode
ser encontrada em Jans e Degraeve (2007).

Neste trabalho consideramos um problema de dimensionamento de lotes monoestágio, porém
existem opções de substituição entre os produtos, ou seja, quando um produto P1 puder atender a
demanda de um produto P2, dizemos que existe uma opção de substituição entre P1 e P2, e podemos
representa-la por meio de um grafo de substituição (Figura 1), isto é, um grafo orientado onde temos
um produto para cada vértice e uma aresta orientada indicando a opção de substituição.

Figura 1: Grafo de substituição (fonte Lang e Domschke, (2010)).

Na Figura 2, temos uma estrutura de substituição denominada downward (para baixo), um tipo
de grafo de substituição onde vale a propriedade transitiva na substituição de itens. Os produtos
da parte superior da cadeia (com maior qualidade) podem substituir os itens da parte inferior. Esse
tipo de estrutura pode surgir em aplicações na indústria eletrônica quando, por exemplo, se um
microchip puder substituir componentes mais antigos (Ng e Lam, (1998)).

Figura 2: Grafo de substituição downward (fonte Lang e Domschke, (2010)).

Em situações práticas pode acontecer de um item i ser um substituto para um item j dependendo
do uso. Logo, adota-se o conceito de classes de demanda (Hsu e Bassok (1999)) para representar
restrições de compatibilidade entre itens.

Neste trabalho estudamos o modelo proposto em Lang e Domschke (2010) para o problema
monoestágio de dimensionamento de lotes com substituição de produto. Como o problema é NP-
difı́cil, segundo Lang e Domschke (2010), investigamos heurı́sticas baseadas na formulação ma-
temática do problema, tais como relax-and-fix (Mercé e Fontan, (2003); Pochet e Wolsey, (2006)) e
fix-and-optimize (Sahling et al. (2009)).

O trabalho está organizado em seções. Na Seção 2, apresentamos as caracterı́sticas do pro-
blema. Na Seção 3, o desenvolvimento das heurı́sticas propostas. Na Seção 4, os experimentos
computacionais realizados são descritos. E por fim, as conclusões e perspectivas na Seção 5.
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2. Problema de dimensionamento de lotes com substituição de produto

Para o problema de dimensionamento de lotes abordado existem opções de substituição entre
produtos. Definimos como produto alternativo o item de maior qualidade, que pode atender a de-
manda de outro, porém, isto acarreta um custo. Uma aplicação ocorre, por exemplo, quando um
plástico puder substituir uma peça de comprimento menor, porém existe um custo de corte do ma-
terial (Lang e Shen (2011)). O problema consiste em determinar um plano de produção que atenda
a demanda dos produtos, respeitando os recursos disponı́veis e que minimize os custos. Os custos
considerados são os de preparação das máquinas, substituição, produção dos itens, estocagem e
produção em horas extras.

No problema estudado assumimos as seguintes caracterı́sticas:

• Problema monoestágio.
• Modelo determinı́stico, isto é, os valores dos parâmetros são conhecidos.
• Horizonte de planejamento finito com T perı́odos.
• Existe um estoque inicial para cada produto.
• Um número arbitrário de produtos pode ser produzido em cada perı́odo (big bucket).
• O modelo admite qualquer estrutura de substituição.
• Os clientes não rejeitam a substituição, ou seja, a quantidade de classes de demanda corres-

ponde à quantidade de produtos.
• A razão de substituição é 1:1, isto é, uma unidade de um item pode ser substituı́da por exata-

mente uma unidade do produto alternativo.
• Restrição de capacidade com tempos gastos para a produção e a preparação. As atividades

de substituição requerem utilização da capacidade disponı́vel.
• É permitida a produção em horas extras mediante uma alta penalização.

3. Abordagens de solução: Métodos Heurı́sticos baseados na formulação matemática

O problema de dimensionamento de lotes com substituição de produto é NP-difı́cil por se tratar
de um caso especial do problema estudado em Maes et al. (1991). Como o problema é de difı́cil
resolução, foram propostas heurı́sticas baseados na formulação matemática com objetivo de gerar
soluções de alta qualidade em tempo computacional aceitável.

3.1. Heurı́sticas Relax-and-fix

A heurı́stica relax-and-fix foi desenvolvida por Wolsey (1998) e proposta como método de resolução
em Pochet e Wolsey (2006) e Mercé e Fontan (2003).

Considere n partições constituı́das de variáveis inteiras do problema inteiro misto. A heurı́stica
relax-and-fix inicia-se resolvendo uma partição R, enquanto as outras n-1 partições têm suas variáveis
inteiras relaxadas. Ao término da resolução fixam-se as variáveis inteiras da partição R, e escolhe-se
uma nova partição para ser resolvida como inteira, agora com n-2 partições com variáveis inteiras
relaxadas. O processo encerra quando todas as partições tiverem sido resolvidas como inteiras ou o
subproblema inteiro for infactı́vel.

Nesse trabalho foram implementadas duas heurı́sticas relax-and-fix com particionamento por
perı́odos:

• Relax-and-fix forward (R&F) - Progressivo no tempo iniciando a resolução dos subproble-
mas no primeiro perı́odo do horizonte de planejamento, relaxando as variáveis inteiras para
todo perı́odo posterior à iteração atual.

• Relax-and-fix com sobreposição de perı́odos (R&S) - Essa heurı́stica é semelhante a relax-
and-fix forward, mas com o diferencial, que os dois perı́odos sucessores também são resolvi-
dos como inteiros. Porém, nesta abordagem, fixamos apenas as variáveis inteiras de um dos
perı́odos.
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3.2. Heurı́sticas Fix-and-optimize

A heurı́stica exchange foi proposta em Pochet e Wolsey (2006), posteriormente denominada de
fix-and-optimize em Sahling et al. (2009). Como a heurı́stica relax-and-fix, esta heurı́stica baseia-
se na resolução de subproblemas inteiros misto. Ela consiste no seguinte procedimento: Dada uma
solução do problema inicia-se um processo iterativo onde a cada iteração, uma partição do conjunto
das variáveis inteiras é otimizada, enquanto as outras são mantidas fixadas na solução incumbente.
O processo iterativo encerra quando não houver mais melhoria da solução ou o algoritmo atingir
um limite de tempo estabelecido.

Nesse trabalho aplicamos quatro heurı́sticas fix-and-optimize como métodos de melhoria para as
soluções das heurı́sticas relax-and-fix e da reformulação por localização de facilidades por Lang e
Domschke (2010).

Sejam as seguintes estratégias: decomposição por perı́odos com sequenciamento progressivo
no tempo iniciando no primeiro perı́odo (heu1); decomposição por produtos com sequenciamento
progressivo iniciando no primeiro produto (heu2). As heurı́sticas implementadas são as seguintes:

• F&O&RT - Utiliza como solução inicial a solução inteira da heurı́stica relax-and-fix forward
e o procedimento de melhoria heu1.

• F&O&RP - Utiliza como solução inicial a solução inteira da heurı́stica relax-and-fix forward.
Ao contrário da combinação anterior, utiliza como procedimento de melhoria a heu2.

• F&O&RS - Utiliza como solução inicial a solução inteira da heurı́stica relax-and-fix com
sobreposição de perı́odos. Aplicam-se sequencialmente duas heurı́sticas fix-and-optimize
com os procedimentos heu1 e heu2, respectivamente.

• F&O&LF - Aplicam-se sequencialmente duas heurı́sticas fix-and-optimize com procedimen-
tos heu1 e heu2, respectivamente, sendo a solução inicial obtida pela resolução da reformulação
por localização de facilidades por Lang e Domschke (2010) durante 5 minutos.

Todas as heurı́sticas fix-and-optimize inplementadas consideram duas partições inteiras durante
a resolução das iterações.

4. Experimentos Computacionais

Nesta seção apresentamos os resultados dos testes computacionais realizados para a análise do
modelo matemático utilizado para o problema e das heurı́sticas propostas.

4.1. Ambiente de teste

Todos os métodos de solução foram implementados em linguagem C++ utilizando bibliotecas
do pacote de otimização IBM ILOG CPLEX 12.4. Os testes computacionais foram realizados em
um computador com processador Intel Core(TM)2 Quad CPU 3GHz com memória RAM 4GB sob
o sistema operacional Windows 7.

4.2. Geração de dados e Grafos de Substituição

Nesse trabalho utilizamos dados de Lang e Domschke (2010) e as instâncias da classe G de
Trigeiro et al. (1989) considerada difı́cil na literatura (Belvaux e Wolsey, (2000)).

• Lang e Domschke (2010): Custo de horas extras, substituição e produção dos produtos. Es-
toque inicial e capacidade disponı́vel.

• Trigeiro et al. (1989): Custo de estocagem e preparação das máquinas. Demandas. Tempos
de preparação das máquinas e produção dos itens.
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Para determinar a capacidade disponı́vel Trigeiro et al. (1989) adotam uma polı́tica lote por
lote, ou seja, para cada perı́odo calcula-se a capacidade mı́nima para o atendimento da demanda.
Entretanto, em testes preliminares essa capacidade se mostrou ser muito folgada, logo adotamos o
cálculo da capacidade segundo Lang e Domschke (2010): a capacidade disponı́vel tem distribuição
normal com σ/µ = 0, 1 e µ =K(

∑T
t=1C

min
rt /T ), onde Cmin

rt determina a capacidade mı́nima para
o problema ter uma solução factı́vel e o parâmetro K é denominado fator de capacidade disponı́vel.

A capacidade requerida para produção é constante para todos os produtos e vale 1 (Trigeiro et
al. (1989)). Assumimos que ela vale o dobro quando a produção for destinada a substituição de um
item.

Para os experimentos quatro grafos de substituição foram utilizados. Três deles são ilustrados
na Figura 3, sendo o último, um grafo downward formado por 12 produtos (grafo D).

Figura 3: Grafos de substituição

4.3. Descrição dos Experimentos

Nesse trabalho dois experimentos foram realizados considerando cenários distintos. No primeiro
experimento o tempo de produção é constante para todos os produtos, ou seja, independe da classe
de demanda que será atendida. No segundo experimento assumimos que as tarefas de substituição
consomem tempo disponı́vel para a produção.

Nos testes consideramos 1 recurso e variamos o grafo de substituição, a quantidade de perı́odos
e o fator de capacidade disponı́vel: K = 1,1 (capacidade folgada), K = 1,0 (capacidade normal)
e K = 0,9 (capacidade apertada). Para cada classe de instância foram utilizados cinco exemplos,
gerando um total de 240 exemplares.

Para a análise da eficiência dos métodos adotamos como critérios de parada o tempo de execução
de 10 minutos e a otimalidade da solução, GAP = 10−4, onde o GAP é definido pela expressão (1),
onde f(x) e ML representam o valor da função objetivo e do melhor limitante inferior encontrado
pelo CPLEX, respectivamente.

GAP =

(
f(x)−ML

f(x)

)
.100% (1)

4.4. Análise dos Resultados

Na Tabela 1 temos o GAP médio das heurı́sticas e do modelo matemático por localização de
facilidades (CPLEX). Onde G, T, K, denotam o grafo de substituição, quantidade de perı́odos e o
fator de capacidade disponı́vel, respectivamente. As instâncias sublinhadas correspondem as quais,
as heurı́sticas obtiveram soluções melhores do que o modelo matemático. Na Tabela 2 temos o
tempo médio em segundos de execução das heurı́sticas e do modelo matemático, para os resultados
apresentados na Tabela 1.
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Tabela 1: GAP (%) dos métodos de otimização.

Tabela 2: Tempo médio de execução dos métodos de otimização em segundos.
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Pelos dados da Tabela 1 podemos concluir que, em geral para as instâncias com 15 perı́odos o
modelo matemático obteve o melhor desempenho dentre os métodos de otimização testados. Para as
instâncias com 30 perı́odos nota-se uma dificuldade de resolução pelos métodos tanto em questão
de tempo quanto em qualidade da solução. A resolução dos testes pelo modelo matemático no
segundo experimento obteve maiores valores de GAP para 70,83% das instâncias.

A heurı́stica relax-and-fix, considerando a sobreposição de perı́odos se mostrou mais eficiente
que a heurı́stica relax-and-fix forward, porém, ela não obteve solução inteira em 10 minutos para
as classes de instâncias marcadas por “−−” na Tabela 1. Em relação as heurı́sticas de melhoria
a decomposição por perı́odos gerou maior diminuição de GAP (F&O&RT), embora a heurı́stica
F&O&RP tenha um número maior de variáveis inteiras em suas partições. A heurı́stica F&O&LF
não teve um bom desempenho, atingindo rapidamente um mı́nimo local na maioria dos testes.

Em particular, para as instâncias com 30 perı́odos e capacidade normal, a heurı́stica F&O&RS
obteve os melhores resultados. Na Tabela 3 apresentamos uma análise da heurı́stica F&O&RS e
do modelo matemático na resolução de uma instância com 30 perı́odos durante 1 hora. Onde F(x)
representa o valor da função objetivo; %R a porcentagem de redução do custo da solução do modelo
matemático obtida pela heurı́stica; %HE a porcentagem da capacidade utilizada em horas extras;
%SUB a porcentagem da demanda atendida por produtos alternativos.

Tabela 3: Análise da solução da heurı́stica F&O&RS e do modelo matemático (CPLEX).

A questão sobre a aplicação de heurı́sticas em problemas de otimização consiste na troca da ga-
rantia de otimalidade por uma solução boa em tempo computacional aceitável. Pelos resultados da
Tabela 3, podemos ver que a heurı́stica F&O&RS obteve soluções próximas do modelo matemático
em tempo significativamente inferior e um GAP melhor na maioria dos casos.

A capacidade disponı́vel influencia tanto na resolução do problema (capacidade folgada e aper-
tada tendem a serem mais fáceis do que a capacidade normal) quanto no uso da substituição
(%SUB). No primeiro experimento a diminuição da capacidade gera um aumento da substituição,
isso pode ser justificado por uma polı́tica de maior aproveitamento das máquinas que já estão pre-
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paradas, desse modo, itens que possuem produtos alternativos e não substituem, podem não ser
produzidos devido à limitação dos recursos e o alto custo de horas extras. No segundo experimento
ocorre o contrário, a diminuição da capacidade tende a gerar a diminuição da substituição, pois as
tarefas de conversão passam a consumir recursos.

5. Conclusões e perspectivas futuras

Nesse trabalho estudamos um modelo matemático para o problema de dimensionamento de lotes
com substituição de produto. Métodos heurı́sticos foram propostos e os resultados obtidos foram
competitivos tanto em questão de tempo quanto em qualidade de solução, principalmente para as
instâncias com 30 perı́odos.

A principal contribuição desse trabalho foi o estudo do cenário em que as tarefas de substituição
consomem recursos, isso teve como motivação o caso em que, uma indústria realiza cortes para os
produtos alternativos atenderem outras classes de demanda, essas operações consomem tempos de
fabricação. Para a maioria das instâncias, esse problema se mostrou ser mais difı́cil que o problema
original tratado em Lang e Domschke (2010).

Futuramente outras decomposições deverão ser testadas e mesmo algoritmos hı́bridos podem ser
empregados. Também investigaremos o desempenho das heurı́sticas para o problema de dimensio-
namento de lotes com múltiplos recursos.
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