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krohling.renato@gmail.com

RESUMO
Na prática, dificilmente os problemas de tomada de decisão são determinı́sticos. Além

disso, em geral, as informações presentes para tomada de decisão são fornecidas por peritos no
assunto. Dessa forma, é preciso um método que lide tanto com informações incertas quanto com
informações estocásticas. Neste trabalho é introduzida uma generalização do TOPSIS, chamada
IF-RTOPSIS, que considera informação fuzzy intuicionista para tomada de decisão multicritério em
ambientes aleatórios. O método é capaz de considerar variáveis aleatórias que afetam o desempenho
das alternativas através de um mapeamento do impacto causado com a mudança de valores dessas
variáveis. Com a capacidade de ponderar todos esses tipos de informação (incerteza, hesitação e
estocasticidade) o método apresenta um grande potencial para aplicações práticas.

PALAVRAS CHAVE. TOPSIS, informação fuzzy intuicionista, estocasticidade.

ABSTRACT
In real world, the decision making problems are hardly deterministic. Besides, in general,

the available information for decision making are provided by experts. In this way, it is necessary a
method that deals with both, imprecise and stochastic information. In this work, it is introduced a
generalization of the TOPSIS, named IF-RTOPSIS, which considers intuitionistic fuzzy information
for multicriteria decision making in stochastic environment. The method is capable of considering
random variables that affects the performance of the alternatives through a mapping of the impact
caused by the variation in the values of such variables. With the capacity of weighting all these
types of information (imprecise, hesitation and stochasticity) the method presents a large potential
for practical applications.

KEYWORDS. TOPSIS, intuitionistic fuzzy information, stochasticity.

513



Setembro de 2014

Salvador/BA

16 a 19SIMPÓSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONALSIMPÓSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONALXLVI Pesquisa Operacional na Gestão da Segurança Pública

1. Introdução
Atualmente, existem diversos métodos propostos para lidar com problemas de tomada de

decisão multicritério. O método TOPSIS (do inglês, Technique for Order Preference by Similarity
to Ideal Solution) proposto por Hwang & Yoon (1981) propõe que a melhor alternativa deve estar
o mais distante possı́vel da pior alternativa e o mais próximo possı́vel da melhor alternativa. Esse
método tem sido amplamente utilizado em problema de tomada de decisão (Dymova et al., 2013b;
Jahanshahloo et al., 2009; Lourenzutti & Krohling, 2014; Yue, 2011).

Em sua versão original, o TOPSIS lida apenas com valores numéricos, o que é uma séria
limitação. Acontece que, em grande parte dos casos, as informações disponı́vel para tomada de de-
cisão vêm de peritos no tema. Isso faz com que em geral, a informação é transmitida de uma forma
imprecisa. Por exemplo, o perito poderia transmitir a informação em palavras ”a alternativa A tem
um desempenho razoável em relação ao critério C, por outro lado a alternativa B tem um desem-
penho excelente”. Os valores numéricos são uma boa forma de representar informações precisas
mas, em geral, são inadequados para representar informações imprecisas. Com a introdução dos
conjuntos fuzzy em Zadeh (1965), surgiu um novo paradigma para lidar com incertezas. Natural-
mente, adaptações do TOPSIS surgiram para computar com conjuntos fuzzy (Chen & Tsao, 2008;
Chu, 2002; Dymova et al., 2013a; Mahdavi et al., 2008; Krohling & Campanharo, 2011).

Os conjuntos fuzzy certamente alteraram a forma de processamento das informações in-
certas. Entretanto, os conjuntos fuzzy ainda não foram capazes de solucionar um problema bem
comum em situações práticas: como processar a confiabilidade da informação? Em determinados
casos, o perito pode transmitir uma informação e não mostrar muita certeza. Por exemplo, o perito
poderia dizer ”ao que parece, a alternativa A tem um desempenho razoável em relação ao critério
C, mas não tenho tanta certeza”. O perito certamente transmite informações tanto do problema
em questão, quanto da confiança que ele tem que essa informação seja correta. Uma generalização
dos conjuntos fuzzy, chamado de conjuntos fuzzy intuicionistas, proposta em Atanassov (1986), lida
com esse problema. Os conjuntos fuzzy intuicionistas são capazes de representar informações incer-
tas, assim como os conjuntos fuzzy, mas adicionalmente também representam o que chamamos de
grau de hesitação. Vários trabalhos adaptaram o TOPSIS para processar informações fuzzy intuici-
onista (Park et al., 2011; Ye, 2010a; Tan, 2011; Ye, 2010b). Para um levantamento sobre aplicações
do TOPSIS o leitor interessado é encaminhado a Behzadian et al. (2012).

Certamente, os métodos de tomada de decisão têm evoluı́do rapidamente. Entretanto, os
problemas práticos dificilmente são determinı́sticos. Considerar informações incertas, o grau de
hesitação dessas informações, além dos aspectos estocásticos dos problemas é um verdadeiro de-
safio. Em Lourenzutti & Krohling (2013) foi proposta uma generalização do TODIM (Gomes &
Lima, 1992) capaz de processar todos esses aspectos (incerteza, hesitação e estocasticidade). Nesse
trabalho, é considerado a metodologia apresentada em Lourenzutti & Krohling (2013) para propor
uma adaptação do TOPSIS que seja capaz de processar todos esses aspectos da informação. O res-
tante do trabalho é organizado da seguinte forma: na Seção 2 é introduzido conceitos preliminares;
na Seção 3 é apresentado o TOPSIS e introduzido o IF-RTOPSIS. Por último, o IF-RTOPSIS é
ilustrado em uma aplicação na Seção 4.

2. Conceitos Preliminares
Nesta seção é apresentada algumas definições necessárias e discussões do problema.

Definição 2.1. (Zadeh, 1965). Seja Ω um conjunto arbitrário não-vazio. Um conjunto fuzzy A em
Ω é caracterizado por sua função pertinência µA : Ω → [0, 1]. Em outras palavras, um conjunto
fuzzy A é um objeto matemático da forma A = {〈ω, µA(ω)〉 : ω ∈ Ω}

Definição 2.2. (Atanassov, 1986). Um conjunto fuzzy intuicionista (IFS) A em Ω é um objeto
matemático com a seguinte forma A = {〈ω, µA(ω), νA(ω)〉 : ω ∈ Ω} onde µA, νA : Ω → [0, 1],
tal que µA(ω) + νA(ω) ≤ 1, ∀ω ∈ Ω. Aqui, µA representa a função pertinência e νA a função
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de não pertinência. A função πA(ω) = 1− µA(ω)− νA(ω) é chamada de função de hesitação ou
grau de hesitação e representa a hesitação em afirmar que ω ∈ A.

Definição 2.3. (Zeng & Su, 2011). Considere Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn} e um IFS A ⊂ Ω. O par
ã = 〈µA(ωi), νA(ωi)〉, ω ∈ Ω, é chamado de número fuzzy intuicionista (IFN).

Agora, considere o problema de selecionar uma alternativa dentre m possı́veis alternati-
vas. Cada alternativa é avaliada em relação a n critérios. Seja A = {A1, A2, . . . , Am} o conjunto
que contém as m alternativas e C = {C1, C2, . . . , Cn} e C o conjunto que contém os n critérios.
O problema de tomada de decisão pode ser resumido na seguinte matriz:

DM =


C1 C2 . . . Cn

A1 s11 s12 . . . s1n

A2 s21 s22 . . . s2n
...

...
...

. . .
...

Am sm1 sm2 . . . smn


onde sij representa a avaliação da i-ésima alternativa em ralação ao j-ésimo critério. Nesse traba-
lho, dois possı́veis cenários são considerados:

1. No primeiro cenário sij é um número fuzzy intuicionista, i.e., sij = 〈µCj (Ai) , νCj (Ai)〉.
Nesse caso, sij pode ser interpretado como o quanto a alternativa Ai satisfaz o critério Cj .

2. No segundo cenário sij é definido como IFS, i.e.,

sij =
{
〈(Ai, x), µCj (Ai, x) , νCj (Ai, x)〉; (Ai, x) ∈ Ω = A×X

}
= {〈x, µij (x) , νij (x)〉;x ∈ X}

onde X representa um intervalo de possı́veis valores de avaliação. Por exemplo, X = [0, 10].
Sem perda de generalidade, será utilizado o intervalo [0, 1] para todos os critérios, ou seja,
Xj = X = [0, 1]. Nesse caso, µij(x) representa o grau de pertinência da avaliação x para o
desempenho de Ai com respeito a Cj .

Para introduzir o método considerando o Cenário 1, é necessário duas definições. A
primeira fornece um método para comparar dois IFN e a segunda mostra como calcular distâncias
entre dois IFN.

Definição 2.4. Sejam ã1 = 〈µã1 , νã1〉 e ã2 = 〈µã2 , νã2〉 dois IFN. A função escore (Chen & Tan,
1994), S(ã1) = µã1 − νã1 , e a função precisão (Hong & Choi, 2000), H(ã1) = µã1 + νã1 , são
usadas para comprar dois IFN da seguinte forma:

• Se S (ã1) > S (ã2) então ã1 > ã2;

• Se S (ã1) = S (ã2) e H (ã1) > H (ã2) então ã1 > ã2;

• Se S (ã1) = S (ã2) e H (ã1) = H (ã2) então ã1 = ã2;

Definição 2.5. (Szmidt & Kacprzyk, 2000). Sejam ã = 〈µa, νa〉 e b̃ = 〈µb, νb〉 dois IFN. As
distâncias Euclidiana e de Hamming entre ã e b̃ são dadas, respectivamente, por

dE(ã, b̃) =

√
1

2

[
(µa − µb)2 + (νa − νb)2 + (πa − πb)2

]
(1)

dH(ã, b̃) =
1

2
(|µa − µb|+ |νa − νb|+ |πa − πb|) (2)
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Para o Cenário 2, primeiramente o conjunto fuzzy intuicionistra trapezoidal é introduzido.

Definição 2.6. Seja A um IFS em Ω. Dizemos que A = 〈(a1, a2, a3, a4) , µ̃A, (b1, b2, b3, b4) , ν̃A〉
é um conjunto fuzzy intuicionistra trapezoidal (ITFS) se sua função pertinência e não pertinência
são, respectivamente, dadas por

µA(ω) =


ω−a1
a2−a1

µ̃A a1 ≤ ω < a2;

µ̃A a2 ≤ ω < a3;
a4−ω
a4−a3

µ̃A a3 ≤ ω < a4;

0 c.c.

e

νA(ω) =


1−ν̃A
b1−b2 (ω − b1) + 1 b1 ≤ ω < b2;

ν̃A b2 ≤ ω < b3;
1−ν̃A
b4−b3 (ω − b4) + 1 b3 ≤ ω < b4;

1 c.c.

onde µ̃A, ν̃A ∈ [0, 1] representam o máximo da função pertinência e o mı́nimo da função não
pertinência, respectivamente. Além disso, b1 ≤ a1 ≤ b2 ≤ a2 ≤ a3 ≤ b3 ≤ a4 ≤ b4.

Anteriormente, as definições da função escore e precisão para IFN foram introduzidas.
Também é preciso uma forma para ranquear IFS.

Definição 2.7. (Lourenzutti & Krohling, 2013) Seja A um IFS em um conjunto Ω limitado. Defini-
mos a função escore de A como

S(A) = µ̃AEµA − EνA

onde EµA =
∫

Ω ωµ
′
A(ω)dω, µ′A = µA∫

Ω µA(ω)dω
, e EνA =

∫ sup Ω
inf{ω:µ(ω)>0} ωνA(ω)dω. Se µA é uma

função degenerada, com a1 = a2 = a3 = a4 então EµA = a1.

Observe que, no caso de ITFS, tem-se que inf{ω : µ(ω) > 0} = a1. A hipótese de que Ω
seja limitado é necessário apenas para garantir que EµA , EνA <∞.

Agora é preciso uma medida de distância para IFS. Antes de introduzir tal medida, é
necessário uma definição preliminar.

Definição 2.8. SejaA um IFS. A representação λ-cut deA em relação a ν éAλν = {ω : ν(ω) ≤ λ} .
Se A é um ITFS então Aλν é um interval [aLν (λ), aRν (λ)]. Apenas para garantir que não haja
confusão Aλµ = {ω : µ(ω) ≥ λ} .

Definição 2.9. (Lourenzutti & Krohling, 2013). Sejam A e B dois ITFS, então distância entre A e
B é definida por

d(A,B) =

√∫ min{µ̃A,µ̃B}

0

[
aLµ(λ)− bLµ(λ)

]2
+
[
aRµ (λ)− bRµ (λ)

]2
dλ+

+

√∫ 1

max{ν̃A,ν̃B}
[aLν (λ)− bLν (λ)]2 + [aRν (λ)− bRν (λ)]2 dλ+

+

√
1

2

[
(µ̃A − µ̃B)2 + (ν̃A − ν̃B)2 + (µ̃A + ν̃A − µ̃B − ν̃B)2

]
As próximas duas definições introduzem operadores de agregação para os Cenários 1 e 2.
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Definição 2.10. (Xu & Cai, 2010). Seja ãi = (µai , νai) (i = 1, . . . , n) uma coleção de IFNs.
Então, o operador de média ponderada fuzzy intuicionista (IFWA) é definido como

IFWAw(ã1, . . . , ãn) =

(
1−

n∏
i=1

(1− µ̃ai)
wi ,

n∏
i=1

(ν̃ai)
wi

)

onde w = (w1, . . . , wn), wi > 0, i = 1, . . . , n, e
∑n

i=1wi = 1, é o vetor de peso de ãi, i =
1, . . . , n.

Definição 2.11. (Wang & Zhang, 2009). Sejam Ai = 〈
(
ai1, a

i
2, a

i
3, a

i
4

)
, µ̃iA,

(
bi1, b

i
2, b

i
3, b

i
4

)
, ν̃iA〉

(i = 1, . . . , n) ITFS em Ω. Então, o operador de média aritmética ponderada fuzzy intuicionista
(ITFWAA) é definido como

ITFWAAw(A1, . . . , An) =

〈(
n∑
i=1

wia
i
1,

n∑
i=1

wia
i
2,

n∑
i=1

wia
i
3,

n∑
i=1

wia
i
4

)
, 1−

n∏
i=1

(
1− µ̃iA

)wi ,(
n∑
i=1

wib
i
1,

n∑
i=1

wib
i
2,

n∑
i=1

wib
i
3,

n∑
i=1

wib
i
4

)
,

n∏
i=1

(
ν̃iA
)wi

〉

onde w = (w1, . . . , wn), wi > 0, i = 1, . . . , n, e
∑n

i=1wi = 1, é o vetor de pesos de Ai, i =
1, . . . , n.

3. Os métodos TOPSIS e IF-RTOPSIS
O TOPSIS é descrito nos seguintes passos:

1. Defina e normalize a matriz de decisão. A normalização é usualmente feita da seguinte
maneira rij = sij/

√∑m
k=1 s

2
kj . Aqui, sij são números crisp.

2. Agregue os pesos dos critérios na matriz de decisão fazendo vij = wjrij .

3. Defina a solução ideal positiva (PIS), v+
j , e a solução ideal negativa (NIS), v−j , para cada

critério. Usualmente v+
j = max {v1j , . . . , vmj} e v−j = min {v1j , . . . , vmj} para critérios de

benefı́cio e v+
j = min {v1j , . . . , vmj} e v−j = max {v1j , . . . , vmj} para critérios de custo.

4. Calcule as medidas de separação S+
i =

√∑n
j=1

(
v+
j − vij

)2
e S−i =

√∑n
j=1

(
v−j − vij

)2

para cada alternativa i = 1, . . . ,m.

5. Calcule o coeficiente de proximidade à solução ideal para cada alternativa

CCi =
S−i

S−i + S+
i

(3)

6. Ordene as alternativas de acordo com os CCi. Quanto maior o CCi, melhor a alternativa Ai.

3.1. O método TOPSIS fuzzy intuicionista em ambientes aleatório (IF-RTOPSIS)
Seja Y = (Y1, Y2, . . . , Yz) um vetor aleatório que afeta a avaliação das alternativas e

seja fY(y) sua função densidade de probabilidade. Agora, suponha que seja possı́vel mapear as
avaliações sij , da matriz de decisão, em gij(y|θij), onde θij = {µij , νij} (Cenário 1) ou θij =
{a1, . . . , a4, µ̃ij , b1, . . . , b4, ν̃ij} (Cenário 2) são vetores de parâmetros definidos pelo tomador de
decisão. Obviamente, os elementos de θ devem satisfazer as condições apresentadas na Definição
2.3 (Cenário 1) ou Definição 2.6 (Cenário 2). Por exemplo, suponha que as condições climáticas
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afetem o desempenho das alternativas. Suponha que seja utilizado duas variáveis para avaliar as
condições climáticas, Y1 - a velocidade do vento (em km/h) e Y2 - uma variável dicotômica que
é 1 se está chovendo e 0 caso contrário. Admita que Y = (Y1, Y2) assuma valores em S =
(0,∞]× {0, 1}. Um mapeamento gij(y|θi) possı́vel,

gij(y|θij) =
〈(
a′1, a

′
2, a
′
3, a
′
4

)
, µ̃A,

(
b′1, b

′
2, b
′
3, b
′
4

)
, ν̃A
〉

poderia ser obtido, por exemplo, fazendo a′i = ai×0.99Y1×0.7Y2 e b′i = a′i, i = 1, . . . , 4. Com esse
mapeamento, as avaliações irão decrescer se a velocidade do vento aumentar e, também, se estiver
chovendo. Na prática, o tomador de decisão deve analisar as variáveis que afetam as avaliações
cuidadosamente.

Como resultado dessa modelagem tem-se a seguinte matriz de decisão

DM =


C1 C2 . . . Cn

A1 g11(y|θ11) g12(y|θ12) . . . g1n(y|θ1n)
A2 g21(y|θ21) g22(y|θ22) . . . g2n(y|θ2n)
...

...
...

. . .
...

Am gm1(y|θm1) gm2(y|θm2) . . . gmn(y|θmn)


que é completamente dependente do vetor aleatório Y. Vale lembrar que gij(y|θij) é um IFN ou um
ITFS. Algumas dificuldades surgem nesse tipo de modelagem, sendo a principal delas a agregação
de um conjunto não enumerável de matrizes de decisão fuzzy intuicionista.

Observe que as medidas de separação nas Equações 4 e 5 são distâncias Euclidianas n-
dimensional. Além disso, como vij = wjrij , temos que

S+
i =

√√√√ n∑
j=1

(
v+
j − vij

)2
=

√√√√ n∑
j=1

(
wjr

+
j − wjrij

)2
=

√√√√ n∑
j=1

w2
j

(
r+
j − rij

)2
(4)

Isto significa que, ao invés de se computar os pesos diretamente na matriz de decisão, pode-se
considerar os pesos nas medidas de separação.

Uma adaptação do TOPSIS para considerar o vetor aleatório subjacente é descrito nos
seguintes passos:

1. Calcule o PIS, g+
j (y|θ+

j ), e o NIS, g−j (y|θ−j ), para cada critério. O PIS, g+
j (y|θ+

j ) ∈
{g1j(y|θ1j), . . . , gmj(y|θmj)} é a maior avaliação sob o critério j e o NIS, g−j (y|θ−j ) ∈
{g1j(y|θ1j), . . . , gmj(y|θmj)} é a menor avaliação sob o critério j. A maior e menor
avaliação são obtidas de acordo com as Definições 2.4 ou 2.7 dependendo de qual cenário
está sendo considerado.

2. Calcule as medidas de separação S+
i (y) =

∑n
j=1wd

(
g+
j (y|θ+

j ), gij(y|θij)
)

e S−i (y) =∑n
j=1wd

(
g−j (y|θ−j ), gij(y|θij)

)
para cada alternativa i = 1, . . . ,m.

3. Calcule o coeficiente de proximidade à solução ideal para cada alternativa CCi(y) =
S−i (y)

/ (
S−i (y) + S+

i (y)
)

Obviamente, como a matriz de decisão é dependente do vetor
aleatório, o coeficiente CCi também o é.

4. Ordene as alternativas de acordo com o valor esperado do coeficiente de proximidade,E[CCi] =∫
S CCi(y)fY(y)dy. Quanto maior E[CCi], melhor a alternativa Ai.
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Como 0 ≤ CCi ≤ 1, E[CCi] sempre existe. Pode ser de interesse utilizar outras quantidades ao
invés do valor esperado. É possı́vel utilizar outros estimadores pontuais do CCi para ordenar as al-
ternativas, e.g., poderı́amos utilizar a mediana, o mı́nimo, ou qualquer outra medida da distribuição
de probabilidade de CCi. De fato, seguindo as ideias da inferência Bayesiana, pode-se definir
uma função perda e então selecionar CCi que minimize a perda esperada a posteriori. Em geral,
será complicado e/ou cansativo obter a distribuição a posteriori para todos os CCi. Os métodos de
Monte Carlo Markov Chain podem ser de grande ajuda nessa tarefa. Com isso em mente, pode-se
generalizar o Passo 4 como:

4. Ordene as alternativas de acordo com ĈCi que minimize alguma função risco definida pre-
viamente.

Entretanto, existem outras dificuldades com esse algoritmo. Primeiro, ele demanda que
o tomador de decisão saiba a distribuição de probabilidade do vetor aleatório. Isso é bastante res-
tritivo. Além disso, a tarefa de definir apropriadamente os mapeamentos das avaliações pode ser
bastante complexa e tomar muito tempo. Com o objetivo de simplificar o método, considere estados
subjacentes formados pelo vetor aleatório de tal forma que, dentro de cada um desses estados as
avaliações de cada alternativa não variam muito, mas entre os estados, as avaliações são considera-
velmente diferentes (pelo menos para uma alternativa). Enquanto isso é uma simplificação do nosso
modelo, esse tipo de abordagem já se provou útil (Durbach & Stewart, 2012, e suas referências).

Sejam S1, . . . , Sk os estados subjacentes formados pela combinação dessas variáveis
aleatórias. Matematicamente falando, esses estados são subconjuntos de S. Por exemplo, de-
fina S1 e S2 como dois estados representando, respectivamente, condições climáticas boas e ruins.
Então, S1 pode ser escrito como S1 = {(y1, y2) : y1 ∈ (0, v] e y2 = 0}, onde v seria a velocidade
máxima do vento que não afetaria (muito) o desempenho das alternativas. De modo similar, S2 =
{(y1, y2) : y1 ∈ (v,∞] or y2 = 1}. Dessa forma, tem-se uma matriz de decisão para cada um dos
estados: com probabilidadeP (Sl), l = 1, . . . , k, de ocorrência. Seja p = (P (S1) , P (S2) , . . . , P (Sk))
o vetor da probabilidade dos estados.

Agora, serão introduzidas três diferentes abordagens para simplificar o IF-RTOPSIS com-
pletamente dependente. A principal diferença entre as abordagens está na forma em que cada uma
delas faz a agregação das informações de cada um dos estados. Iremos denotar o estado da qual a
informação pertence pelo ı́ndice superior (l) em s

(l)
ij . A primeira abordagem é uma adaptação direta

do algoritmo IF-RTOPSIS para o caso de estados. Esse algoritmo será referido como IF-RTOPSIS-
1 e é descrito nos passos seguintes:

1. Para cada estado, Sl, l = 1, . . . , k, calcule o PIS, s(l)+
j , e o NIS, s(l)−

j , para cada critério.

O PIS, s(l)+
j ∈

{
s

(l)
1j , . . . , s

(l)
mj

}
é a alternativa com maior função escore e o NIS, s(l)−

j ∈{
s

(l)
1j , . . . , s

(l)
mj

}
é a alternativa com a menor função escore

2. Calcule as medidas de separação S(l)+
i =

∑n
j=1wd

(
s

(l)+
j , s

(l)
ij

)
e S(l)−

i =∑n
j=1wd

(
s

(l)−
j , s

(l)
ij

)
, para cada alternativa i = 1, . . . ,m em cada um dos estados l =

1, . . . , k.

3. Calcule o coeficiente de proximidade à solução ideal para cada alternativa e cada um dos
estados CC(l)

i = S
(l)−
i

/(
S

(l)−
i + S

(l)+
i

)
.

4. Ordene as alternativas de acordo com o valor esperado do coeficiente de proximidade,E[CCi] =∑k
l=1 P (Sl)CCi, ou, se for o caso, pelo medida que minimiza a função risco.
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Observe que para cada estado Sl, l = 1, . . . , k, o IF-RTOPSIS-1 fornece um vetor
CC(l) =

(
CC

(l)
1 , . . . , CC

(l)
m

)
. Uma outra possibilidade é, ao invés de agregar os vetores CC(l),

l = 1, . . . , k, pelo valor esperado, pode-se formar uma nova matriz de decisão

DM ′ =


S1 S2 . . . Sk

A1 CC
(1)
1 CC

(2)
1 . . . CC

(k)
1

A2 CC
(1)
2 CC

(2)
2 . . . CC

(k)
2

...
...

...
. . .

...
Am CC

(1)
m CC

(2)
m . . . CC

(k)
m

 (5)

e então aplicar a formulação padrão do TOPSIS nessa matriz. Uma ideia similar foi utilizada
em Krohling & Campanharo (2011). Nesse caso, o segundo TOPSIS avaliaria os coeficientes de
proximidade das alternativas em relação a cada um dos estados. O modelo continua com uma
interpretação bastante intuitiva e fornece uma outra forma de agregar as informações. O TOPSIS
encadeado, chamado de IF-RTOPSIS-2, é descrito nos seguintes passos:

1-3. Os mesmo do IF-RTOPSIS-1.

4. Se k = 1 ordene as alternativas pelo CCi obtido no Passo 3. Se k > 1 forme uma nova
matriz decisão como mostrado na Equação 5.

5. Execute os Passos 2-6 do TOPSIS padrão na matriz obtida no Passo 4. Dessa vez utilize
wl = P (Sl), l = 1 . . . , k.

Outra possibilidade é agregar as matrizes de decisão utilizando operadores de agregação.
A partir daı́, executa-se o IF-RTOPSIS usando a matriz agregada. Apesar de existirem diversos
operadores de agregação, operadores que são capazes de considerar as probabilidades dos estados
devem ser preferidos. Para mais informações sobre operadores de agregação, o leitor interessado
é encaminhado para Xu (2007). Agora apresentamos o IF-RTOPSIS-3 utilizando os operadores
ITFWAA ou IFWA.

1. Agregue todas as matrizes de decisão como segue

ṡij =

{
IFWAp(s

(1)
ij , s

(2)
ij , . . . , s

(k)
ij ) se Cenário 1

ITFWAAp(s
(1)
ij , s

(2)
ij , . . . , s

(k)
ij ) se Cenário 2

2. Execute os Passos 1-3 do IF-RTOPSIS-1.

3. Ordene as alternativas de acordo com os respectivos CCi.

Como a diferença entre as versões do IF-RTOPSIS-(1,2 ou 3) está em como cada um rea-
liza a agregação das informações dos estados, em caso de apenas um único estado, os três algoritmos
são equivalentes e irão fornecer o mesmo resultado do IF-RTOPSIS completamente dependente com
uma matriz de decisão constante.

4. Resultados Experimentais
Nesta seção, o método é ilustrado com uma aplicação discutida em Ye (2010c). Primei-

ramente, será aplicado o IF-RTOPSIS completamente dependente, ilustrando o mapeamento. Em
seguida, é considerada a matriz de decisão utilizada por Ye (2010c) com as avaliações do estado
1 e então introduzido um segundo estado rearranjando a matriz original de tal forma a simular
diferentes comportamentos das alternativas em diferentes estados. Em seguida, as simplificações
IF-RTOPSIS-(1, 2 e 3) são aplicadas.
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O problema é decidir onde em qual empresa investir dentre quatro alternativas: A1 (uma
empresa de carro), A2 (uma empresa de comida), A3 (uma empresa de computadores)eA4 (uma
empresa de armas). Três critérios são considerados para avaliar as empresas: C1 (análise de risco),
C2 (análise de crescimento) eC3 (análise de impacto ambiental). Os dados são fornecidos na Tabela
1, retirada de Ye (2010c).

Tabela 1: Dados para o problema de investimento Ye (2010c).

C1 C2 C3

A1 〈0.45, 0.35〉 〈0.50, 0.30〉 〈0.20, 0.55〉
A2 〈0.65, 0.25〉 〈0.65, 0.25〉 〈0.55, 0.15〉
A3 〈0.45, 0.35〉 〈0.55, 0.35〉 〈0.55, 0.20〉
A4 〈0.75, 0.15〉 〈0.65, 0.20〉 〈0.35, 0.15〉

Para propósitos de discussão, considere duas variáveis aleatórias subjacentes, Y1 e Y2,
que afetam as avaliações das alternativas. A variável Y1 é uma variável dicotômica que é 0 se a
economia está em um estado aquecido e 1 caso contrário. A variável Y2 é a taxa de juros básica.
Admita o seguinte modelo:

rl Y2|Y1 = y1 ∼ Exp(0.2 + 0.8y1)

Y1 ∼ Bernoulli(0.1) (6)

Este modelo implica que a probabilidade de uma recessão econômica é 10% e a taxa de
juros depende do estado econômico (recessão ou aquecido). Em tempos de recessão econômica,
a taxa de juros é reduzida para estimular o investimento. Então, estipula-se que a taxa de juros
segue uma distribuição exponencial com média 5% para uma economia aquecida e 1% para uma
economia em recessão. Obviamente, em um problema real, muito esforço e cuidado devem ser
gastos nesse estágio.

Agora, é necessário definir os mapeamentos. Por questões de espaço, considere que todas
as alternativas possuem a mesma relação com as variáveis, i.e., gij(y|θij) = gj(y|θij). Com
o aumento da taxa de juros, as pessoas tendem a gastar menos dinheiro, aumentando o risco do
investimento e reduzindo a taxa de crescimento da empresa. Então, as avaliações das alternativas
com respeito aos critérios C1 e C2 devem decrescer com o aumento da taxa de juros. Os impactos
ambientais não devem ser afetados pelos aspectos econômicos, então definimos g3(y|θi3) = θi3 =
〈µi3, νi3〉 constante em relação a Y. Os mapeamentos são definidos como seguem:

g1(y|θi1) =
〈
µ1+Y1+Y2
i1 , 1− (1− νi1)1+Y1+Y2

〉
g2(y|θi2) =

〈
µ

1+Y2/2
i2 , 1− (1− νi2)1+Y2/2

〉
g3(y|θi3) = 〈µi3, νi3〉

Observe que g1 depende diretamente de Y1 e Y2, g2 depende de Y1 apenas através de Y2 e
g(3) é independente de Y. Em outras palavras, o mapeamento g1 faz o desempenho das alternativas
em relação a C1 dependerem do estado econômico e da taxa de juros. Por outro lado, considerando
g2, apenas a taxa de juros afeta o desempenho das alternativas em relação ao critério C2, mas,
como a taxa de juros depende do estado econômico, existe uma dependência indireta nesse caso.
Obviamente, os casos mais interessantes ocorrem quando as alternativas não possuem a mesma
relação com as variáveis, i.e., as variáveis afetam o desempenho das alternativas de forma diferente.

Para definir o pesos dos critérios, Ye (2010c) usou o método de entropia, obtendo w1 =
0.356, w2 = 0.3613 e w3 = 0.2827. Aqui, vamos utilizar a distância Euclidiana. O valor de
E[CCi(y)], i = 1, . . . , 4 é estimado através de simulações. A simulação é bastante simples nesse
caso. Os passos são:
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1. Simule uma amostra y1 de Y1 ∼ Bernoulli(0.1);

2. Simule uma amostra y2 de Y2|Y1 = y1 ∼ Exp(0.2 + 0.8y1);

3. Use o par y = (y1, y2) em g1, g2 e g3 para mapear a matriz de decisão (Tabela 1).

4. Execute os Passos 1-3 IF-RTOPSIS completamente dependente.

5. Salve o vetor CCi(y) = (CC1(y), . . . , CCk(y)).

6. Repita o processo n vezes. Aqui utilizamos n = 10.000.

7. Para cada i = 1, . . . , 4, calcule a média amostral de CCi(y).

Os resultados da simulação são apresentados na Tabela 2. É importante lembrar que a ordem das
alternativas depende na definição da função perda. Entretanto, os resultados apresentados na Tabela
2 indicam uma clara vantagem para a alternativa 4.

Tabela 2: Resumo dos resultados do IF-RTOPSIS completamente dependente. Os mapeamentos g1, g2 e g3

foram utilizados na matriz de decisão (Tabela 1).

Mı́n. Q1. Mediana Média Q3 Máx. Desvio-Padrão
CC1 0.1064 0.1069 0.1070 0.1070 0.1070 0.1155 0.0004
CC2 0.6980 0.7046 0.7048 0.7049 0.7054 0.7415 0.0009
CC3 0.3322 0.3664 0.3666 0.3666 0.3671 0.3691 0.0013
CC4 0.8179 0.8188 0.8189 0.8190 0.8190 0.8338 0.0006

Apesar de todas as dificuldades desse modelo, i.e., a definição do vetor aleatório sub-
jacente e sua distribuição de probabilidade, os critérios, os pesos dos critérios e os mapeamentos
apropriados, esse método considera todas essas informações para auxiliar o processo de tomada de
decisão. É um método complexo porque considera muitos aspectos que afetam o problema. Em
geral, é um modelo que demanda bastante informação, mas que parece ser bastante poderoso, no
sentido de considerar muitos aspectos que podem afetar o desempenho das alternativas.

Agora considere dois estados, S1 = {(y1, y2) : y1 = 0 e y2 > 1.5} referente a uma eco-
nomia aquecida e S2 = {(y1, y2) : y1 = 1 ou y2 ≤ 1.5} referente a uma recessão econômica. Con-
siderando o modelo probabilı́stico apresentado em (6), pode-se calcular facilmenteP (S1) = 0.6667
e P (S2) = 0.3333.

Com a ideia de tornar uma boa alternativa no Estado 1 (dados originais), uma alternativa
pior no Estado 2 (dados alterados), os dados da Tabela 1 foram modificados. Os dados para o
Estado 2 são apresentados na Tabela 3 e os resultados de cada um dos IF-RTOPSIS são mostrados
na Tabela 4.

Tabela 3: Dados referente ao Estado 2 para o problema de investimento.

C1 C2 C3

A1 〈0.45, 0.35〉 〈0.65, 0.20〉 〈0.55, 0.15〉
A2 〈0.65, 0.25〉 〈0.55, 0.35〉 〈0.20, 0.55〉
A3 〈0.45, 0.35〉 〈0.65, 0.25〉 〈0.55, 0.20〉
A4 〈0.75, 0.15〉 〈0.50, 0.30〉 〈0.35, 0.15〉

Pode-se ver na Tabela 4 que se considerar apenas o Estado 1, o TOPSIS fornece a seguinte
ordem das alternativas A4 � A2 � A3 � A1. O método proposto em Ye (2010c), forneceu a
seguinte ordem A2 � A4 � A3 � A1 e o IF-RTODIM forneceu a mesma ordem do IF-RTOPSIS
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Tabela 4: Resultados do IF-RTOPSIS para cada estado, S1 e S2, considerados separadamente e considerados
em conjuntos. Foram utilizados P (S1) = 0.6667 e P (S2) = 0.3333.

Rank S1 S2 IF-RTOPSIS-1 IF-RTOPSIS-2 IF-RTOPSIS-3
1 A4 (0.81) A1 (0.73) A4 A4 A4

2 A2 (0.80) A3 (0.56) A2 A2 A2

3 A3 (0.45) A4 (0.50) A3 A3 A3

4 A1 (0.00) A2 (0.31) A1 A1 A1

para θ = 2.5 e a mesma ordem do método proposto por Ye (2010c) para θ = 1. Entretanto,
observe que, no IF-RTOPSIS, o coeficiente de proximidade das alternativas A2 e A4 no Estado 1
são praticamente iguais. O mesmo acontece com os scores do IF-RTODIM em ambos os casos
(θ = 1 e θ = 2.5) e do método proposto em Ye (2010c), os valores são bastante próximos. Quando
consideramos os 2 estados, o IF-RTOPSIS, assim como o IF-RTODIM, em todas as suas versões,
forneceram A4 � A2 � A3 � A1.

5. Observações Conclusivas
Neste trabalho foi proposta uma generalização do TOPSIS que considera informação fuzzy

intuicionista e variáveis aleatórias subjacentes que afetam o desempenho das alternativas. Ao con-
siderar as variáveis subjacentes os métodos de tomada decisão se tornam muito mais realı́sticos
pois os problemas reais raramente são determinı́sticos. Além disso, considerar informações fuzzy
intuicionista permite o método ponderar o grau de hesitação. O IF-RTOPSIS é um modelo bastante
robusto nesse sentido.

Dois tipos de cenários diferentes foram considerados e, devido a complexidade do método
mais geral, três diferentes simplificações foram propostas. Cada uma delas com seu próprio método
de fusão de informação. O método e suas simplificações foram ilustrado em uma aplicação con-
siderando números fuzzy intuicionista. Os resultados foram compatı́veis com os já reportados na
literatura. Os resultados aqui obtidos corroboram com os resultados obtidos pelo IF-RTODIM, o
que sugere que a estratégia adotada para modelar as informações nos métodos IF-RTOPSIS e IF-
RTODIM é adequada independentemente do método. Entretanto ainda é necessário mais estudo
nesse sentido. Adaptações para tomadas de decisão em grupos é um interessante caminho para
pesquisas futuras.
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