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RESUMO

Neste artigo investigamos um método para a resolucao de problemas de programagéo néo
linear de grande porte. Este método propde uma linearizagdo de Taylor de primeira ordem nas
restricGes ndo lineares, a utilizagdo de uma funcdo Lagrangeana Aumentada e posteriormente, 0
novo problema é resolvido pelo método do gradiente reduzido. Este método estad implementado
no pacote de otimizagdo MINOS. Neste contexto, propomos analisar a influéncia da inicializa¢éo
do par&metro de penalidade e a eficiéncia do método na resolucdo do problema de Fluxo de
Poténcia Otimo, estudado na Engenharia Elétrica, na area de Sistemas Elétricos de Poténcia.
Testes computacionais foram realizados com problemas de Fluxo de Potencia Otimo associados
aos sistemas elétricos de 30, 57 e 118 barras.

PALAVARAS CHAVE. Funcdo Lagrangiana Aumentada, método do gradiente
reduzido,Fluxo de poténcia Otimo.

Area principal (EN e PM)

ABSTRACT

In this paper we investigate a method for solving large-scale nonlinear programming
problems. This method proposes aTaylor’s linearization of the first order in the nonlinear
constraints, the use of an Augmented Lagrangian function and subsequently, the new problem is
solved by the reduced gradient method. This method is implemented in optimization package
MINOS. In this context, we analyze the influence of the initialization of the penalty parameter
and efficiency of the method in solving the Optimal Power Flow problem, studied in Electrical
Engineering in Electric Power System area. Computational tests were performed with Optimal
Power Flow problems associated with electrical systems of 30, 57 and 118 buses.

KEYWORDS. Lagrangian Augmented Function, Reduced Gradient Method, Optimal
Power Flow.
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1 Introducéo

No final da década de 60, dois pesquisadores Hestenes (1969) e Powell (1969)
apresentaram simultaneamente um novo método para resolugdo de problemas ndo lineares,
denominado de método da funcdo Lagrangiana Aumentada ou método dos multiplicadores. Este
método combina os métodos de penalidade e o dual-Lagrangiano.

O método dual-Lagrangiano pode ser utilizado para resolucdo de problemas de
otimizacdo com restricBes de igualdade e desigualdade. A proposta do método é adicionar a
funcdo objetivo o produto de um multiplicador de Lagrange associado as restrigdes do problema,
tornando assim o problema irrestrito. Porém o método ndo apresenta bons resultados para
problemas ndo convexos, devido ao gap de dualidade na solucdo.

O método de penalidade adiciona a funcdo objetivo um termo, no qual é realizada uma
penalizagdo para cada uma das restrigdes violadas. Neste método pode ocorre um problema de
mal condicionamento da matriz Hessiana, devido ao aumento excessivo do pardmetro de
penalidade.

Com o objetivo de aproveitar as melhores caracteristicas de cada método citado,
Hestenes, em 1969, apresentou o0 método da fungdo Lagrangiana Aumentada para problemas com
apenas uma restricao de igualdade e apresentou uma heuristica para atualizagdo do multiplicador
de Lagrange. Simultaneamente Powell, também em 1969, apresentou 0 mesmo método para
problemas com varias restricdes de igualdade.

Em 1973, Rockafellar desenvolveu em seu trabalho a funcdo Lagrangiana Aumentada
para problemas com restricdes de desigualdades, baseado no trabalho apresentado por Hestenes.
Rockafellar transformou as desigualdades em igualdades adicionando variaveis de folga positivas
a cada uma das restricBes, posteriormente minimizou em relacdo a estas varidveis de folga
obtendo a fungdo Lagrangiana Aumentada para problemas com restrigdes de desigualdade.

Depois da apresentacdo do método da funcdo Lagrangiana Aumentada muitos autores
passaram a utiliza-lo e a melhora-lo. Em 1982, Murtagh e Saunders utilizaram a funcédo
Lagrangiana Aumentada para melhorar um método que eles mesmos j& haviam apresentado em
1978. O novo método proposto por Murtagh e Saunders (1982) é utilizado para resolver
problemas de programacdo linear e ndo linear. Quando o problema é ndo linear é proposto uma
linearizacdo de Taylor de primeira ordem nas fungdes néo lineares das restrigdes e a utilizagdo da
fungdo Lagrangiana Aumentada, na qual associa a funcdo objetivo a diferenca entre a funcéo ndo
linear e sua respectiva linearizacdo, com o uso de um multiplicador de Lagrange e de um
pardmetro de penalidade.

Apbs o desenvolvimento desses métodos, alguns autores aplicaram esses métodos no
problema de Fluxo de Poténcia Otimo, Costa (1990) apresentou uma nova abordagem para a
funcio Lagrangiana Aumentada ao problema de Fluxo de Poténcia Otimo, em seu trabalho no
ha necessidade de penalidade as restricdes de desigualdade ativas na solucdo, posteriormente
Baptista (2001) utilizou o método da funcdo Lagrangiana Aumentada junto com o método de
Barreira Logaritmica para a resolucao.

Neste trabalho propomos investigar a influéncia da inicializacdo do pardmetro de
penalidade e a eficiéncia do método apresentado na solucdo do problema de Fluxo de Poténcia
Otimo.

Este trabalho estd dividido conforme segue: na secdo 2 € apresentado o método
implementando no MINOS; na secdo 3 é apresentado o problema de Fluxo de Poténcia Otimo; os
resultados séo apresentados na se¢éo 4 e as conclusfes na se¢éo 5.

2 O Método Implementado no Pacote de Otimizacdo MINOS

O método implementado no pacote de otimizagdo MINOS foi proposto por Murtagh e
Saunders (1978). O pacote de otimizacdo MINOS foi desenvolvido inicialmente para resolver
problemas de programagéo linear e problemas restritos linearmente cuja funcio objetivo era néo
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linear. Posteriormente, em 1982, os mesmos autores aprimoraram o algoritmo para resolver
problemas de programacéo ndo linear.

2.1 Algoritmo para problemas néo lineares

Considere o problema:

Minimizar F(x)+c'x+d'y; (1.1)
sujeito a: f(X)+Ay~Db; (1.2)
Ax+AY~b,; (1.3)

I, <x<u; (1.4)

l, <y<u,; (1.5)

emquec,d, b b, eusdovetorese A, A e A sdo matrizes, cujas componentes sdo nimeros

reais, as fungdes F(x) e f(x) sdo néo lineares em X e duas vezes diferenciaveis. O sinal “~” indica
que temos restrigdes do tipo “>", “="" ou “<”. As componentes do vetor X s80 denominadas de
variaveis ndo lineares e as do vetor y de variaveis lineares. As restricbes (1.2) e (1.3) do problema
sdo ndo lineares e lineares, respectivamente. J4 as restrigdes (1.4) e (1.5) representam os limites
inferiores e superiores das variaveis.

O algoritmo proposto no pacote de otimizacdo MINOS propbe a resolucdo de uma
sequéncia de subproblemas, em que as fungdes que compdem as restricdes ndo lineares (1.2)
associadas ao problema (1.1)-(1.5) sdo linearizadas usando a série te Taylor de primeira ordem,
ou seja:

FOx) = F(X)+ I (X)X =%); (1.6)
ou resumidamente temos:
f=f +J.(x=x); (1.7)
emque f, e J, sdoafuncdo e a matriz Jacobiana avaliadas em X, , respectivamente.
Desta maneira, associa-se uma fungdo Lagrangiana ao problema (1.1)-(1.5) introduzindo

a diferenca entre as fungbes ndo lineares e suas linearizagdes na funcdo objetivo e resolve-se o
seguinte problema restrito linearmente:

Minimizar F(x)+c x+d"y—- A" (f - f_)+%c(f - ) (f-1) (1.8)
sujeito a:  f(x)+Ay~Db (1.9)

AX+Ay~b,; (1.10)

I, <x<u, (1.11)

|, <y<u, (1.12)

em que a nova funcdo objetivo (1.8) é denominada de funcdo Lagrangiana Aumentada, A é o
vetor dos multiplicadores de Lagrange, ¢ é o parametro de penalidade e que (f — f) é utilizado

no lugar da violacdo convencional das restri¢oes.

O problema (1.8)-(1.12) tem funcdo objetivo néo linear e restri¢cdes lineares e utiliza-se
uma combinacdo do método do gradiente reduzido com o algoritmo quase-Newton na sua
resolugéo.
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O algoritmo para a resolucdo do problema (1.8)-(1.12) é composto por uma iteracao
interior e uma iteracao exterior.

Na iteracdo interior o método do gradiente reduzido é utilizado para resolver o problema
(1.8)-(1.12), para um determinado valor do multiplicador de Lagrange, 4, e do parametro de
penalidade, c, fixos. Para esse fim, as restricdes (1.9) e (1.10) sdo transformadas em igualdade

através da adicdo de vetores de variaveis auxiliares positivas s, e s,. Os vetores dos termos
independentes b, e b,, por motivos didaticos séo incorporados a estas variaveis de folga e as
restrices linearizadas sédo escritas da seguinte forma:

o A6 ) a

Para simplicidade de notac&o (1.13) ser& denotada por:

Ax+Is=b: (1.14)

As matrizes J,, A, A, e A, sdo tratadas como esparsas. O sistema € particionado,
conforme segue:

BXg + S Xs + Nx =b; (1.15)

em que B é uma matriz quadrada e ndo singular como no método simplex, x; € o conjunto das
variaveis basicas, x; € o conjunto das variaveis superbasicas e x, € o conjunto das variaveis nao
bésicas.

O conjunto das variaveis ndo basicas é formado pelas varidveis que se encontram em
algum dos seus limites, ja o conjunto das varidveis basicas e superbasicas sdo formados pelas
variaveis que estdo dentro de seus limites.

As variaveis associadas as matrizes B e S, correspondentes a x; € X, respectivamente,
sdo livres, portanto elas podem variar dentro dos seus respectivos limites. No método do
gradiente reduzido o conjunto das variaveis superbasicas x; € considerado como um conjunto de
variaveis livres ou independentes, pois estas sao otimizadas de modo a reduzir o valor da funcao
objetivo ou diminuir a soma das infactibilidades. Ja o conjunto das variaveis basicas, x;, sdo
ajustadas de modo a continuar a satisfazer as restricdes lineares do problema.

Caso ocorra, no processo de otimizagdo, de uma varidvel superbasica alcancar um de seus
limites (tanto inferior, quanto superior), essa variavel é movida do conjunto S para o conjunto N.
Porém, se uma variavel basica atingir um de seus limites, a variavel ¢ movida do conjunto B para
o conjunto N e uma coluna do conjunto S é movida para o conjunto B.

Uma iteracdo no método do gradiente reduzido consiste em encontrar uma direcdo de
descida para a fungéo objetivo.

O gradiente reduzido é calculado da seguinte maneira:

Gradred =Z"grad; (1.16)
em que grad é definido como o gradiente da funcéo objetivo (1.1) e Z é dada por:

—B'S
z=| 1 | (1.17)
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Assim como as variaveis, o gradiente da funcdo objetivo também pode ser particionado
da seguinte maneira:

grad,
grad =| grady |. (1.18)
grad,

Uma estimativa para as variaveis duais pode ser calcula por:
B'7z=grad, . (1.19)
O custo reduzido é calculado conforme segue:
crn=grad, —N' 7. (1.20)

O gradiente reduzido pode ser reescrito a partir da decomposic¢do do gradiente (1.18) e
das variaveis duais (1.19), da seguinte maneira:

grad,
Gradred =[-S" (B’l)T ,1,0]| grad, |=
grad,
=grad, - S" (B‘l)T grad, = (1.21)
=grad, -S" (B) (B) 7=
=grad, -S" 7

Isso garante a otimizacdo realizada nas variaveis superbasicas. Enquanto isso as variaveis
basicas sdo ajustadas de modo a satisfazer as restri¢oes lineares.

Um algoritmo quase-Newton é utilizado para a otimizacdo das variaveis superbasicas e
isso pode gerar uma convergéncia superlinear para todas as iteracdes, caso a particdo B, S e N ndo
se alterem. Uma direcdo para as varidveis superbasicas é obtida resolvendo-se um sistema da
seguinte forma:

R"Rp, =—Gradred; (1.22)

em que Gradred é o gradiente reduzido e R € uma matriz triangular superior. A matriz R pode ser
atualizada de varias maneiras, de modo a ser uma aproximacao da hessiana reduzida, isto é:

RR~Z'HZ; (1.23)

em que H é a matriz hessiana de F(x).
Como as variaveis basicas sdo calculadas em funcdo das variaveis superbasicas, entdo
elas sdo dadas por:

Py =—B7Sp; . (1.24)

As diregdes das varidveis ndo basicas sdo:
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py =0; (1.25)

pois elas se encontram em algum dos seus limites.
Logo o vetor de direcdo p é dado por:

pB _B_ISps
pP= | Ps |= Ps |3 (1.26)
Py 0

Com o vetor diregdo ja calculado, um passo « é determinado através de uma busca
unidimensional da seguinte maneira:

Minimizar F(x+ ap); (1.27)
sujeito a: 0<a <a,,; (1.28)

de modo que X+ ¢, p continue satisfazendo os limites das variaveis.

Neste algoritmo é implementada uma heuristica para a atualizacdo do parametro de

penalidade da seguinte forma:

a) se 0 problema aparenta ndo estar convergindo ou as violagdes das retri¢oes
ndo lineares aumentam muito, o parametro de penalidade ¢ é incrementado
(os autores inicializam o paramtro de penalidade em c=1 e sugerem que ele
deve ser aumentado para 2, 4 ou 10) e repete-se a iteragdo exterior;

b) se 0 problema apresenta convergéncia, a alteracdo dos multiplicadores de
Lagrange é suficientimente pequena e as violagGes das restricdes nao lineares
sd0 menores do que 107, o parametro de penalidade é reduzido, ou seja,
tende a zero(os autores sugerem que seja multiplicado por 10™). Neste caso,
as violagOes das restri¢des ndo lineares séo calculadas da seguinte maneira:

|“(ﬁﬂf+AYH1_Q”
1 + ||(Xk+1’ yk+1)||

<107?; (1.29)

em que || f(X,1) + AYe, —b| éanorma das restrices ndo lineares e |(X,.;, Yi.1)| é a norma da

solugdo atual,
C) caso o parametro de penalidade ndo seja atualizado como em a) e b) mantém-
Se esse parametro constante.

3 O problema de Fluxo de poténcia Otimo

O problema Fluxo de Poténcia Otimo (FPO) foi proposto por CARPENTIER (1962), e
a partir dele é possivel encontrar a melhor condicdo de operacdo de um sistema elétrico de
poténcia sob um determinado objetivo. Carpentier props um modelo matematico para o
problema no qual incorporava as equacOes de fluxo de poténcia ao problema de Despacho
Econémico (DE).

3.1 Formulagdo matematica do FPO reativo
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O problema de Fluxo de Poténcia Otimo é estudado na Engenharia Elétrica, area de
Sistemas Elétricos de Poténcia. Do ponto de vista matematico é possivel descrevé-lo como um
problema néo linear, restrito, ndo convexo e de grande porte, que pode ser escrito da seguinte

forma:
Minimizar f(x)
sujeito a: w,(x)=0 i=123,...,m
. ) (1.30)
h;(x)<0 1=12,3...,p ;
Xmin <X= Xmax
em que:

x" =(V,0,tap) e R": vetor das variaveis de estado e controle;
f (x) : funcdo objetivo que representa algum desempenho do sistema;

W, (x) =0 vetor que corresponde as equagdes do fluxo de poténcia;
h; (x) <0 vetor que corresponde as inequages funcionais do fluxo de poténcia;
X, X . vetor dos limites inferiores e superiores das varidveis, respectivamente.

min ? “*max *
Associado a cada barra do sistema elétrico tem quatro grandezas escalares, que sao:

Q, - poténcia reativa liquida injetada na barra k;
P, - poténcia ativa liquida injetada na barra k;
6, - angulo da fase da tenséo da barra k;

V, - magnitude da tensdo na barra k.

Com essas grandezas, segundo MONTICELLI (1983), podemos reescrever o problema
(1.30) da seguinte maneira:

Minimizar f(V,6,tap)

sujeito a: APR(V,0,tap)=0 i=1,2,3,...,NBC + NBCR
AQ;(V,6,tap) =0 j=1,2,3...,NBC :
Q™ <Q(V,6,tap)<Q™ 1=1,2,3...,NBCR (1.31)
VALEAVAER Vil k=123...,NB
tap;"" <tap, < tap;"™ k=12,3...,NB

em que:

NBC é o nimero de barras de carga;

NBCR é o nimero de barras com controle de reativo;

NB é o nimero de barras do sistema elétrico;

NL é o nimero total de linhas de transmissao;

Q™ e Q™ sdo os limites minimos e maximos de geragdo de poténcia reativa,
respectivamente;

V™ e V™ sdo os limites minimos e maximos das magnitudes das tensoes,

respectivamente;
tap/" e tap/™ s&o os limites minimos e maximos dos taps, respectivamente.
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Neste trabalho, utilizamos a funcao objetivo de perdas nas redes de transmissdo, que pode
ser escrita da seguinte forma:

fV,0)=> g2 +V7Z-2VV, cos(, —6,); (1.32)

kme®

em que o indice k denota a barra origem, m denota a barra adjacente ligada a barra k, ® denota o
conjunto todas de ligacOes entre a barra de origem e as barras adjacentes e g, € a condutancia da
linha que liga a barra k com a barra m.

As restricdes de igualdade representam o balango de poténcia ativa e reativa do sistema
elétrico.

O balanco de poténcia ativa das barras de controle reativo e de carga, em (1.31), é dado
por:

AR(V,0)=PR° —P° - 3" g,,(tap,,V; )’
= : (1.33)
- ta'pimViVm [gim Cos(ei - em) + bim S en(gi - em )]

em que P° e P° sfo as poténcias ativas consumidas e geradas na barra i, respectivamente;

tap,, é tap dos transformadores e b, é a susceptancia da linha im.
O balango de poténcia reativa das barras de carga, em (1.31), é dado por:

AQ; (V. 0) :QiG - QJ'C + b?hvjz - Z —(by, + biﬁ )(tap,V, )?
Imee ; (1.34)
+ ta‘pijij [bjm COS(QJ» - em) -0 im S en(gj - em )]

em que Qf’ e Qf s8o as poténcias reativas consumidas e geradas na barra j, respectivamente;

tap,, € tap dos transformadores, bf:1 e b;”' s80 a susceptancia shunt da linha jm e da barra j,

respectivamente.

As restricdes de desigualdade representam os limites fisicos ou limites operacionais
relacionados com a seguranca da operacao do sistema.

A geracdo de poténcia reativa injetada nas barras de controle reativo, em (1.31), é dada
por:

Q° =QF —b"V? + z — (b, +bpy)(tap,,V, ) +
Ime® X (135)
+tap,,V\V, by, cos(6 - 6,) - 9,, sen(§ - 6,)]

Os mddulos das tensdes em (1.31), devem estar dentro dos limites minimo e maximo
permitidos para cada barra k do sistema elétrico. Neste trabalho estamos utilizando os taps dos

transformadores como variaveis e as todas as variaveis sdo continuas.

4 Testes e Resultados

Os testes foram realizados com o objetivo de verificar a influéncia da inicializacdo do
parametro de penalidade na resolucdo do problema de FPO e a eficiéncia do método estudado na
resolucdo do problema de FPO. Para esse fim foi utilizado o pacote de algoritmos de otimizagéo
MINOS na interface GAMS. Os dados dos sistemas elétricos IEEE 30, 57 e 118 barras podem ser
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encontrados em http://www.ee.washington.edu/research/pstca/ (acessado em 15/04/2014). A
funcéo objetivo utilizada é a minimizagao das perdas de poténcia ativa na transmissao da rede.

4.1 Sistema Elétrico IEEE 30 barras

A formulacdo matematica do problema de FPO, associado ao sistema elétrico IEEE 30
barras possui: 53 restricdes de igualdade; 12 restri¢des de desigualdade; 34 variaveis canalizadas
e um total de 63 variaveis.

Na tabela 1 apresentamos o numero de iteracdes e 0s valores da funcdo objetivo para
diferentes inicializa¢Bes do parametro de penalidade.

Tabela 1 — Namero de iteracgdes e valores da funcéo objetivo do sistema elétrico IEEE 30

barras
c=100 c=1 c=10" c=10"
Iteracdes 8 6 5 5
F. Objetivo 16,13163MW | 16,13163MW | 16,13163MW 16,11363MW
Tempo (s) 0,591 0,137 0,142 0,115

4.2 Sistema Elétrico IEEE 57 barras

A formulagdo matemética do problema de FPO, associado ao sistema elétrico IEEE 57
barras possui: 106 restricbes de igualdade; 14 restricdes de desigualdade; 71 variaveis
canalizadas e um total de 127 variaveis.

Na tabela 2 apresentamos o nimero de iteracdes e os valores da funcéo objetivo para
diferentes inicializacGes do par@metro de penalidade.

Tabela 2 — Numero de iteracGes e valores da funcéo objetivo do sistema elétrico IEEE 57

barras
¢ =100 c=1 c=10" c=10"
Iteracdes 10 7 6 6
F. Objetivo 22,829656MW | 22,82965MW | 22,82965MW | 22,82965MW
Tempo (s) 0,232 0,175 0,224 0,180

4.3 Sistema Elétrico IEEE 118 barras

A formulagdo matematica do problema de FPO, associado ao sistema elétrico IEEE 118
barras possui: 181 restricdes de igualdade; 54 restricbes de desigualdade; 127 variaveis
canalizadas e um total de 244 variaveis.

Na tabela 3 apresentamos o nimero de iteracdes e os valores da funcdo objetivo para
diferentes inicializa¢es do pardmetro de penalidade.

Tabela 3 — Numero de iteraces e valores da funcéo objetivo do sistema elétrico IEEE 118

barras
c=100 c=1 c=10" c=10"
Iteracdes 15 12 12 10
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F. Objetivo 106,1035MW

106,1035MW

106,1035MW

106,1035MW

Tempo (s) 0,786

0,592

0,662

0,525

5 Conclusoes

Observamos atraves dos testes realizados na se¢do 4, que o método implementado no
pacote de otimizagdo MINOS é eficiente na resolugio do problema de Fluxo de Poténcia Otimo,
na qual a formulagdo é apresentada na se¢do 3. Observamos também que o nimero de iteracoes
estd diretamente ligado a inicializacdo do pardmetro de penalidade. Desta forma quando
diminuimos o pardmetro de penalidade inicial o nimero de itera¢cGes também diminui, porém
para parametros iniciais muito pequenos, isto €, menor que 10° o nimero de iteracdes
permanece constante para formulacdo apresentada na se¢do 3. Em relagdo a dimensdo dos
problemas, podemos observar que o sistema IEEE 118 barras tem praticamente o dobro das
variaveis do sistema IEEE 57 barras e este, o dobro de variaveis do sistema IEEE 30 barras,

porém o namero de iteragGes aumentam em menor proporgéo.
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