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RESUMO 

O Problema do Rodízio de Tripulações de Ônibus Urbano (PRT) consiste na alocação 

de tripulações a jornadas diárias de trabalho, dentro de um dado horizonte de planejamento. O 

presente trabalho resolve o problema de uma empresa de transporte de médio porte da cidade de 

Belo Horizonte, considerando um horizonte de sete semanas. São apresentados dois modelos que 

consideram uma série de restrições legais e operacionais impostas pela empresa. Os objetivos do 

problema são: minimizar o total de funcionários e a quantidade total de horas extras e ociosas 

realizada pelas tripulações; e equilibrar a carga horária de trabalho individual. A resolução do 

problema se deu através de dois modelos de Programação Linear Inteira, cada qual utilizado para 

resolver um dos objetivos supracitados. Os resultados obtidos foram considerados satisfatórios 

em relação ao tempo computacional gasto e quando comparados à escala realizada pela empresa 

e a outros trabalhos disponíveis na literatura.  

PALAVRAS-CHAVE. Problema do Rodízio de Tripulações, Modelo de Programação 

Inteira. 

Área principal: Logística e Transportes. 

ABSTRACT 

The Crew Rostering Problem of Urban Bus (CRP) consists in allocating crews to daily 

duties within a given planning horizon. This paper solves the problem of a midsize transportation 

company from the city of Belo Horizonte, considering a horizon of seven weeks. Two models are 

presented to solve the problem, considering a series of legal and operational constraints imposed 

by the company. The objectives of the problem are: to minimize the total number of employees 

and the total amount of extras and idle time performed by crews; and to balance the individual 

workload. The resolution of the problem was given by two Integer Linear Programming models, 

each one used to solve one of the above mentioned objectives. The results were considered 

satisfactory in relation to the computational time expense and when compared to the rostering 

done by the company and other studies in the literature. 

KEYWORDS. Crew Scheduling Problem, Integer Programming Model. 

Main area: Logistics and Transport. 
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1. Introdução 

O Problema de Rodízio de Tripulações (PRT) é considerado uma das etapas do 

planejamento do transporte público. De acordo com Prates e Silva (2014), esta etapa tem como 

objetivo gerar sequências de jornadas diárias, compreendendo os dias úteis, sábados e domingos, 

que respeitem às restrições legais e trabalhistas. O presente trabalho abordou o problema 

empregando dois modelos de programação inteira que são utilizados em sequência para definir o 

rodízio de tripulações. Os modelos foram testados com os dados de uma empresa de transporte de 

médio porte da cidade de Belo Horizonte. 

Segundo Caprara et al. (2003), o PRT é o problema da definição do trabalho a ser 

executado em um determinado horizonte de planejamento por funcionários que trabalham em 

empresas, como hospitais, bombeiros, call centers, empresas de transporte, entre outras. Um 

grande desafio colocado nesse problema é encontrar uma solução viável, ou seja, que respeite 

tanto as restrições vigentes na legislação trabalhista, bem como as restrições operacionais da 

empresa. Conforme demonstrado em Carraresi e Gallo (1984), este problema é do tipo NP-

completo. 

É extremamente difícil considerar todas as restrições de interesse do usuário em um 

modelo exato, sendo necessárias algumas simplificações. Neste trabalho, o PRT foi resolvido 

considerando um horizonte de planejamento de 7 (sete) semanas. Nesse horizonte, algumas 

características foram ignoradas, como a ocorrência de férias, feriados, ausências de funcionários 

por motivos pessoais, entre outras.  

Nesse trabalho, o PRT foi  resolvido por meio de dois modelos de Programação Inteira 

resolvidos consecutivamente. No primeiro modelo é minimizado o número de funcionários 

necessário para a execução de todas as jornadas dentro do horizonte de planejamento e no 

segundo é minimizado o total de horas extras e ociosas realizada pelas tripulações, bem como é 

reduzida a diferença entre a carga horária total de trabalho realizada pelos empregados, através do 

uso de uma função objetivo do tipo minimax. Desta forma, almeja-se atender o interesse de 

ambas as partes, empresas e funcionários. Os interesses dos empregados devem ser sempre 

considerados, estando diretamente ligados à diminuição de acidentes, doenças e absenteísmo nas 

empresas (MOZ et al., 2009). 

O restante do trabalho está estruturado da seguinte forma: Na Seção 2 é apresentada 

uma revisão literária. O enfoque foi dado na busca por trabalhos relacionados ao mesmo 

problema abordado no presente trabalho, detectando suas peculiaridades, quando se fizer 

presente. Além disso, os resultados obtidos e a metodologia de resolução do problema serão 

expostos. O PRT é descrito na Seção 3, onde são detalhados seus objetivos, juntamente com as 

restrições legais e operacionais do problema. Os modelos de Programação Inteira, utilizados para 

a resolução do problema, são apresentados na Seção 4 e os resultados computacionais e sua 

análise são relatados na Seção 5. A Seção 6 encerra o trabalho  apontando as principais 

conclusões obtidas, bem como o rumo de pesquisa futura. 

2. Revisão Literária 

Carraresi e Gallo (1984) formulam o PRT como um problema de atribuição multi-nível 

com gargalo. O modelo proposto tem como objetivo a distribuição uniforme da carga de trabalho 

entre os funcionários. Para cada jornada  é atribuído um peso, que representa o custo da execução 

da jornada pelo  motorista. Esse custo pode estar relacionado à duração da jornada, o atraso ou o 

tempo total decorrido da jornada, considerando a divisão da mesma. O objetivo é minimizar o 

peso máximo total das jornadas atribuídas ao motorista. Os autores resolvem problemas gerados 

aleatoriamente e problemas da vida real. Os resultados encontrados comprovam a eficiência do 

algoritmo. 

No trabalho  de Yunes et al. (2000), os autores modelam e resolvem o PRT de uma 

empresa brasileira de ônibus através de Programação Inteira (PI), Programação em Lógica com 

Restrições (PLR) e uma abordagem híbrida de Geração de Colunas sobre a formulação de 

Particionamento de Conjunto. Este tem como objetivo apenas a minimização do número de 

tripulações necessário para a realização de todas as jornadas no período de planejamento. O 
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problema é dividido em dois subproblemas: Programação de Tripulação e Programação de 

Escalas de Serviço de Tripulação. O primeiro lida com a atribuição das jornadas às tripulações, 

satisfazendo um subconjunto das restrições do problema original, durante um dia de trabalho. O 

segundo usa a saída do subproblema descrito anteriormente e constrói uma escala de serviço 

abrangendo um período mais longo, ou seja, semanas, meses ou mesmo anos. 

O modelo de PI resolveu o problema para pequenas instâncias. Para um dia de trabalho 

com 10 jornadas, o modelo não encontrou nenhuma resposta dentro de 30 minutos de 

processamento. Usando-se do modelo de PLR, os autores conseguiram encontrar soluções viáveis 

para instâncias típicas do mundo real. O problema com esse modelo está nos limites inferiores 

encontrados, que são exatamente iguais ao número de jornadas do dia de trabalho com mais 

jornadas. Com o uso da abordagem híbrida de geração de colunas, foram encontrados melhores 

limites inferiores e melhores soluções quando comparado ao modelo de PLR. 

No trabalho de Caprara et al. (2003), são propostos algoritmos para a resolução de 

problemas de programação/escalonamento de pessoal, especificamente em um centro de 

atendimento de emergência, no qual deve-se escalar os funcionários que respondem a chamadas 

telefônicas de emergência durante 24 horas por dia. Os autores dividiram o problema em duas 

etapas: a primeira etapa define a sequência de períodos de trabalho e de descanso de cada 

empregado, e a segunda etapa define o trabalho diário a ser realizado em cada período de trabalho 

de cada funcionário. 

A primeira etapa foi formulada como um problema de cobertura, onde foram 

considerados modelos alternativos de Programação Inteira e algoritmos enumerativos baseados 

nesses modelos. A solução ideal é encontrada pela técnicas de  branch-and-bound possivelmente 

combinado com Geração de Colunas. A segunda etapa foi considerada como um problema de 

viabilidade, resolvido heuristicamente através de uma sequência de problemas de transporte, uma 

para cada dia do horizonte de planejamento. 

Uma restrição adicional no trabalho de Caprara et al. (2003), assegura que um 

empregado não pode trabalhar em dias consecutivos realizando jornadas entre 22:00 e 06:00. Os 

mesmos objetivos são contemplados no trabalho de Prates e Silva (2014), adicionando-se um 

objetivo secundário, que consiste em equilibrar a carga horária realizada pelos funcionários. Os 

resultados obtidos com o uso do algoritmo implementado foram satisfatórios, conseguindo 

determinar soluções otimizadas de casos envolvendo até centenas de empregados e um período – 

horizonte de planejamento – de  até 6 meses. 

Moz et al. (2009) usam as heurísticas evolucionárias bi-objetivos  UGH e ASP para 

lidar com o Problema de Escala de Motoristas de Ônibus (PRT). Os dois objetivos do problema 

referem-se ao atendimento dos interesses da empresa e dos interesses dos seus funcionários. Os 

interesses dos funcionários  devem ser sempre considerados, estando diretamente ligados à 

diminuição de acidentes, doenças e absenteísmo na empresa. O modelo  lida com um período de 

planejamento de 28 dias. Foram usadas 21 instâncias para testar o desempenho dos algoritmos 

implementados. Essas instâncias são provenientes de uma empresa de transporte público de 

Portugal. As duas heurísticas usadas obtiveram bons resultados, gerando um grande conjunto de 

soluções viáveis, em uma quantidade de tempo aceitável. 

Uma importante diferença das heurísticas implementadas no trabalho de Moz et al. 

(2009), em relação a outros trabalhos, é a flexibilidade das mesmas em relação a novas regras 

adotadas por uma determinada empresa ou em relação a outros problemas de escalas de serviço. 

Nesse sentido, restrições podem ser inseridas, removidas ou alteradas.  

Bianco et al. (1992) formularam o PRT por meio de um modelo de programação linear 

inteira e descreveram uma heurística que utiliza o limitante inferior, proveniente da relaxação da 

integralidade do modelo, para reduzir as dimensões do problema. A cada iteração o algoritmo 

resolve um problema de designação multi-nível com gargalo, para o qual é proposto um novo 

procedimento que produz soluções que convergem assintóticamente para a solução ótima. 

O trabalho de Ernst et al. (2004a) apresenta uma revisão bibliográfica com quase 200 

referências sobre problemas de programação e rodízio de funcionários (staff scheduling and 

rostering), assim como diferentes métodos de resolução dos mesmos. A revisão aborda uma 
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variedade de áreas de aplicação e técnicas de resolução comuns aos problemas. O trabalho 

também traz um esquema de classificação para descrever problemas de rodízio de funcionários. 

Uma revisão mais completa ainda pode ser encontrada em Ernst et al. (2004b), uma 

revisão bibliográfica comentada que agrupa, de forma compreensiva, um conjunto de cerca de 

700 referências da área. A revisão esta focada principalmente nos algoritmos apresentados na 

literatura para gerar rodízios e programações de pessoal. Mas também cobre áreas correlatas 

como planejamento da força de trabalho e estimativa do número de funcionários necessários para 

executar um determinado conjunto de tarefas. As referências são classificadas de acordo com o 

tipo de problema abordado, a área de aplicação e o método de resolução empregado. Ao final, um 

breve resumo é apresentado para cada artigo citado.  

Toffolo et al. (2005) formularam o problema de rodízio de tripulações empregando 

duas metaheurísticas: Simulated Annealing e Iterated Local Search (ILS), sendo adotado como 

procedimento de busca local o método randômico de descida. Uma estrutura de vizinhança é 

definida pela troca das jornadas entre duas tripulações. Desta forma, para um referido dia k tenta-

se trocar as jornadas entre duas tripulações i e j. Uma função de avaliação é construída levando 

em consideração restrições essenciais, tais como obrigações legais referentes às folgas das 

tripulações, e restrições não essenciais, situações que apesar de indesejáveis podem ocorrer em 

determinadas circunstâncias. As restrições não essenciais (soft constraints) são introduzidas para 

evitar que determinadas tripulações façam muitas horas extras no período, em detrimento de 

outras. Esta é uma situação indesejável, pois normalmente os tripulantes preferem fazer horas 

extras para terem suas remunerações aumentadas. Os autores mostram que para a resolução do 

PRT o método heurístico ILS foi mais eficiente do que o Simulated Annealing, encontrando 

soluções com menor custo em um menor tempo de processamento. Ambos os métodos são 

capazes de encontrar soluções viáveis com tempo de processamento muito reduzido. 

Mesquita et al. (2011) apresentaram um método que obtêm soluções viáveis para um 

modelo de programação multiobjetivo binária do problema de programação integrada entre 

veículos, tripulações e o rodízio das tripulações. Este método é um algoritmo sequencial 

embutido em um ambiente de programação por metas. Inicialmente é resolvido o problema de 

programação dos veículos para todos os dias no horizonte de planejamento. Posteriormente, 

usando essas soluções como ponto de partida e cobrindo o horizonte de planejamento, o PRT é 

abordado em um contexto de programação não cíclica, por um modelo binário multiobjetivo que 

considera tanto os interesses da empresa quanto os dos motoristas. Este problema também é 

resolvido por uma aproximação de programação por metas que levam a soluções mensais quase 

ótimas. A fim de avaliar a qualidade das diferentes soluções para o rodízio das tripulações, foram 

realizadas medidas de perspectivas diferentes do custo. 

Em Nurmi et al. (2012) é apresentada uma forma de planejar os dias de folga das 

tripulações em uma base anual e as jornadas em uma base mensal de uma empresa finlandesa de 

transporte urbano. Os dias de folga e jornadas são planejados e alocados usando um algoritmo 

que inclui características de heurísticas populacionais, assim como as heurísticas não 

populacionais Simulated Annealing, Busca Tabu e Cadeias de Ejeção. As restrições do problema 

são classificadas nos tipos: cobertura, regulamentação, operacionais, preferências operacionais e 

pessoais. O algoritmo para o método de solução do PRT é baseado em um método de busca local 

em população, na técnica de cadeias de ejeção e procedimentos Lin-Kernighan. A principal 

heurística é a busca gulosa de subida da encosta (hill-climbing) e os autores citam também que a 

solução funciona melhor com dados de entrada randômicos. 

Os dois trabalhos apresentados a seguir  tratam do mesmo problema resolvido neste 

trabalho, ressalva pequenas modificações no trabalho de Mayrink e Silva (2013), que serão 

descritas nas próximas seções. Neste trabalho, os autores resolvem o PRT em duas etapas: a 

primeira etapa lida com uma sequência de problemas de designação das jornadas diárias. Nessa 

etapa, o objetivo é a minimização da quantidade de horas extras e ociosas realizada pelos 

funcionários. A segunda etapa atribui as folgas às tripulações. Os dados de entrada deste segundo 

modelo são provenientes da solução dos sucessivos problemas de designação resolvidos na 

primeira etapa. O objetivo desta segunda etapa é a minimização do número de tripulações do tipo 
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“folguista”, respeitando as restrições das folgas. Os folguistas são tripulações que trabalham para 

cobrir jornadas de uma tripulação qualquer que esteja gozando seu direito a um dia de folga. 

Os modelos provenientes das duas etapas foram testados com dados de duas empresas 

do transporte público que atuam em Belo Horizonte. Os resultados obtidos com os modelos 

implementados no trabalho de Mayrink e Silva (2013) foram melhores do que a solução adotada 

pelas empresas. Para a primeira empresa, o modelo proposto reduziu em 54,5% o número de 

motoristas, 44,54% o total de horas extras e 75,4% o total de horas ociosas. Já para a segunda 

empresa, houve uma redução de 8,46% no número de motoristas, 13% no número de horas extras 

e as horas ociosas foram eliminadas. 

No trabalho de Prates e Silva (2014), os autores usaram a heurística Variable 
Neighborhood Search (VNS) para a resolução do PRT de uma empresa de transporte público de 

médio porte. Os autores trabalharam com dois objetivos: a redução do número de tripulações e da 

quantidade de horas extras e/ou ociosas pagas pela empresa aos funcionários. Neste trabalho foi 

utilizado o padrão de folga fixa do tipo 5/1. Esse padrão garante que todos os empregados tenham 

pelo menos uma folga no domingo durante todo o horizonte de planejamento. Os resultados 

obtidos com o uso da heurística reduziram em até 56% a quantidade de horas extras da empresa e 

reduziu pela metade o número de motoristas. 

3. Problema do Rodízio de Tripulações de Ônibus Urbano 

O PRT consiste em alocar uma série de jornadas diárias que devem ser executadas por 

um conjunto de tripulações dentro de um horizonte de planejamento. São fornecidas, como dados 

de entrada, as  jornadas a serem executadas nos dias úteis, aquelas que serão executadas nos 

sábados e as jornadas a serem executadas nos domingos. As jornadas são classificadas em 3  tipos 

de jornadas: pegada simples, dupla pegada e noturno. As jornadas do tipo dupla pegada têm por 

característica uma interrupção ao longo do dia maior que duas horas. As jornadas do tipo noturno 

se encaixam naquelas que têm seu horário de início entre 22:00 e 5:00. Por sua vez, as jornadas 

do tipo pegada simples englobam o restante das jornadas. A carga diária normal de trabalho é de 

6  horas e 40 minutos. Jornadas que possuem duração inferior a essa, apresentam horas ociosas. 

Assim, jornadas que possuem uma duração superior a este valor apresentam horas extras. Além 

disso, o dia é  dividido em turnos, sendo que cada jornada pertence a um turno, dependendo do 

seu horário de início. Os turnos têm duração de 6  horas, sendo que o primeiro turno inicia-se às 

4:00 e termina às 9:59. O segundo  turno começa às 10:00 e encerra-se às 15:59, e assim 

sucessivamente para o terceiro e o quarto turnos.  

As restrições legais e operacionais do problema são descritas a seguir: 

I) O horizonte de planejamento inicia-se em uma segunda. 

II) Cada tripulação (motorista e cobrador quando for o caso) deve ter um tempo mínimo de 

descanso de 11 horas (660 minutos) entre dias consecutivos de trabalho. 

III) Nenhuma tripulação pode trabalhar mais de seis dias consecutivos sem folga. 

IV) Durante o horizonte de planejamento de 7 semanas, todo motorista e cobrador deve ter 

pelo menos uma folga no domingo. 

V) As tripulações devem executar jornadas pertencentes ao mesmo turno durante o horizonte 

de planejamento. 

VI) As tripulações fazem somente jornadas do tipo pegada simples, dupla pegada ou do tipo 

noturno ao longo da semana. 

VII) As tripulações que fazem jornadas do tipo dupla pegada devem folgar aos domingos. 

O Problema do Rodízio de Tripulações tem como objetivos satisfazer as necessidades 

das empresas e também dos funcionários. Sendo assim, os modelos implementados, que serão 

descritos na próxima seção, possuem os seguintes objetivos: 

I)  Minimização do número de tripulações: Quanto menor o número de funcionários para  

realizar as jornadas, menor será o custo mensal da empresa atribuído ao salário dos 

mesmos. 

II)  Minimização da diferença entre as horas extras e ociosas realizadas pelos funcionários: É 

interessante que o desvio padrão do tempo de trabalho dos funcionários seja o menor 
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possível, evitando assim alguma desigualdade ou injustiça para com algum trabalhador. 

III)  Minimização da quantidade total de horas extras e ociosas: Para qualquer empresa, um 

funcionário que receba seu salário e trabalhe menos (ociosidade) do que a carga horária 

normal está gerando prejuízo para a mesma. Por outro lado, funcionários que realizam 

horas extras, recebem um adicional por isso. Nesse sentido, é também objetivo do 

problema que todas as tripulações façam o mínimo de horas extras e não fiquem ociosas. 

Ainda sobre o terceiro objetivo, pode ser realizada a compensação de horas extras e ociosas ao 

longo do horizonte de planejamento. Essa compensação é prevista em lei e adotada na prática. 

4. Resolução do PRT por meio  de modelos de Programação Inteira 

O Problema do Rodízio de Tripulações de Ônibus Urbano foi resolvido utilizando dois 

modelos de Programação Inteira. O primeiro modelo tem como objetivo a minimização do 

número de tripulações. Já o segundo modelo minimiza a diferença entre a carga horária total 

realizada pelos funcionários e a quantidade total de horas extras e ociosas realizadas pelos 

mesmos. Nessa seção serão descritos os conjuntos de índices do modelo, os seus parâmetros, as 

variáveis de decisão empregadas nos modelos desenvolvidos. Os modelos desenvolvidos no 

presente trabalho são baseados no relatório técnico de Yunes et al. (2000). 

 

4.1. Conjuntos de índices 

Os conjuntos de índices são utilizados para definir os parâmetros e as variáveis de decisão do 

modelo. É através deles que são realizados os laços fechados e somatórios usados para 

representar tanto a função objetivo quanto as restrições do problema. 

Jor:  Conjunto de jornadas, incluindo as dos dias úteis, sábado e domingo. 

C: Conjunto de tripulações. 

D: Conjunto de dias do horizonte de planejamento. 

Dom: Conjunto de domingos dentro do horizonte de planejamento. 

Dp: Conjunto de jornadas do tipo dupla pegada. 

Not: Conjunto de jornadas do tipo noturno. 

  : Conjunto de jornadas do dia j, sendo j um dia útil, sábado ou domingo. 

  
 , -: Conjunto de jornadas que não podem ser realizadas no dia j por qualquer 

tripulação  que executou a jornada k  no dia (j-1). 

 

4.2. Parâmetros do problema 

Os parâmetros são os dados de entrada fornecidos para que os modelos sejam construídos.  

 d: Quantidade de dias dentro do horizonte de planejamento. 

 n: Quantidade de tripulações. 

 p: Quantidade de jornadas nos dias úteis. 

 q: Quantidade de jornadas no sábado. 

 r: Quantidade de jornadas no domingo.  

    : Horário de início da  jornada i em minutos. 

    : Horário de término da  jornada i em minutos. 

   : Custo de cada jornada i dado por ((        ) – 400).  

  

4.3. Variáveis de decisão 

         {
                                                         
                                                                                                  

 

 

       {
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4.4. Primeiro Modelo do PRT – Minimização de Tripulações 
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 A Função Objetivo maximiza o número de tripulações que não trabalha durante todo o 

horizonte de planejamento. Sendo assim, o modelo minimizará o número de tripulações 

necessário para realizar todas as jornadas. As restrições (1) garantem que a variável    receberá o 

valor 1 se, e somente se, a tripulação i não trabalhar em nenhum dia sequer durante o horizonte. 

As restrições (2) asseguram que qualquer tripulação terá no mínimo 11 horas de descanso 

entre dias consecutivos de trabalho. As restrições (3) garantem que nenhuma tripulação trabalhe 

mais de seis dias consecutivos sem folga. As restrições (4) garantem, no mínimo, uma folga no 

domingo para todas as tripulações dentro do horizonte de planejamento. As restrições (5) 

garantem que as tripulações que realizam jornadas do tipo dupla pegada folguem aos domingos.  

As restrições (6) e (7) garantem que os funcionários realizem somente jornadas do tipo 

pegada simples, dupla pegada ou noturno. Por fim, as restrições (8) e (9) garantem 

respectivamente que, cada tripulação pode realizar no máximo uma jornada em cada dia e que 

todas as jornadas serão realizadas ao longo do horizonte de planejamento. 

As restrições (3), associadas a restrição III da Seção 3, e as restrições (6) e (7), associadas 

a restrição VI da Seção 3, são inéditas na literatura e foram incluídas para representar 

devidamente o problema abordado. As outras restrições, bem como a Função Objetivo, são 

baseadas no relatório técnico de Yunes et al. (2000). 

 

4.5. Segundo Modelo do PRT – Minimização do  total de horas extras e ociosas 

 O modelo a seguir tem por objetivo a minimização da quantidade total de horas extras e 

ociosas realizadas pelos funcionários durante o horizonte de planejamento. Outro objetivo 

considerado é a minimização da diferença da quantidade de horas realizadas pelos trabalhadores. 

Sabendo-se, através da resolução do primeiro modelo, a quantidade mínima de tripulações 

necessária para a realização de todas as jornadas, o segundo modelo decorre de algumas 
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mudanças em relação ao anterior. Neste modelo, a função objetivo é substituída pela Função 

Objetivo 1 abaixo, e as restrições (1) são excluídas, ao passo que são acrescentadas as restrições 

(10). O restante do modelo, restrições (2) - (9) continua exatamente o mesmo. 

 

                               

Sujeito a: 

∑       
        

                                                                                                                          (  ) 

 

 A Função Objetivo 1 é do tipo minimax. Ou seja, o objetivo desse modelo é a 

minimização da diferença entre a quantidade de horas trabalhadas pelos funcionários. As 

restrições (10) garantem que a variável custo será maior ou igual a quantidade de horas extras ou 

ociosas do funcionário que mais trabalhou ou que esteve mais ocioso. Implicitamente, ao 

equilibrar a carga horária de todos os funcionários, o modelo minimizará a quantidade total de 

horas extras e ociosas realizadas durante o horizonte de planejamento.  

 Vale lembrar que apenas o valor da função objetivo não contempla a quantidade total de 

horas trabalhadas. É preciso realizar o somatório do custo de todos os funcionários. Para cada 

funcionário, há uma restrição. Sendo assim, o custo de cada um deles é obtido pela análise de 

cada uma das restrições (10). A Função Objetivo 1 e as restrições (10) propostas neste trabalho 

são inéditas na literatura para a resolução do PRT.  

5. Resultados 

Os experimentos computacionais foram realizados em um computador com processador 

Intel(R) Core(TM) i5-3230M, 2.60Hz, 6GB de Memória RAM, no sistema operacional Windows 

8. O solver usado foi o CPLEX Optimization Studio, versão 12.5.1.  

A seguir, os dados de entrada serão descritos, bem como os resultados obtidos. A 

análise desses resultados e uma comparação com resultados obtidos em outros trabalhos serão 

apresentadas. 

 

5.1. Dados de Entrada 

As características das jornadas são mostradas na Tabela 1. Todo dia útil possui 104 

jornadas a serem realizadas. Sábado e domingo possuem, respectivamente, 70 e 53 jornadas. 

Apenas nos dias úteis tem-se a existência de jornadas do tipo dupla pegada. O total de horas 

extras (HE) e horas ociosas (HO),  existentes durante os dias úteis, sábados e domingos,  também 

são apresentados na tabela. 

 

Tabela 1. Características das jornadas 

Dia Jornadas Dupla-pegada Noturno HE HO 

Dia útil 104 4 13 62:46 78:36 

Sábado 70 0 11 45:37 26:54 

Domingo 53 0 9 27:41 16:01 

 

Para aplicar os modelos de programação inteira na resolução do PRT o problema foi 

dividido em 4  subproblemas segundo os turnos do dia.  Cada subproblema contém todas as 

jornadas pertencentes a um dos quatro turnos. A Tabela 2 exibe as características de cada turno, 

afim de esclarecer como o problema foi resolvido. O Turno 1 (4:00 – 9:59) possui 97 jornadas, 

sendo 49 delas nos dias úteis (DU), 28 aos sábados (SAB) e 20 aos domingos (DOM). Além 

disso, 4 jornadas são do tipo dupla pegada e 20 do tipo noturno. Analogamente, a tabela exibe a 

quantidade de jornadas para os outros turnos. 
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Tabela 2. Características dos turnos 

Turno DU SAB DOM Dupla-pegada Noturno 

Turno 1 49 28 20 4 20 

Turno 2 38 26 20 0 0 

Turno 3 12 11 10 0 0 

Turno 4 5 5 3 0 13 

Total 104 70 53 4 33 

 
Os modelos implementados exploraram as características dos turnos para a 

resolução do problema da maneira mais eficiente possível. Assim, a restrição V da Seção 3 (as 

tripulações realizam jornadas somente de um turno) é sempre atendida, devido às partições 

realizadas no problema. Sendo assim, não é necessário considerar essa restrição nos modelos. 

Como pode-se observar na Tabela 2, os Turnos 2, 3 e 4 possuem apenas um tipo de 

jornada. Nesse sentido, a restrição VI (as tripulações realizam somente um tipo de jornada)  só se 

aplica ao turno 1, já que nesse turno tem-se os 3 tipos de jornadas. Desta forma, os outros turnos 

já respeitam essa restrição. Além disso, a restrição VII, que garante folga aos domingos para as 

tripulações que executam jornadas do tipo dupla pegada, também só se aplica ao Turno 1. 

Sendo assim, as restrições VI e VII foram colocadas nos modelos apenas na execução 

do Turno 1, com o objetivo de  melhorar o tempo de resolução do problema. É válido ressaltar 

que todas as outras restrições continuaram sendo respeitadas. 

 

5.2. Resultados do Primeiro Modelo 

A Tabela 3 apresenta os resultados obtidos com o uso do primeiro modelo de 

Programação Inteira para cada um dos subproblemas (turnos). Novamente, algumas 

características dos turnos são mostradas: quantidade de jornadas nos dias úteis (DU), sábados 

(SAB) e domingos (DOM). O número de tripulações (solução inicial n) para cada subproblema é 

apresentado na tabela. A penúltima coluna da Tabela 3 retrata o número de tripulações necessário 

para a realização de todas as jornadas (Solução ótima). A título de esclarecimento, o valor 

escolhido para a variável n – quantidade inicial de tripulações – deve ser suficientemente grande 

para que o modelo se torne viável. O tempo computacional gasto está expresso em minutos. 

 

Tabela 3. Resultados obtidos pelo Primeiro Modelo para cada um dos turnos 

Turno Tripulações 

Solução inicial (n) 

DU SAB DOM Tripulações 

Solução ótima 

Tempo 

Turno 1 52 49 28 20 50 84.00 

Turno 2 41 38 26 20 40 4.36 

Turno 3 15 12 11 10 14 0.20 

Turno 4 8 5 5 3 6 0.01 

Total 116 104 70 53 110 88.57 

 

A interpretação da tabela se dá da seguinte maneira: para o  turno 1, uma solução inicial 

foi considerada, utilizando-se 52 tripulações (n = 52). O modelo conseguiu alocar as 49  jornadas 

dos dias úteis, 28 dos sábados e 20 dos domingos, realizadas nesse turno, reduzindo em 2 o 

número de tripulações (Solução ótima = 50 tripulações). Sendo assim, são necessárias 50 

tripulações para a realização das jornadas do Turno 1 para todo o período planejado. A 

interpretação dos resultados encontrados para os turnos 2, 3 e 4 se dá de forma similar. 

Como é objetivo do trabalho a minimização do número de tripulações durante o 

horizonte de planejamento, atendendo a todas as restrições  legais e operacionais, integrou-se os 

subproblemas a fim de se obter a solução ótima para o problema original. Na última linha da 

Tabela 3, tem-se o somatório dos resultados obtidos nos 4 turnos. Considerando a solução ótima 

encontrada igual a 110, o modelo resolve o Problema do Rodízio de Tripulações de Ônibus 

Urbano com 110 tripulações para um período de 7 semanas. 
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5.3. Resultados do Segundo Modelo 

A Tabela 4 apresenta os resultados obtidos com o uso do segundo modelo de 

Programação Inteira para cada um dos subproblemas (turnos). A tabela apresenta o tempo 

computacional gasto em minutos (Tempo), a quantidade total de horas extras (HE) e horas 

ociosas (HO) realizada. A coluna DP apresenta o desvio padrão (em minutos) da carga horária 

total realizada pelos funcionários. A última coluna da tabela exibe o Gap da solução final 

encontrada pelo CPLEX. 

 

Tabela 4. Resultados obtidos pelo Segundo Modelo para cada um dos turnos 

Turno Tripulações Tempo HE HO DP Gap 

Turno 1 50 175.26 0:00 1.162:00 7,40 0,50% 

Turno 2 40 262.40 729:52  0:00 1,57 0,18% 

Turno 3 14     3.05 225:52 0:00 0,00 0,00% 

Turno 4 6 0.06 0:00 135:13  0,41 0,00% 

Total 110 441.17 955:44 1.297:13 -- -- 

 

O segundo modelo implementado teve como objetivo a minimização da diferença entre 

as horas extras e ociosas das tripulações e o equilíbrio do tempo total trabalhado pelas tripulações 

como um todo. Pode-se observar que em menos de 8 (oito) horas todos os subproblemas foram 

resolvidos. A quantidade total de horas extras realizada foi de 955 horas e 44 minutos. Por sua 

vez, a quantidade total de horas ociosas foi 1297 horas e 13 minutos. Não foi possível compensar 

as horas extras com as horas ociosas da solução final devido à divisão da operação por turnos. 

Por outro lado, para cada turno, toda a compensação possível foi realizada, zerando as HE nos 

turnos 1 e 4 e zerando as HO nos turnos 2 e 3. 

O desvio padrão para o Turno 1 foi de 7 minutos e 40 segundos, considerando um total 

de 50 tripulações, em um horizonte de 7 semanas. Esse foi o maior desvio padrão entre os turnos. 

Esse desvio é representado pela diferença entre a quantidade total de horas (extras ou ociosas) 

realizada por cada funcionário. Ainda na Tabela 4, é possível observar o quão eficiente o segundo 

modelo implementado foi para a resolução do problema. No Turno 3, todos as 14 tripulações 

possuem a mesma carga horária de trabalho. O resultado torna-se ainda mais expressivo ao 

ressaltar o horizonte de planejamento de 7  semanas. 

A última coluna da Tabela 4 apresenta o Gap, no qual o modelo implementado 

encontrou a solução ótima para os Turnos 3 e 4 (Gap = 0,00%). No entanto, para os Turnos 1 e 2 

a solução esteve próxima do ótimo (Gap menor que 1%). O tempo de execução não foi limitado, 

sendo os resultados encontrados  nos Turnos 1 e 2  limitados pelo estouro de memória.  

 

5.4. Comparação de resultados 

A Tabela 5 apresenta um resumo comparativo entre os resultados obtidos nesse 

trabalho, a escala realizada pela empresa e outros dois trabalhos presentes na literatura. O 

trabalho desenvolvido por Mayrink e Silva (2013), foi reproduzido novamente com adaptações 

para refletir o mesmo problema e consequentemente com as mesmas restrições impostas no atual 

trabalho. O outro trabalho foi desenvolvido por Prates e Silva (2014). As comparações se dão 

através da quantidade de tripulações e da quantidade total de horas extras (HE) e ociosas (HO). 

 

Tabela 5. Comparação dos resultados 

 Tripulações HE HO 

Modelo Proposto 110 955:44 1.297:13 

Empresa 244 1.106:39 1.695:52 

Mayrink e Silva (2013) 110 804:56 1.146:25 

Prates e Silva (2014) 122 490:40 832:09 

 

Considerando a quantidade de tripulações, o primeiro modelo proposto obteve um 

excelente resultado quando comparado à escala realizada pela empresa e aos dois trabalhos 
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presentes na literatura. Obteve-se uma redução superior a 50% do número de funcionários em 

relação à escala utilizada pela empresa. Quanto aos trabalhos da literatura, o modelo conseguiu a 

mesma minimização de tripulações obtida por Mayrink e Silva (2013), superando o resultado 

encontrado no trabalho de Prates e Silva (2014). 

Em relação às horas extras e ociosas, o segundo modelo obteve uma diminuição na 

quantidade de ambas as horas quando comparado à escala realizada pela empresa. Em contra-

partida, os trabalhos referências da literatura obtiveram melhores resultados do que o modelo 

acima citado. No trabalho de Prates e Silva (2014), a redução na quantidade total de horas extras 

e ociosas foi consideravelmente maior que no presente trabalho e em Mayrink e Silva (2013). 

Certamente essa diferença está ligada a quantidade de tripulações. Quanto maior essa quantidade, 

maior a flexibilidade na distribuição das jornadas, diminuindo-se assim o somatório total de horas 

extras e ociosas realizadas. 

Como mencionado anteriormente, a resolução do PRT se deu através da divisão do 

problema em subproblemas, cada um dos quais englobando um turno. Essa divisão possibilitou a 

resolução do problema através dos modelos de programação inteira descritos anteriormente 

dentro de um tempo satisfatório. Porém, a limitação existente nesses modelos está exatamente 

nessa partição do problema original. Desse modo, uma tripulação qualquer não pode trabalhar em 

turnos distintos durante o horizonte de planejamento.  

Acredita-se que os resultados encontrados para a minimização total da quantidade de 

horas extras e ociosas foram piores do que os resultados encontrados na literatura em virtude da 

restrição V. Neste trabalho são resolvidos os problemas para cada turno separadamente. Por outro 

lado, nos trabalhos de Mayrink e Silva (2013) e Prates e Silva (2014) as restrições de turno são 

válidas somente para os dias úteis. Estes autores permitem que funcionários troquem de turnos 

aos finais de semana. Apesar disso, em relação a quantidade de funcionários necessária para a 

realização de todas as jornadas durante o horizonte de planejamento e o equilíbrio na quantidade 

de horas extras e ociosas realizada por cada funcionário, foram obtidos excelentes resultados.  

6. Conclusões 

Inicialmente, para a resolução do PRT, os modelos desenvolvidos englobavam todos os 

turnos. Porém, o problema tornou-se demasiadamente grande e não foram obtidas soluções. 

Posteriormente, esses modelos de programação inteira foram modificados, dividindo o problema 

original em 4 subproblemas, cada qual contendo as jornadas de um respectivo turno. O primeiro 

modelo desenvolvido, teve como objetivo a minimização do número de tripulações. A 

minimização do total de horas extras e ociosas dos funcionários e a diferença dessa quantidade 

entre eles foi objetivo do segundo modelo. 

Em relação aos resultados obtidos, os modelos de PI supracitados se mostraram 

eficientes para a resolução do PRT, ao reduzir consideravelmente o número de tripulações, a 

quantidade total de horas extras e horas ociosas e a diferença entre a carga de trabalho das 

tripulações, quando comparado à escala realizada pela empresa. 

Quando comparado a alguns trabalhos presentes na literatura, o primeiro modelo 

proposto conseguiu a maior minimização do número de funcionários. Já o segundo modelo 

proposto tem um pior desempenho em relação à quantidade total de horas extras e ociosas 

realizada dentro do horizonte de planejamento. Vale ressaltar que não é possível uma maior 

minimização na quantidade total de horas extras ou horas ociosas de cada turno, visto que para 

todos eles, o resultado encontrado contemplara apenas horas extras ou ociosas. Acredita-se que a 

restrição V, como citado anteriormente, tem forte influência nos resultados obtidos. Uma 

flexibilização dessa restrição permitiria que os funcionários realizassem jornadas pertencentes a 

qualquer turno (nos finais de semana), diminuindo o total de horas ociosas e horas extras. 

Ainda sobre o segundo modelo, o desvio padrão entre a quantidade de horas extras e 

ociosas realizada pelos funcionários foi irrisório. Considerando todos os turnos, o maior desvio 

padrão encontrado foi menor do que 8 minutos, sendo um total de 50 tripulações, em um 

horizonte de 7  semanas. 

Neste trabalho, foram implementados dois modelos de programação inteira para que 
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cada um dos objetivos de interesse do PRT fossem resolvidos independentemente. Acredita-se 

que ao se construir apenas um modelo de programação inteira, baseando-se nos dois modelos 

implementados anteriormente, o número de tripulações necessário para a realização das jornadas 

teria um aumento considerável, ao passo que a quantidade total de horas extras e ociosas seria 

reduzida. É notório observar que os objetivos são conflitantes: Menos funcionários implica em 

uma maior quantidade de horas extras realizadas pelos mesmos. Um número maior de  

funcionários implica em uma redução na quantidade dessas horas. 

Como proposta de trabalho futuro, sugere-se deixar a restrição V menos restrita, no 

sentido de permitir às tripulações executarem jornadas pertencentes a outros turnos nos finais de 

semana, tornando essa restrição exatamente a mesma presente nos trabalhos utilizados para 

comparação. Para isso, um modelo exato ou heurística pode ser implementado, usando a saída do 

segundo modelo de PI proposto nesse trabalho como entrada para esse novo método de resolução. 

Outra pesquisa futura sugerida está relacionada a realização de abordagens multiobjetivos, já que 

o problema é resolvido contemplando objetivos conflitantes, como já citado anteriormente.  
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