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RESUMO
Este trabalho consiste na aplicacdo do método de Decomposi¢do de Benders Especiali-

zado para a resolucdo do Problema de Localizacdo em dois Niveis de Facilidades ndo Capacitadas.
Trata-se de um problema da area de Otimizacdo de Sistemas de Grande Porte que tem grande
aplicabilidade nos mais variados modelos de sistemas logisticos existentes. O grande desafio de
problemas dessa natureza é estabelecer quais facilidades serao instaladas de forma a garantir uma
configuracdo vidvel de custo minimo que implique na eficiéncia mdxima no atendimento dos cli-
entes em uma rede. O problema pode ser modelado de inimeras formas, sendo que em todas elas
a ideia € estabelecer o quantitativo de fluxo que sai de uma facilidade de primeiro nivel, passa por
outra de segundo nivel e atende um cliente final. Para demonstrar a eficiéncia do método proposto
serdo feitas andlises em relacdo ao tempo computacional de resolucio e qualidade da solucio.

PALAVRAS CHAVE. Problema de Localizacdo em dois Niveis de Facilidades nao Capacita-
das, Método de Decomposicao de Benders, Otimizacdo de Sistemas de Grande Porte.
Area Principal: Otimizacao Combinatdria; Programaciao Matematica.

ABSTRACT
This paper consists of applying the Specialized Benders Decomposition method for sol-

ving the Two Level Uncapacitated Facility Location Problem. This is a problem of the field of
Optimization of Large Scale Systems that has wide applicability in several models of existing lo-
gistics systems. The great challenge of such problems is to establish what facilities will be installed
to ensure a feasible minimum cost configuration that implies in the maximum efficiency to meet the
customer’s network. The problem itself can be modeled in many forms, and in all of them the idea
is to establish the amount of flow that leaving a facility first level, pass by another second level and
meets one end customer. To demonstrate the efficiency of the proposed method, analyzes in relation
to the computational time of resolution and quality of the solution will be made.

KEYWORDS. Two Level Uncapacitated Facility Location Problem; Benders decomposition;
Optimization of Large Scale Systems.
Main Area: Combinatorial Optimization; Mathematical Programing.
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1. Introducio

A estrutura hierdrquica de muitos sistemas de grande porte tem como caracteristica a
existéncia de dois diferentes niveis de facilidades' para o atendimento de um conjunto de clientes.
As facilidades de primeiro nivel podem ser vistas como geradoras de recursos, enquanto as de
segundo nivel funcionam como agentes intermedidrios de distribuicdo fisica desses recursos.

Para Klose e Drexl (2005) a escolha do local de instalacdo de facilidades em um sistema
de distribuicdo tem cardter estratégico para muitos tipos de empresas. Nos casos em que a regido
geogréfica que compreende a rede de clientes e facilidades é muito extensa (considerar todo um
estado, um pais, ou até mesmo um continente, por exemplo), o posicionamento das facilidades se
torna um fator ainda mais determinante para o sucesso das empresas.

Alguns exemplos reais de sistemas hierdrquicos em dois niveis de facilidades podem ser
vistos em: servigos de atendimento a satde, na localizagdo estratégica dos centros de especialidade
médicas (primeiro nivel), hospitais regionais (segundo nivel) e postos de satde (clientes) de um
estado; na producdo e distribui¢do de produtos como veiculos, alimentos e vestudrio, onde € neces-
sario escolher onde construir as fabricas ou usinas, que abastecerdo os centros de distribui¢do e que
posteriormente irdo repassar os produtos ao comerciantes varejistas espalhados ao redor do conti-
nente; e servicos de transmissao de sinais de TV e internet, na instalacio de centrais de geracdo do
sinal, que enviam dados para as torres de recepg¢ao/transmissao que por sua vez as repassam para as
antenas locais dos clientes de uma grande cidade.

Para todos os exemplos citados, o problema consiste em estabelecer quais facilidades
estardo ativas dentre todos os locais candidatos (primeiro e segundo nivel), de forma a atender toda
a demanda dos clientes com o menor custo total possivel (custo de instalagdo e fluxo de recursos).
A literatura sobre problemas de localizacdo de facilidades € muito extensa e apresenta diversas
variagdes para o problema que vao desde o acréscimo de outros niveis de facilidades, até problemas
com multiplos produtos e com restricdo de capacidade, bem como outras caracteristicas presentes
em situagdes reais, como mostrado no trabalho de Klose e Drexl (2005). Neste sentido, percebe-se
que o desenvolvimento de pesquisas que envolvam problemas neste contexto se justifica.

O presente trabalho objetivard na aplicacdo de um método do Decomposicao de Benders
Especializado para a resolu¢do do Problema de Localizacdo em dois Niveis de Facilidades nao
Capacitadas. Primeiramente serd feita uma breve revisdo sobre o assunto, bem como serao apresen-
tados os conceitos, as técnicas e a formulagdo utilizados ao longo deste trabalho. Posteriormente
serdo apresentados os experimentos computacionais e seus respectivos resultados. Por fim, serdo
apresentadas as conclusdes sobre a metodologia proposta.

2. Problema de Localizacao em dois Niveis de Facilidades nao Capacitadas

Em meados dos anos sessenta, os trabalhos desenvolvidos pelos pesquisadores Balinski
(1964) e Manne (1964) citados por Kaufman et al. (1977), resultaram em um modelo bésico para
o problema de localizacdo de facilidades dos quais ndo era considerada a restri¢do de capacidade
de cada uma das facilidades, o chamado Problema de Localizagdo e dois Niveis de Facilidades
ndo Capacitadas (Two Level Uncapacitated Facility Location Problem - TLUFLP). As principais
caracteristicas do TLUFLP sdo determinar pontos de abertura de facilidades de primeiro e segundo
nivel que resultem na minima distancia/custo de atendimento dos clientes.

Segundo Aardal et al. (1996) pouco se sabe sobre as propriedades estruturais dos TLU-
FLP, exceto o fato de tratar de um problema do tipo NP-dificil e que existiam poucos trabalhos
sobre o TLUFLP na literatura até o inicio da década de noventa. A Figura (1) ilustra um exemplo
de configuragdo de um TLUFLP na qual existem trés candidatos a facilidade de primeiro nivel (cir-
culos), seis candidatos de segundo nivel (losangos) e oito clientes (quadrados) a serem atendidos.
Cada cliente € atendido por um par de facilidades ativas (brancas), e os tragos reprentam fluxo de

"Uma definigdo para palavra facilidade, no contexto deste trabalho, seria um local fisico que dispde de uma quantidade
suficiente de recursos (produtos ou servigos, por exemplo), para atendimento de todos os clientes.
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recursos que sai da facilidade de primeiro nivel, passa pela de segundo nivel e chega ao cliente. Por
se tratar de um problema ndo capacitado, ndo faz sentido que um cliente seja atendido por mais de
uma facilidade de primeiro e segundo nivel.

®
L A8 2°& 4

Figura 1: Representaciio esquemadtica de uma solug@o para o TLUFLP

Os principais trabalhos utilizando métodos exatos sobre o TLUFLP podem ser descritos a
comegcar por Kaufman et al. (1977) que desenvolveu um algoritmo de Branch-and-Bound baseado
em um algoritmo para o problema de um tnico nivel (Uncapacitated Facility Location Problem)
proposto por Efroymson e Ray (1966). Seguido pela elaboracdo de um método Branch-and-Bound,
utilizando um procedimento dual com direcdo de subida (proposto por Erlenkotter (1978)) e des-
crescimento do primal proposta por Ro e Tcha (1984). Outro trabalho interessante foi apresentado
por Barros e Labbé (1994), no qual eles sugeriram um método de relaxacdo lagrangeana combi-
nado com uma heuristica primal para gerar bons limites superior e inferior em um algoritmo de
Branch-and-Bound. Em trabalhos mais recentes abordando o TLUFLP, destaque para os trabalhos
de Gendron et al. (2013) e Baiou e Barahona (2014). O primeiro propos a resolu¢cdo do TLUFLP
com uma restricdo de atribuicdo simples por meio de um algoritmo Lagrangeano associado a um
Branch-and-Bound para resolucdo de instancias industriais reais e outras artificiais. J4 o segundo
identificou uma classe de problemas do TLUFLP que possui resolucdo em tempo polinomial, bem
como apresentou algumas inequacdes e facetas associadas ao politopo do problema.

Diferentes formula¢des foram propostas para o problema ao longo dos anos, dentre as
quais destacam-se os modelos de Balinski (1964) e Manne (1964) e o de Narula e Ogbu (1979). A
principal diferenca entre os modelos citados sdo que o de Balinski (1964) e Manne (1964) utiliza
apenas uma varidvel de fluxo de trés indices enquanto o modelo de Narula e Ogbu (1979) € cons-
truido com duas varidveis de fluxo de dois indices. Para este trabalho optou-se pela utilizacdo da
formulacdo de Balinski (1964) e Manne (1964), que serd apresentada em sequéncia.

Para descrever o modelo matematico do TLUFLP as seguintes definicdes foram adotadas:
Consideremos K e J o cojunto de nds candidatos para se tornarem facilidades de nivel 1 e nivel
2, respectivamente, € I o conjunto de clientes. Consideremos também c;j;, serem os custos de
atendimento de um cliente ¢ € I por uma facilidade £ € K e uma facilidade j € J. Além disso,
caso uma facilidade entre o conjunto de nés candidatos no nivel 2 seja instalada, entdo haverd um
custo de instalacdo fj, associado, o mesmo acontece para as facilidades de nivel 1, com o pardmetro
aj. As varidveis de decisdo do problema z, € {0,1} paratodo k € K e y; € {0,1} para todo
j € J,indicam se entre todos os nés candidatos, as facilidades ¢ e j estdo instaladas, sendo também
definidas ao longo das atribui¢Oes o valor das varidveis x;j; > 0, quando as facilidades k € K e
j € J sdo alocadas ao cliente 7 € I. Neste contexto o problema pode ser modelado como segue:
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min Z fruzn + Z a;y; + Z Z Z CijkTijk (D

keK jeJ iel jeJ keK
sas Y Y wp=1 Viel )
jeJ keK
yi— > Tijk >0 Viel,jeJ 3)
keK
2= Y Tijr >0 Viel,ke K 4)
JjeJ
zijr > 0 Viel,jeJkeK (5)
2 € {0,1} Vke K (6)
v €{0,1} vied @

As restrigdes (2) garantem o atendimento de todos os clientes, enquanto que as resti¢des
(3) e (4) eliminam a possibilidade de haver atribuicdo de fluxo oriundas de facilidades que nao se
encontram instaladas. Neste contexto a funcéo objetivo (1) resulta na configuragao de custo minimo
para as varidveis 2., y; € T;;, que respeitam as restri¢des apresentadas.

3. Metodologia de resolu¢cio do TLUFLP
3.1. Método de Decomposicao de Benders

O chamado método de Decomposi¢cao de Benders porposto por Benders (1962) foi criado
para solucionar problemas de natureza inteira mista e ndo-linear. O algoritmo consiste na proposta
de decomposic¢io do problema original em dois outros problemas, um deles o problema mestre e o
outro o subproblema. A escolha do método se deu principalmente pelas caracteristicas basicas das
varidveis e restrigdes presentes na formulacao de Balinski (1964) e Manne (1964), que sdo: possuir
duas varidveis complicantes zj, e y;, para todo k € K e j € J respectivamente, que quando fixadas
resultam em um subproblema que consiste em atribuir a cada 7 € I a configuragdo de menor custo
entre as facilidades j € J e k € K ativas.

A aplicacdo do método de Decomposicdo de Benders no TLUFLP pode ser alcancada
através da relaxacdo do Problema Mestre responsavel pela fixacdo dos valores das varidveis zj e
y;, referentes a decisdo de instalar ou ndo uma facilidade, associado aos incrementos de cortes
gerados por meio do Subproblema Dual, para cada um dos clientes ¢ € I. Primeiramente vamos
mostrar o subproblema primal gerado a partir da fixacdo das varidveis y; € z;, do problema original
(parAmetros y; € z; do subproblema primal), como segue:

min Z Z Z Cijkxijk (8)

iel jeJ keK

s.a.: Z Z Tk =1 Viel )
jeJ keK
> mije < Viel,jeld (10)
keK
> win < % Viel,ke K (1)
jeJ
Tijr >0 Viel,jeJkeK (12)

Dualizando o subproblema primal, temos:
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max Zvi — Z Zgjwij — Z Z ZEUik (13)

icl il jeJ icl keK
..V — Wij — Uik < Cijk Viel,je Jke K (14)
wi; > 0 Viel,jeld (15)
Ui, > 0 Viel, ke K (16)
v; € R Viel 17

Assim, é possivel montar o Problema Mestre (PM) de Benders, baseado no Subproblema
Dual (SD) e na criac@o de uma varidvel 1 que a cada itera¢do do algoritmo ird ajudar a compor um
novo corte para o problema.

min Z frzr + Z a;y; +n (18)
keK Jje€J

S.a.inzZ@i—zzyjﬂ}ij—zzzkﬂik Viel,jeJ ke K (19)

il icl jeJ icl keK

Yoyi=1 (20)
jed
d m>1 1)
keK
n=0 (22)
2z, € {0,1} Vke K (23)
y; € {0,1} vied (24

As restricdes (20) e (21) foram incorporadas ao PM para garantir que quando aplicado o
algoritmo de Benders, haja sempre pelo menos uma facilidade instalada em cada nivel. Essas duas
restricdes somente sdo necessarias no inicio da execucdo do algoritmo, quando o PM ainda ndo
possui cortes de Benders (19).

A aplicagdo do método de Benders tradicional no TLUFLP, ndo se mostra uma técnica
muito eficiente quando aplicada na integra, porém & medida que algumas técnicas de aceleracdo do
método sdo acrescentadas, espera-se que tenha bons resultados em relacio ao tempo computacional
de resolucgdo. Neste sentido, foram escolhidas algumas técnica de aceleracao do método de Benders
para contrugdo de um algoritmo especializado de Benders, que sdo: desenvolvimento de uma versao
de multiplos cortes de Benders; Insercio de cortes Pareto-Otimo (Papadakos (2008)); resolugio do
SD sem a utilizagdo de programacio linear; utilizacdo de fase de pré-aquecimento do método de
Benders; e utilizagdo de uma tnica drvore de Branch-and-Bound.

3.2. Miiltiplos cortes de Benders para o TLUFLP

Segundo You e Grossmann (2011) pelo fato do algoritmo de Decomposi¢do Benders tra-
dicional retornar apenas um corte por iteracdo para o Problema Mestre, em problemas de grande
porte, a sua convergéncia pode ser lenta, sendo que o algoritmo pode levar muitas itera¢des para che-
gar ao limite de tolerincia predefinido. Para acelerar o algoritmo de Benders os trabalhos de Birge
e Louveaux (1988) e You e Grossmann (2011) propdem a decomposicdo da varidvel 17 em cendrios
de forma a retornar multiplos cortes (Multicuts) em cada iteracdo. Contudo, a adi¢do de multiplos
cortes somente € possivel em casos especificos que o modelo utilizado pode ser desagregado em
relacdo a algum indice. No caso do TLUFLP o SD pode ser decomposto em % subproblemas (para
cada cliente 7 € I), conforme mostrado nas equagdes a seguir:
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max v; — E YjWi; — E ZrUik

jeJ keK
..V — Wij — Uik < Cijk VieJ ke K
wi; >0 VjedJ
uir > 0 Vk e K
v; €R

Assim é possivel montar um PM utilizando o SD desagregado para cada ¢ como segue:

min Y frzk + Y ajyi+ Y (25)

ke K jeJ iel
s.a.in; > U — Zyju_}ij - Z 2k ViedJ ke K (26)
jeJ keK
D yi>1 27
jeJ
> a>1 (28)
ke K
n; >0 (29)
2, € {0,1} Vke K (30)
y; € {0,1} Vied 31)

A varidvel 7 passa a ser dasagregada para cada ¢ € I, e a funcdo objetivo do PM (25)
passa a incrementar o ) . 7);.

3.3. Cortes Pareto-Otimo

Em um trabalho desenvolvido por Magnanti e Wong (1981), eles perceberam que o sub-
problema dual de Benders possui multiplas solugdes 6timas, o que possibilita gerar varios cortes
diferentes. Eles entdo desenvolveram uma técnica que garante a gera¢do de apenas um tnico corte
que domina todos os outros, o chamado corte Pareto-Otimo. Papadakos (2008) por sua vez, base-
ado nas idéias de Magnanti e Wong (1981), propos um método mais simples de geracdo de cortes
Pareto-Otimo, o qual obteve sucesso.

A construgio dos cortes Pareto-Otimo de Papadakos (2008) para o TLUFLP, parte do
pricipio da montagem de um Subproblema Dual de Papadakos (SDPk), que tem a mesma estrutura
do SD, com a diferenca da substituigdo das varidveis zi(k € K) e y;(j € J) do PM pelas varidveis
Nk eK)e y? (j € J) respectivamente, calculadas por meio do uso dos core points®. Assim
podemos escrever o SDPk desagregado para cada cliente ¢ € I da seguinte forma:

max v; — Z gj?wij - Z 204, (32)
jeJ keK

S.a.0 Uy — Wij — WUk < Cijk VieJ ke K (33)

wij > 0 VieJ (34)

up > 0 Vk e K 35)

vi €R 36)

*Um ponto y?, para todo cliente ¢ € um core point se ele pertence ao interior relativo da casca convexa, ou seja, se
y) €ir(Y*°), onde ir(Y°) é o interior relativo da casca convexa Y° de Y (conjunto de solugdes vidveis).
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Para atualizacdo dos core points € necessaria a criacdo de um parametro A tal que 0 <
A < 1, e além disso considerar A = % conforme sugerido por Papadakos (2008). A atualizacio
de zg(k: eK)e y? (j € J) em cada iteracdo de Benders ¢ serd feita por meio das equacdes que

seguem:
20 = 20070 41— x)20 Vk € K (37)
i = a7 (1 - Ay VjeJ (38)
Neste contexto podemos montar ¢ cortes para cada um dos ¢ SDPk como exposto em
sequéncia.
20—y — Y 2 vjedkek (39)
jeJ keK

3.4. Algoritmo para resolucao do Subproblema Dual - ASD
Em toda iteragdo ¢ do método de Decomposi¢do de Benders padrdo obtem-se dois veto-

res (yt, 2') referentes 2 solu¢do do PM, que sdo pardmetros a serem usados no SD e guardam a
informacdo sobre quais facilidades estdo ativas e quais ndo.

A resolucdo do subproblema do TLUFLP desta forma pode ser vista como um problema
de atribuicdo, no qual a solugdo 6tima consiste em associar o par de facilidades (j € J, k € K)
que atendem cada cliente ¢ € I com o menor custo. Assim resolver esse problema por inspe¢ao
pode resultar em economia de tempo computacional. Para apresentar o método resolu¢ido do ASD,
algumas notacgdes foram definidas:

Oy={jeJ:yi=1}eO0.={keK:z =1}
Cy={jeJ:y;=0leC.={kec K:z =0)

As facilidades k € K e j € J abertas (open) em cada iteracdo ¢t do algoritmo de Benders
serdo pertencerdo aos conjuntos O, e O,, respectivamente. O mesmo valor para as facilidades
k € K e j € J fechadas (closed), com C, e Cy. Ao analisarmos a fungédo objetivo do SD (13),
nota-se que a fungdo atingird seu valor 6timo quando o somatérios dos v; for maximo e o restante
da equagdo for zero. Assim, utilizando os conceitos de complementaridade de folga que sdo:

Ui Zli_zxgjk =0 Viel,ke K (40)
jed

“’fj (%‘Zﬁjk)zo Viel,jeJ (41)
keK

ik (Cijh — vj + ujy, +wi;) =0 Viel,jeJkeK (42)

E explorando de maneira mais ampla a restri¢do (14), podemos chegar as seguintes con-
clusoes:

vi = min {ciji : j € Oy, k € O} Viel (43)

uj =0 Vkeo, (44)

wj; =0 Vjeo, (45)

ul, > max {max {0,v} — ¢;jx}} VkeC, (46)
JEOy

wi; > faax {max {0, v — ciji}} VjeC, (47)
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Através das equagoes de (43) a (47) é possivel encontrar uma solugdo 6tima para o SD
de Benders sem a utilizacdo do método SIMPLEX. As duas dltimas, (46) e (47), sdo aquelas que
demandaram um maior cuidado durante sua implementacdo. Neste contexto o Algoritmo (1) foi
desenvolvido para resolucdo do SD.

Algoritmo 1: Resolucido do ASD
inicio
para todo (i € I) faca
vl < min {¢;jx} V jeOy kecOy
ugk +0 vV ke,
wfj —0 VjeO,
uly, < max {0,vf — ¢} VYV jE€O,, ke,
wfj + max {0, v} — Cijk } VkeO,, jely
paratodo (k€ C, Aje C,)faca
se ((ul, +w';) < (v! — ciy0)) entio
df  (vf — cijr) — (ufy +wj)
selecione {1V 2V 3V 4V 5}(// Vilido para todo i) faca
L. uly  ub, +df/2
w}; < wi; + df /2
2. uly «—ul +df
wfj — w;?j +df
4. se (wf; > uf ) entdo uf  uf + df
sendo wf; < wj; + df
5. se (wf; <uly)entdo uf  uf + df
sendio wj;  wf; + df

%

w

fim

fim
fim

fim

fim

Pelo Algoritmo (1) é possivel notar que o cdlculo das varidveis v! € feito de forma automa-
tica. As varidveis ufk e wfj sdo calculadas em fungéo da configuracdo atual das facilidades k € K
e j € J, respectivamente, que podem estar abertas ou fechadas, como mostrado nas equacdes de
(44) a (47). Nos casos em que temos um par de facilidades (primeiro e segundo nivel) do tipo C,
e Cy, pode ser preciso fazer a integralizagdo das varidveis wfj e ul,. So propostas cinco maneiras
simples de integralizacdo das varidveis, de forma a manter o conceito de complementaridade de
folga. Todas elas utilizam a ideia de que se (v} — c;jx) — (uf, +wj;) = df > 0, devemos fazer com
que essa diferenca df seja atribuida a uma das duas variaveis, ou distribuida entre elas.

As cinco formas testadas podem ser resumidas em: Distribuir % para wfj e uf,; Somar df
em wj;; Somar df em uf,; Somar df em w}; caso (wj; > uf), caso contrario somar em uj; ; Somar
df em uf; caso (wfj > ul} ), caso contrario somar em wfj.

3.5. Pré-aquecimento e uso de uma tnica arvore de Branch-and-Bound
Outras duas técnicas de aceleragdo do método de Benders aplicadas no TLUFLP foram o

Pré-aquecimento e uso de uma tnica arvore de Branch-and-Bound. O Pré-aquecimento (Hot Start)
visa a obtec@o de uma solucgao inicial de forma rdpida e eficiénte para acelerar a convergéncia dos
métodos de resolugdo de problemas lineares. O uso de uma unica drvore de Branch-and-Bound é
feita por meio de fungdes Callback provenientes dos resolvedores comerciais, como o CPLEX?,

t

3Resolvedor comercial da empresa IBM (International Business Machines).
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por exemplo, que permite cada né da arvore de Branch-and-Bound seja explorado uma tnica vez.

A técnica de Pfe-aquecimento do método de Benders aplicada ao TLUFLP foi feita atra-
vés da relaxacdo linear das varidveis y; e z; que passam a ser Rt paratodo j € Je k € K,
respectivamente, nas quatro primeiras iteragdes do método de Benders. O nimero de iteracdes foi
definido de tal forma que a quantidade de cortes adicionados ao PM nio prejudicasse o desempenho
do método aplicado, um vez que os resolvedores comerciais sdo sensiveis a quantidade de cortes
iniciais adicionados, isto €, o acréscimo de cortes (iniciais) em demasia melhora o limite inferior do
PM mas também piora o tempo computacional ao longo da busca na arvore de Branch-and-Bound.
Para o problema estudado, quatro se mostrou um bom nimero.

Neste trabalho optou-se pela utilizacdo do CPLEX como resolvedor, e as fungdes Call-
back adotadas foram: a CutCallback e a LazyConstraintCallback. A ideia de executar a func¢io
CutCallback parte do principio que seja feita a expansdo sobre todos os nds da arvore de Branch-
and-Bound no qual o valor das varidveis do PM sdo vidveis na regido de viabilidade do TLUFLP,
porém nao inteira viaveis. J4 a LazyConstraintCallback terd o mesmo papel, mas somente para as
varidveis inteiras, e que desta forma sio candidatos a serem uma solu¢o incumbente.

4. Resultados Computacionais

Os experimentos computacionais realizados tinham por objetivo a avaliacdo da perfor-
mance do algoritmo especializado de Benders propostos neste trabalho. Para a realizacdo dos testes,
um conjunto de instincias foram geradas em formato semelhante ao proposto por Ro e Tcha (1984).
Na construcao das instancias considerou-se o custo de transporte de uma facilidade de primeiro ni-
vel para outra de segundo nivel igual a 0.0125 unidades monetéria por milha, ao passo que o custo
de transporte de uma facilidade de segundo nivel para um cliente foi de 0.0250 unidades monetdria
por milha percorrida.

Em relacdo as distincias entre todos os locais (facilidades e clientes), as mesmas foram
geradas de maneira aleatéria em um intervalo uniformemente distribuido que variava entre 100 e
5000 milhas. Os custo fixos das facilidades de segundo nivel foram gerados aleatoriamente no in-
tervalo uniformemente distribuido de 15000 as 20000 unidades monetdrias, enquanto que 0s custos
fixos das facilidades de primeiro nivel variou de 50000 a 60000 unidades monetdrias. A demanda
de cada um dos clientes foi gerada também de forma randomica que variava de 50 a 2000 unida-
des, sendo esta incorporada a todos os pardmetros de custo c;;, para um mesmo cliente ¢ € I. As
dimensdes das instincia geradas foram semelhantes as 10 primeiras utilizadas no trabalho de Ro e
Tcha (1984). Além disso outras 8 instancias maiores foram geradas e testadas.

Todos os experimentos foram realizados em um notebook Asus, com um processador Intel
Core 17-3610QM 2.3GHz, e 8G de RAM, em um sistema operacional Linux de 64bits. Os algo-
ritmos foram implementados em Concert, utilizando o CPLEX 12.4 como resolvedor, tendo como
critérios de parada um tempo limites de 10800 segundo, equivalente a trés horas de processamento
na maquina.

Em cada um dos testes foram analisados o limites inferior e superior, o gap de dualidade,
a solugdo para o problema e o tempo computacional de resolucdo. Além disso, também foram im-
plementados o Problema Original (PO) descrito pelas equagdes de (1) a (7) e o método de Benders
tradicional (BT) utilizando apenas as equacdes de (18) a (24) do PM e as equagdes de (13) a (17) do
SD, ambos para avaliacdo da performance do método de Benders Especializado (BE) desenvolvido.
O BE retne todas as técnicas de aceleracdo descritas ao longo deste trabalho, que sdo: realizagdo
quatro iteracdes de pré-aquecimento, inserco de miiltiplos cortes tipo Pareto-Otimo de Papadakos
(39) no PM, utilizacdo de uma unica arvore de Branch-and-Bound, e resolu¢do do subproblema
dual através do Algoritmo (1).

As Tabelas (1) e (2) ilustram os resultados obtidos em todos os testes realizados. A Tabela
(1) mostra o comportamento do BE frente a mudancas na forma de realizar o ajuste das varidveis ng
e uf, do Algoritmo (1). J4 na Tabela (2) ¢ possivel observar os tempos de resolugéo dos seguintes
algoritmos: PO, BT e BE.
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Tabela 1: Tempos de resolu¢iio do TLUFLP para as variagdes do cdlculo de wﬁj e u!, pelo BE.

Instdncias  Mét. 1 Mét. 2 Mét. 3 Mét. 4  Mét. 5
t(s) t(s) t(s) t(s) t(s)

5-5-50 0.01 0.01 0.01 0.01 0.00
5-15-50 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02
5-25-50 0.04 0.03 0.04 0.03 0.03
7-10-50 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02
7-15-50 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05
7-20-50 0.04 0.04 0.03 0.03 0.04
7-25-50 0.16 0.16 0.16 0.16 0.15
10-10-50 0.02 0.03 0.02 0.02 0.03
10-15-50 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04
10-20-50 0.11 0.11 0.11 0.11 0.11
10-50-100  1.64 1.60 1.64 1.55 1.68
15-25-100  0.65 0.66 0.58 0.67 0.59
15-30-150  1.11 1.06 1.01 1.11 1.01
30-50-200  15.71 10.09 12.39 13.93 12.17
30-100-200 1190.66 54791 66420 797.42  779.37
30-100-300 936.46  446.00 347.57 22473 62222
40-100-300 8061.81 7347.27 * 424235 *
50-100-500 877249 * 3268.36  7062.12 5479.82

* Nao resolvidos em trés horas de processamento.

Tabela 2: Tempos de resolucao das instancias para os trés algoritmos.

Instancias PO BT BE
t(s) gap(%)  (s) gap(%) (s) gap(%)
5-5-50 0.00 0.00 0.01 0.00 0.01 0.00
5-15-50 0.01 0.00 0.07 0.00 0.02 0.00
5-25-50 0.03 0.00 0.37 0.00 0.03 0.00
7-10-50 0.01 0.00 0.05 0.00 0.02 0.00
7-15-50 0.06 0.00 0.11 0.00 0.05 0.00
7-20-50 0.02 0.00 0.31 0.00 0.03 0.00
7-25-50 0.12 0.00 7.74 0.00 0.16 0.00
10-10-50 0.02 0.00 0.08 0.00 0.02 0.00
10-15-50 0.02 0.00 0.48 0.00 0.04 0.00
10-20-50 0.02 0.00 2.01 0.00 0.11 0.00
10-50-100 1.07 0.00 * 2.35 1.55 0.00
15-25-100  0.43 0.00 4475  0.00 0.67 0.00
15-30-150  0.77 0.00 486.02 0.00 1.11 0.00
30-50-200  28.19 0.00 * 10.14 13.93 0.00
30-100-200 600.46  0.00 * 86.53 79742  0.00
30-100-300 953.10  0.00 * 92.26 22473 0.00
40-100-300 5667.11 0.00 * 95.59 4242.35 0.00
50-100-500 * 0.94 * 97.30 7062.12 0.00

* Nao resolvidos em trés horas de processamento.
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Para montagem Tabela (2) foram utilizados os dados referentes a resolucio das instancias
do TLUFLP pelo método 4 do Algoritmo (1). O gap de dualidade de cada um dos teste realizados
foi obtido através da expressdo: gap(%) = 100(limite superior - limite inferior)/limite superior.

5. Conclusido

A partir dos resultados obtidos pode-se concluir que o resolvedor do CPLEX se mostrou
uma boa alternativa para a resolu¢do do TLUFLP, porém apenas para instancias que sdo relativa-
mente pequenas. A Tabela (2) deixou evidente, que para problemas mais simples o uso do resolve-
dor comercial é sempre mais eficiente do que a implementagdo do BT e BE. Esse resultado mostra
a qualidade dos resolvedores disponiveis no mercado que apesar de ndo serem cddigos especificos
para um determinado problema, conseguem resolver muitos problemas com certa facilidade.

Em relacdo a implementacdo do BT nota-se a fragilidade do método quando a dimensao
dos problemas aumenta. Ao observar o comportamento do algoritmo frente as oito dltimas instan-
cias testadas (Tabela (2)) percebe-se que 0 método ndo apresenta um desempenho satifatério, com
tempos computacionais muito altos ou até mesmo nao resolviveis dentro do limite de tempo.

O método BE mostrou-se competitivo, quando comparado com a implementacio do Pro-
blema Original, e além disso, para instancias maiores mostrou-se mais eficiente. Por se tratar de
uma implementagao especifica para o TLUFLP, o método tende a ser melhor a medida que as di-
mensdes do problema aumentam. Como exemplo a tltima instancia mostrada na Tabela (1) somente
foi resolvida pelo BE, enquando as demais ultrapassaram o tempo de trés horas de processamento.

Quando analisado a Tabela (1), nota-se que houve pouca variacdo entre métodos de inte-
gralizacdo das varidveis wfj e u}, do SD para as treze primeiras instancias testadas. Por outro lado,
as cinco ultimas indicaram que o método quatro tende a apresentar melhores resultados.

Por fim, pode-se dizer que, apesar de poucos testes, o0 BE se mostrou um método compe-
titivo de resolucdo do TLUFLP. Como sugestdo para trabalhos futuros fica o aperfeicoamento do
método BE por meio de outras técnicas de aceleracdo do método de Benders, como geracdo de ou-
tros tipos de cortes, a realizagdo de testes em instancias realisticas maiores ou criadas de diferentes
formas, bem como um estudo mais detalhado sobre a forma de resolu¢do do subproblema dual por
inspecdo. Assim espera-se que seja possivel melhorar ainda mais a taxa de convergéncia do método
BE.
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