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RESUMO 

Fundos de índices buscam acompanhar o desempenho de determinados índices de bolsas de 

valores. São muito comuns e amplamente empregados nos mercados doméstico e internacional. 

Correspondem a uma forma passiva de gestão de recursos. O presente trabalho compara o desempenho 

de três formulações de programação inteira desenvolvidas para a elaboração de fundos de índices. Para 

essa comparação, foram utilizados dados históricos de alguns dos principais índices dos mercados 

estrangeiros: S&P 100, FTSE 100, DAX 100 e Hang Seng. O Brasil foi representado pelo Ibovespa. Os 

resultados obtidos destacam que duas das formulações são capazes de obter bons portfólios. Por 

exemplo, portfólios com apenas quatro ações escolhidas por essas formulações já seguem o índice 

melhor do que portfólios com dez ações aleatórias. 

PALAVRAS CHAVE. Fundos de índices, Gestão passiva, Mercados de Ações. 

Área principal: Programação Matemática  

ABSTRACT 

Index funds seek to replicate the performance of certain indexes of a stock market. They are 

very common in domestic and international markets and correspond to a passive management strategy. 

This paper compares the performance of three integer programming formulations developed for the 

creation of index funds. The comparison was performed using historic data from some of the main 

indexes of foreign markets: S&P 100, FTSE 100, DAX 100 and Hang Seng. Brazil was represented by 

Ibovespa. The results indicate that two of the formulations can indeed obtain good portfolios. For 

example, portfolios with only four stocks chosen by the formulations can track the index better than 

portfolios with ten random stocks. 

KEYWORDS: Index Funds, Passive Management, Stock Markets.  

Main area: Mathematical Programming 
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1. Introdução 

 

Fundos de investimentos aplicam recursos em ações ou outros instrumentos financeiros. O 

objetivo do fundo é aumentar, no médio e longo prazo, o capital inicialmente investido. Formalmente, 

Bodie et al. (2010) definem fundos de investimento como sendo intermediários que recolhem fundos de 

investidores pessoa física e os investem em uma gama potencialmente ampla de títulos ou outros ativos. 

O agrupamento de ativos é a principal ideia por trás da formação de um fundo. Cada investidor tem 

direito proporcional ao montante investido. Esses fundos, portanto, servem de mecanismo para o 

pequeno investidor “formar um grupo” e obter os benefícios do investimento em grande escala. A 

comissão de valores mobiliários (CVM), autarquia publica federal, denomina fundos de investimento 

como uma comunhão de recursos, captados de pessoas físicas ou jurídicas, com o objetivo de obter 

ganhos financeiros a partir da aplicação em títulos e valores mobiliários. São regidos por um 

regulamento e têm na Assembleia Geral seu principal fórum de decisões. Os fundos de investimento 

constituem-se num mecanismo organizado com a finalidade de captar e investir recursos no mercado 

financeiro, transformando-se numa forma coletiva de investimento, com vantagens, sobretudo, para o 

pequeno investidor individual. A CVM classifica os diversos fundos existentes em sete grupos: “curto 

prazo”, “referenciado”, “renda fixa”, “multimercado”, “ações”, “cambial” e “dívida externa”. Todos os 

fundos de investimento possuem um regulamento. A associação brasileira das entidades dos mercados 

financeiro e de capitais (ANBIMA) lembra que o regulamento é o documento oficial de constituição do 

fundo, e contêm todas as regras a serem adotadas em suas operações, tais como taxas, prazo de resgate, 

política de investimento, e o benchmark (um índices do mercado financeiro, tal com um índice da bolsa 

ou a taxa média do CDI). Investidores costumam comparar a rentabilidade do seu fundo com algum 

desses índices para avaliar se ele foi bem ou mal. O Ibovespa, principal índice brasileiro de ações, é 

benchmark para inúmeros fundos de ações.  

No que tange a gestão do fundo, duas estratégias básicas podem ser seguidos pelo gestor. 

Gestão ativa: neste caso, o gestor possui flexibilidade para escolher e alterar as ações que 

integram o fundo. Está livre para utilizar, ao longo do processo de seleção, métodos da análise 

fundamentalista e da análise técnica. A premissa é de que o julgamento e a experiência do gestor do 

fundo são capazes de selecionar as ações com maior probabilidade de retorno do capital no futuro, 

superando o benchmark estabelecido pelo fundo. 

Gestão passiva: aqui o gestor possui menor flexibilidade no processo de seleção e mudança 

da composição da carteira de ativos ao longo do tempo. É esperado que o fundo permaneça fiel a um 

determinado critério pré-estabelecido. 

O debate entre qual a melhor estratégia a adotar na gestão de recursos é bastante antigo, 

estando fora do escopo deste trabalho defender uma ou outra estratégia. Defensores da gestão passiva 

destacam os baixos custos de transação envolvidos na administração do fundo (não é necessário 

remunerar uma equipe de gestão especializada e alocada na busca de ativos com promessas de maior 

rentabilidade). O baixo custo é transmitido ao cotista do fundo, através de uma reduzida taxa de 

administração anual. Os críticos à gestão ativa lembram também que, nem mesmo os melhores gestores 

de recursos (resguardadas poucas exceções) conseguem, ano após ano, superar um índice de mercado. 

Por sua vez, defensores da gestão ativa advogam ser possível encontrar ações subavaliadas. Para esses 

defensores, investir num fundo passivo, tal como um fundo de índice, é uma estratégia “medíocre”, pois 

segue estritamente os movimentos do mercado (de alta e de baixa).  

Uma reflexão importante é apresentada por Bernestein, apud Bogle (2009): o que acontece 

com a riqueza dos investidores individuais não pode ser dissociado da estrutura da indústria que 

gerencia estes ativos. O autor lembra assim da estrutura complexa e demandante por remunerações cada 

vez maiores dos gestores e “especialistas”. 

Um tipo de fundo de gestão passiva comum é representado pelos fundos de índices. Fundos de 

índices buscam acompanhar o desempenho de um índice de ações conhecido, tal como o Ibovespa 

(bolsa de valores de São Paulo), Dow Jones, S&P 500 ou S&P 100, (bolsa de Nova Iorque), DAX 100 

(bolsa de Frankfurt), FTSE (bolsa de Londres), NIKKEI 225 (bolsa de Tóquio), HANG SENG (bolsa 

de Hong Kong) selecionando e adquirindo algumas ações que integram o índice. Invariavelmente, o 

benchmark destes fundos é o próprio índice perseguido. Um fundo de índice busca reproduzir o 
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desempenho do índice, e não superá-lo. Especificamente, o nome desta estratégia é “seguir o índice” 

(index tracking), sendo este o objeto principal deste trabalho. 

Formalmente, index tracking descreve o processo de tentativa de rastrear (reproduzir) o 

desempenho de um determinado índice. Um fundo de gestão passiva cujo objetivo é reproduzir o 

retorno de um índice é conhecido como fundo de índice (Beasley et al, 2003). 

Cumpre ressaltar que seguir o índice em princípio é algo simples. A composição do índice 

(quais ações fazem parte, juntamente com suas proporções) é divulgada e atualizada sempre quando há 

mudança na composição do mesmo. Dessa forma, bastaria comprar todas as suas N ações na proporção 

da sua composição e ir atualizando a carteira na medida em que a composição for mudando. Contudo, 

isto é de difícil gerenciamento, dado que algumas das ações teriam de ser adquiridas em diminutas 

proporções (sendo algumas delas sem liquidez) e, os custos de transação seriam altos. Esses custos já 

seriam suficientes para inviabilizar essa estratégia para um pequeno ou médio investidor (por exemplo, 

para seguir o S&P 500, o investidor teria de adquirir quinhentas ações diferentes, em proporções 

distintas). Mesmo para investidores de grande porte, que até poderiam comprar as N ações, um 

problema complexo ocorre no momento da mudança da composição do índice. No exato instante em 

que a nova composição do fundo é divulgada, as ações que saem sofrem desvalorização e as que entram 

se valorizam. Isso ocorre justamente porque é de conhecimento geral que alguns desses grandes fundos 

baseados no índice têm a obrigação contratual de vender e comprar esses papéis causando, em alguns 

casos, prejuízos consideráveis a eles (PETAJISTO, 2011).  

Dessa forma, surge a ideia de seguir aproximadamente o índice, comprando um número K 

relativamente pequeno de ações (K << N), mas que ainda sejam capazes de representar bem o índice. A 

programação inteira mista surge então como uma ferramenta para escolher quais devem ser as ações K 

compradas e em quais proporções. 

Este trabalho tem por objetivo comparar as principais formulações de programação inteira 

desenvolvidas para elaboração de fundos de índices. Serão utilizados como dados de entrada 

informações dos mercados de ações de Nova Iorque, Londres, Frankfurt e Hong Kong. Para cada 

intervalo de tempo e índice perseguido, foram formados portfólios com K = [            ] 
(aproximadamente 330 portfólios). Os valores das ações e dos índices foram os mesmos utilizados no 

trabalho Beasley et al (2008), disponível na biblioteca OR-Library 

http://people.brunel.ac.uk/~mastjjb/jeb/info.html. Foram também utilizados dados históricos (obtidos na 

base de dados da ECONOMATICA), referentes ao mercado brasileiro (índice Bovespa). 

O artigo é composto por esta introdução, uma revisão da literatura, que inclui a apresentação 

das formulações utilizadas, a comparação de desempenho das formulações apresentadas, bem como as 

conclusões e recomendações para novos estudos. 

 

2. Revisão da Literatura 

 

Conforme exposto por Brasil e Uchoa (2013) as formulações desenvolvidas e apresentadas na 

literatura de programação inteira diferem em vários aspectos, destacando-se: a medida utilizada para 

mensurar o erro de rastreamento (diferença entre o desempenho do índice e o desempenho do fundo de 

índice), a inclusão ou não de restrições quanto aos custos de transação, a presença de limites (máximo e 

mínimo) de ações na carteira, a utilização de medidas de correlação entre o desempenho de uma ação e 

o desempenho do índice.  

Se o fundo de índice acompanha a elevação e a queda do índice, guardando pouca distância do 

mesmo, considera-se que o mesmo atingiu seu objetivo. A medição do erro de rastreamento pode ser 

realizada de várias formas. Beasley et al. (2008) apresentam uma formulação que emprega a regressão 

linear. Um fundo com erro de rastreamento zero significa que o mesmo acompanhou perfeitamente o 

índice. Guastaroba et al. (2012), afirmam que o erro de rastreamento é frequentemente medido pela 

soma dos desvios quadrados entre estes retornos, sendo, conforme Yamazaki et al. (1991) a média dos 

desvios absolutos uma alternativa que resulta em resultados semelhantes. Muitos dos trabalhos já 

publicados definem o erro de rastreamento como sendo a variância entre os retornos do índice e do 

fundo. Beasley et al (2003) lembram que esta abordagem possui severos problemas, tendo em vista que, 
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um fundo com desempenho sempre inferior ao índice, e que mantenha constante esta diferença, terá 

como resultado variância zero. 

Dado que os custos de transação (compra e venda de ações, por exemplo) podem consumir 

parte dos recursos do fundo, algumas formulações incluem restrições que limitam estes custos. Sob o 

ponto de vista estrito de seguir o índice, esta restrição pode reduzir o desempenho do fundo. Neste 

trabalho, tais restrições não serão consideradas, uma vez que o valor de K empregado é relativamente 

baixo quando comparado ao universo das ações disponíveis. 

Outra questão que deve ser levada em consideração é a aquisição de parcelas reduzidas de 

ações, o que pode ser um problema em termos da operacionalização do fundo. Com o objetivo de seguir 

o índice, o fundo gerado poderá sugerir aquisições muito reduzidas de determinadas ações, o que pode 

ser proibitivo em termos práticos. Dessa forma, é possível incluir nas formulações restrições que 

limitam valores máximos e mínimos do número de ações. Tais limites são aplicados apenas se o modelo 

sugerir a inclusão de determinada ação no fundo. Esta questão ficará mais clara na apresentação das 

formulações. 

A seguir, serão apresentadas três formulações de programação inteira, elaboradas para 

formação de fundos de índices. Tais modelos representam o estado da arte em formulações de 

programação inteira para o problema de seguir um dado índice. De forma a melhorar a exposição, será 

padronizada a notação empregada em seus coeficientes, parâmetros e variáveis. 

 

Parâmetros: 

   Número total de ações (empresas) passíveis de serem incluídas no portfólio. 

   Número máximo de ações diferentes que o portfólio deve possuir. 

   Número de períodos de observação do índice. Será assumido que foram observados os valores 

históricos do índice e das ações ao longo dos períodos [1,2,...,T], e que o tempo T representa o momento 

onde o portfólio será construído. O conjunto dos períodos de observação é chamado de in-sample. Em 

contraste, o conjunto dos períodos posteriores a T, onde o comportamento do portfólio será avaliado, é 

o out-of-sample. 

     Representa o valor de uma unidade da ação i (        , no tempo t (        . 
    Representa o valor do índice a ser seguido no tempo t (        . 
 

Variáveis de decisão: 

    Percentual do fundo que será investido na ação i. 

    1, se a ação i (         foi escolhida para compor o fundo de índice. 0 caso contrário. 

 

2.1 Formulação 1 

 

A formulação a seguir foi introduzida por Beasley, Meade e Chang (2003). De forma a 

organizar os resultados mais a frente, este modelo será denominado por Formulação 1. Para essa 

formulação definem-se ainda os seguintes parâmetros e variável, adicionalmente aos já apresentados: 

 

    Parâmetro que representa o retorno observado para o índice num período t (        . Será 

empregada a expressão         (
  

    
)         . 

     Parâmetro que representa o retorno observado da ação i no período t (        . Será empregada 

a expressão          (
   

     
)         . 

  : variável de decisão, que representa o retorno do fundo no período t (        . 
 

As formulação 1 contém as seguintes restrições: 

 

 

 

2630



Setembro de 2014

Salvador/BA

16 a 19SIMPÓSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONALSIMPÓSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONALXLVI Pesquisa Operacional na Gestão da Segurança Pública

∑    

 

   

                                                                      

 

                                                                 
 

   ∑                                                    

 

   

 

∑                                                                         

 

   

 

                                                                  

 

   [   ]                                                        

 

A restrição (1) assegura que no máximo K ações comporão o portfólio. A restrição (2) faz 

com que, se a ação i não estiver no portfólio, então a variável    (participação da ação i no fundo) seja 

zero. A restrição (3) declara que o retorno do portfólio, para cada tempo t, é a soma dos retornos das 

ações i selecionadas, multiplicado pelo peso de cada ação no portfólio. A restrição (4) obriga que o 

portfólio seja totalmente preenchido pelas ações i selecionadas. Os autores mensuram o erro de 

rastreamento utilizando a Equação (7): 

 

  [[∑|     |
 

 

   

]

 
 ⁄

]  ⁄                                     

 

Na expressão acima,   define a métrica que será usada para medir as diferenças entre    e   . 

Neste trabalho, será utilizada a métrica linear, ou seja   = 1. Para linearizar a função módulo, serão 

introduzidas novas variáveis    que correspondem ao valor absoluto da diferença entre o retorno do 

portfólio e o retorno do índice no período t. A formulação completa fica então: 

 

          ∑  

 

   

                   

 

Sujeito a: (1), (2), (3), (4), (5), (6) e: 

 

                                      

 

                                      
 

 

2.2 Formulação 2 

 

Uma segunda maneira de formular o problema do fundo de índice foi proposta por Cornuejols 

e Tüntücü (2007). Os autores apresentam um modelo de programação inteira que agrupa as ações em 

função de suas similaridades (o coeficiente de correlação é utilizado para realizar o agrupamento). 

Definem-se os seguintes parâmetros e variáveis do modelo, em adição aos já apresentados 

anteriormente: 

 

     Parâmetro que representa a similaridade entre a ação j e a ação i 
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     Variável de decisão que indica qual ação i representará a ação j no fundo de índice. 

 

          ∑∑      

 

   

 

   

                                                     

Sujeito a: (1) e: 

 

∑                                                                      

 

   

 

 

                                                               

  
    [   ]                                                    

 

A função objetivo (11) busca incluir no fundo um grupo de ações que tenham comportamento 

similar às ações não escolhidas. A restrição (12) assegura que uma e somente uma ação i representará a 

ação j no fundo de índice. A restrição (13) assegura que a ação i só representa uma ação j se a ação i foi 

selecionada para compor o fundo. 

Após o modelo ser aplicado e um grupo de K ações selecionado, o peso (participação) de cada 

uma das K ações no fundo de índice é calculado da seguinte forma: 

 

   ∑                                                                               

 

   

 

 

Dessa forma,    representa o valor total das ações representadas pela ação i. O percentual que 

deve ser investido na ação i é, assim, proporcional ao peso de i.    por sua vez, corresponde ao 

percentual da ação j na composição do índice. 

 

2.3 Formulação 3 

 

A última formulação utilizada foi publicada originalmente por Guastaroba e Speranza (2012). 

Utiliza como premissa seguir o índice, minimizando os desvios entre o valor do portfólio e o valor do 

índice a ser acompanhado, período a período. As variáveis    representam o valor do portfólio no 

período t. As cotações das ações e o valor do índice foram normalizados para terem valor unitário no 

período T. A variável    é a diferença entre o valor do portfólio e o valor do índice perseguido (já 

linearizado). 

  

          ∑  

 

   

                                          

 

Sujeito a: (1), (2), (4), (5), (6) e: 
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   ∑
   

   

 

   

                                             

 

As restrições (17) e (18) asseguram que a variável    represente o valor absoluto da diferença 

entre o valor do portfólio e o valor do índice, para cada tempo t. O somatório destes desvios    é 

minimizado na função objetivo (16). A restrição (19) faz com que o valor do portfólio no período t seja 

igual ao valor de todas as ações i que integram o portfólio, multiplicadas pelos seus respectivos pesos 

  . 

 

3. Comparação do desempenho das formulações 

 
As três formulações apresentadas foram aplicadas a cinco diferentes índices (FTSE 100, SP 

100, DAX 100, Hang Seng e Ibovespa). Os dados de entrada são os valores dos índices, e os valores de 

todas as ações que integraram estes índices ao longo do período. Foi empregada uma série histórica de 

290 semanas. As cotações e os valores dos índices foram agrupados em dezessete intervalos de tempo. 

Em nove deles, utilizou-se um período de análise (formação do portfólio, ou período in-sample) de seis 

meses. A avaliação de desempenho foi feita nos doze meses seguintes (comparação da rentabilidade do 

fundo com o desempenho do índice ou período out-of-sample). Nos demais oito intervalos de tempo 

considerados, tanto os períodos in-sample quanto out-of-sample foram de doze meses. Para cada um dos 

dezessete períodos e para cada formulação considerada, utilizou-se K = [            ]. Foi utilizado o 

CPLEX 12.5.1, num computador com processador Core 2 Duo, com 2.133 Mhz e 4GB de memória 

RAM. O tempo limite, para execução de cada um dos 2.551 testes, fornecido como parâmetro ao 

CPLEX, foi de 240 segundos. Notou-se que, nos casos onde K era elevado, não foi obtida a solução 

ótima no tempo estipulado. Utilizou-se a melhor solução encontrada até aquele instante. 

Como forma de avaliar a eficácia da utilização das formulações de programação inteira, foram 

utilizados adicionalmente dois modelos de hipótese nula. No primeiro, integrarão o portfólio (em igual 

proporção) as K ações com maior peso no índice perseguido. No segundo, o portfolio contém K ações 

escolhidas aleatoriamente, em iguais proporções. Para cada geração aleatória, foram executadas 100 

iterações, tomando-se a média dos resultados como o resultado final. 

Os resultados, para cada formulação, correspondem ao valor médio do desvio entre o valor do 

índice e o valor do portfólio, medido como o valor absoluto do logaritmo de suas razões, da seguinte 

forma: ∑ |  (
  

  
)|    

       ⁄ . 

Os resultados foram agrupados entre os períodos diferentes do in-sample. Quanto mais 

próximo de zero, maior o sucesso do portfólio em seguir o índice nos 12 meses subsequentes. 

 

in-sample Nº K de ações: 1 2 4 6 8 10 
Média 

geral 

                  

12 Meses 

BEASLEY AND CHANG 0,06656 0,03571 0,03086 0,03231 0,01908 0,01955 0,03401 

CORNUEJOLS E TUNTUCU 0,09948 0,06998 0,06059 0,05059 0,04633 0,03778 0,06079 

GUSTAROBA E SPERANZA 0,06447 0,05674 0,04006 0,02965 0,03324 0,03411 0,04304 

K REPRESENTATIVAS 0,07193 0,04092 0,03520 0,02669 0,03000 0,04427 0,04150 

COMPOSIÇÃO ALEATÓRIA 0,12066 0,09598 0,07186 0,06325 0,05957 0,05384 0,07753 

                  

6 Meses 

BEASLEY AND CHANG 0,06359 0,06159 0,04665 0,03338 0,02414 0,02946 0,04313 

CORNUEJOLS E TUNTUCU 0,05822 0,04371 0,03679 0,03667 0,04149 0,03073 0,04127 

GUSTAROBA E SPERANZA 0,06256 0,04798 0,03676 0,02692 0,02652 0,02658 0,03789 

K REPRESENTATIVAS 0,07563 0,04369 0,03400 0,02597 0,02838 0,04218 0,04164 

COMPOSIÇÃO ALEATÓRIA 0,11882 0,08845 0,07002 0,06027 0,05640 0,05539 0,07489 

Tabela 1: resultados obtidos ao seguir o índice DAX 100 
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in-sample Nº K de ações: 1 2 4 6 8 10 
Média 

geral 

                  

12 Meses 

BEASLEY AND CHANG 0,05767 0,05205 0,03512 0,03421 0,02941 0,02445 0,03882 

CORNUEJOLS E TUNTUCU 0,07509 0,07428 0,03896 0,04101 0,03962 0,03552 0,05075 

GUSTAROBA E SPERANZA 0,06246 0,06988 0,03161 0,03282 0,02117 0,01969 0,03961 

K REPRESENTATIVAS 0,07938 0,05609 0,05133 0,04143 0,03846 0,03113 0,04964 

COMPOSIÇÃO ALEATÓRIA 0,09252 0,06682 0,04894 0,04129 0,03718 0,03492 0,05361 

                  

6 Meses 

BEASLEY AND CHANG 0,06110 0,05574 0,04721 0,02121 0,04136 0,02998 0,04277 

CORNUEJOLS E TUNTUCU 0,05611 0,03770 0,05331 0,03925 0,03536 0,03220 0,04232 

GUSTAROBA E SPERANZA 0,06220 0,06405 0,04927 0,02810 0,03425 0,02879 0,04444 

K REPRESENTATIVAS 0,10098 0,05540 0,05040 0,04088 0,03723 0,03017 0,05251 

COMPOSIÇÃO ALEATÓRIA 0,09799 0,07296 0,05536 0,04596 0,04253 0,03882 0,05894 

Tabela 2: resultados obtidos ao seguir o índice FTSE 100 

 

 

in-sample Nº K de ações: 1 2 4 6 8 10 
Média 

geral 

                  

12 Meses 

BEASLEY AND CHANG 0,05783 0,03663 0,02877 0,03877 0,02755 0,01951 0,03484 

CORNUEJOLS E TUNTUCU 0,05724 0,08831 0,04620 0,03894 0,03287 0,03182 0,04923 

GUSTAROBA E SPERANZA 0,05080 0,04353 0,02841 0,02878 0,02257 0,02791 0,03366 

K REPRESENTATIVAS 0,07412 0,05035 0,03347 0,02161 0,01481 0,01413 0,03475 

COMPOSIÇÃO ALEATÓRIA 0,11600 0,08482 0,06411 0,05190 0,04785 0,04453 0,06820 

                  

6 Meses 

BEASLEY AND CHANG 0,05327 0,04837 0,03418 0,04629 0,02904 0,03353 0,04078 

CORNUEJOLS E TUNTUCU 0,11500 0,07291 0,04213 0,04709 0,04210 0,03844 0,05961 

GUSTAROBA E SPERANZA 0,07729 0,05074 0,03579 0,03533 0,02819 0,03617 0,04392 

K REPRESENTATIVAS 0,07567 0,04790 0,03555 0,02231 0,02042 0,01970 0,03692 

COMPOSIÇÃO ALEATÓRIA 0,11231 0,08621 0,06653 0,05812 0,05399 0,05098 0,07136 

Tabela 3: resultados obtidos ao seguir o índice SP 100 
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in-sample Nº K de ações: 1 2 4 6 8 10 
Média 

geral 

                  

12 Meses 

BEASLEY AND CHANG 0,10827 0,05618 0,03511 0,02982 0,02637 0,01899 0,04579 

CORNUEJOLS E TUNTUCU 0,11841 0,05457 0,04240 0,02957 0,02372 0,02004 0,04812 

GUSTAROBA E SPERANZA 0,09146 0,04634 0,02890 0,02502 0,01757 0,01737 0,03778 

K REPRESENTATIVAS 0,09661 0,05730 0,03170 0,03322 0,02898 0,02498 0,04547 

COMPOSIÇÃO ALEATÓRIA 0,11053 0,08262 0,06477 0,05323 0,04724 0,04344 0,06697 

                  

6 Meses 

BEASLEY AND CHANG 0,08161 0,04445 0,03575 0,02958 0,02044 0,01747 0,03822 

CORNUEJOLS E TUNTUCU 0,06434 0,04934 0,04276 0,02839 0,02699 0,01945 0,03854 

GUSTAROBA E SPERANZA 0,08523 0,05697 0,02941 0,02482 0,01874 0,01705 0,03870 

K REPRESENTATIVAS 0,09292 0,05636 0,03171 0,03320 0,02884 0,02483 0,04465 

COMPOSIÇÃO ALEATÓRIA 0,11437 0,08318 0,06094 0,05187 0,04698 0,04246 0,06663 

Tabela 4: resultados obtidos ao seguir o índice Hang Seng 

 

 

in-sample Nº K de ações: 1 2 4 6 8 10 
Média 

geral 

                  

12 Meses 

BEASLEY AND CHANG 0,14562 0,11152 0,12234 0,08689 0,08272 0,07520 0,10405 

CORNUEJOLS E TUNTUCU 0,16704 0,10492 0,11122 0,10006 0,10097 0,10001 0,11404 

GUSTAROBA E SPERANZA 0,18215 0,13945 0,09083 0,07325 0,07802 0,07496 0,10644 

K REPRESENTATIVAS 0,14363 0,10107 0,09830 0,10336 0,10329 0,10066 0,10839 

COMPOSIÇÃO ALEATÓRIA 0,19823 0,16826 0,14367 0,13423 0,12591 0,12899 0,14988 

                  

6 Meses 

BEASLEY AND CHANG 0,14507 0,11412 0,07987 0,07615 0,09532 0,09481 0,10089 

CORNUEJOLS E TUNTUCU 0,15876 0,10379 0,09405 0,09938 0,09609 0,09451 0,10776 

GUSTAROBA E SPERANZA 0,12291 0,09548 0,08825 0,08525 0,08765 0,09360 0,09552 

K REPRESENTATIVAS 0,13948 0,09947 0,09599 0,09877 0,09629 0,09464 0,10411 

COMPOSIÇÃO ALEATÓRIA 0,20423 0,16058 0,13839 0,13085 0,12654 0,12532 0,14765 

Tabela 5: resultados obtidos ao seguir o índice Bovespa 
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in-sample Nº K de ações: 1 2 4 6 8 10 
Média 

geral 

                  

12 Meses 

BEASLEY AND CHANG 0,08719 0,05842 0,05044 0,04440 0,03702 0,03154 0,05150 

CORNUEJOLS E TUNTUCU 0,10345 0,07841 0,05987 0,05203 0,04870 0,04504 0,06458 

GUSTAROBA E SPERANZA 0,09027 0,07119 0,04396 0,03790 0,03451 0,03481 0,05211 

K REPRESENTATIVAS 0,09314 0,06115 0,05000 0,04526 0,04311 0,04303 0,05595 

COMPOSIÇÃO ALEATÓRIA 0,12759 0,09970 0,07867 0,06878 0,06355 0,06114 0,08324 

                  

6 Meses 

BEASLEY AND CHANG 0,08093 0,06486 0,04873 0,04132 0,04206 0,04105 0,05316 

CORNUEJOLS E TUNTUCU 0,09049 0,06149 0,05381 0,05016 0,04841 0,04307 0,05790 

GUSTAROBA E SPERANZA 0,08204 0,06304 0,04789 0,04008 0,03907 0,04044 0,05209 

K REPRESENTATIVAS 0,09694 0,06057 0,04953 0,04423 0,04223 0,04230 0,05597 

COMPOSIÇÃO ALEATÓRIA 0,12954 0,09828 0,07825 0,06942 0,06529 0,06259 0,08389 

Tabela 6: resultados consolidados para diferentes intervalos de amostra, ao seguir todos os índices deste 

trabalho. 

 

 

Os resultados obtidos demonstram que: 

  

 As formulações 1, 2 e 3 foram superiores, em todos os mercados e instâncias, quando 

comparados aos resultados de uma composição aleatória.  

 Os resultados obtidos com in-sample englobando 12 meses foram pouco superiores, quando 

comparados aos resultados gerados com in-sample de 6 meses. 

 A formulação 2 não funcionou a contento, quando comparada às duas outras formulações de 

programação inteira. Cumpre ressaltar que para a correta implementação desta formulação, é 

necessário ter a composição do índice, em todos os períodos T (de cálculo e montagem do 

fundo). As instâncias disponíveis na OR-Library não tinham esta informação. Esta informação 

foi estimada, a partir da aplicação da formulação 3 em instâncias contendo todos os períodos 

(290 semanas) e K livre. Assim, foi gerado um portfólio com elevado número de K (sendo este 

tomado como a composição do índice em todos os instantes T). Talvez esta imprecisão possa 

ter influenciado negativamente os resultados obtidos pela formulação 2. A mesma apresentou 

resultados semelhantes à do modelo que empregou as ações K mais representativas. 

 Os resultados obtidos nas instâncias com K   8 (principalmente, nas formulações 1 e 3) foram 

também afetados pelo limite de tempo imposto ao CPLEX (240 segundos). Nos casos com in-

sample de 12 meses, os impactos podem ter sido ainda maiores.  

 A formulação 1 e a formulação 3 atingiram resultados praticamente idênticos, sendo 

significativamente melhores do que os outros. A tabela 7 expõe os resultados. 
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Nº de K 1 2 4 6 8 10 Total Geral 

BEASLEY AND CHANG 0,06851 0,04906 0,03696 0,03316 0,02727 0,02432 0,03988 

COMPOSIÇÃO ALEATÓRIA 0,11043 0,08263 0,06284 0,05328 0,04903 0,04563 0,06731 

CORNUEJOLS E TUNTUCU 0,08007 0,06074 0,04529 0,03887 0,03609 0,03072 0,04863 

GUASTAROBA E SPERANZA 0,06969 0,05455 0,03519 0,02892 0,02538 0,02603 0,03996 

K REPRESENTATIVAS 0,08358 0,05099 0,03792 0,03066 0,02841 0,02894 0,04342 

Total Geral 0,08246 0,05959 0,04364 0,03698 0,03323 0,03113 0,04784 

Tabela 7: resultados de todos os portfólios e instâncias, por número de K 

 

  Um fato interessante é que todos os portfólios originados das formulações de programação 

inteira superaram largamente os portfólios elaborados de forma aleatória. Por exemplo, portfólios com 

quatro ações escolhidas pelas formulações 1 e 3 já conseguem desempenho melhor do que portfólios 

com dez ações aleatórias. Tal comportamento é mostrado no Gráfico 1: 

 

 
Gráfico 1: Desempenho médio dos portfólios ao variar o número K 
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4. Considerações Finais 

 

O presente trabalho buscou comparar as principais formulações de programação inteira para 

elaboração de fundos de índices, aplicadas a mercados de ações de diferentes países. Duas formulações 

destacaram-se, a formulação 1, apresentada inicialmente por Beasley et al. (2003) e a formulação 3, 

apresentada por Guastaroba et al. (2012). Todas as formulações de programação inteira foram 

significativamente superiores a uma composição aleatória do portfólio. Como sugestão para futuros 

trabalhos, seria importante implementar algoritmos exatos ou heurísticos específicos para esse 

problema. Com índices compostos por 100 ações, o otimizador CPLEX tem dificuldade em encontrar 

boas soluções quando K   8. Isso se torna ainda mais relevante caso se deseje elaborar portfólios para 

seguir índices como o NIKKEI 225 (225 ações) e S&P 500 (500 ações).  
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