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RESUMO
Este trabalho tem por objetivo realizar um estudo sobre o problema de Alocação de Tutores em
Aplicações de Provas nos polos do Cederj. Este problema consiste em encontrar uma alocação
de disciplinas e tutores em salas de aula satisfazendo um conjunto de regras para a realização
das avaliações presenciais. Neste trabalho, descrevemos as regras impostas pelos polos para
caracterização de uma alocação viável, e com base nestas, formulamos o problema de Alocação
de Tutores em Aplicações de Provas. Em nossa abordagem, dividimos o problema em duas eta-
pas: a primeira consiste em agrupar disciplinas em salas de aula de forma a ocupar o menor
número de salas possı́veis; e a segunda consiste em alocar tutores nas salas de aula satisfazendo
as regras impostas pelos polos. Para solucionar esse problema, modelamos: (i) o agrupamento de
disciplinas em salas de aula como uma variação do problema Bin Packing; (ii) alocação de tutores
nas salas de aula como uma instância do problema de emparelhamento 3-dimensional em grafos.

Palavras-chave: Problemas de Alocação. Bin Packing. Emparelhamento 3-Dimensional. Teoria
e Algoritmos em Grafos.

ABSTRACT
This paper aims to study the problem of tutors allocation in applications of Cederj’s exams. This
problem consists in finding an allocation of subjects and tutors in classrooms satisfying a set of
rules. In this paper we describe the rules imposed by Cederj’s poles to characterize a feasible
allocation, and based on this, we formulate the problem of tutors allocation in exams. In our ap-
proach , we divide the problem into two stages: to pack subjects in classrooms using the smallest
possible number of rooms; and to allocate tutors in classrooms satisfying the Cederj’s rules. To
solve this problem, we model: (i) the packing of subjects in classrooms as a variation of the Bin
Packing problem; (ii) allocation of tutors in classrooms as an instance of 3 -dimensional matching
problem in graphs.

Keywords: Allocation problems. Bin Packing. 3-dimensional matching. Theory and Algorithms
on Graphs.

1 Introdução
O Consórcio CEDERJ é uma associação entre o Governo do Estado do Rio de Janeiro e
sete universidades públicas (CEFET, UERJ, UENF, UFF, UNIRIO, UFRJ, UFRRJ). Essa
instituição tem por finalidade oferecer cursos de graduação à distância (ministrados pelas
universidades públicas) em polos regionais distribuı́dos por todo estado do Rio de Janeiro.
No polo, o aluno encontra apoio de tutores presenciais. Estes, por sua vez, são colabo-
radores do Consorcio CEDERJ selecionados através de concurso público e possuem as
seguintes contribuições: oferecer suporte aos alunos das disciplinas ao qual foram contra-
tados e atuar como fiscais nas aplicações das avaliações presenciais.
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As avaliações presenciais das disciplinas ocorrem em uma data agendada de acordo
com um cronograma que é disponibilizado aos alunos. Essas avaliações são realizadas nas
salas de aulas do polo, em alguns casos, mais de uma avaliação pode ser realizada em
uma mesma sala, dependendo da capacidade da sala e do número de alunos inscritos nas
disciplinas. Durante as avaliações presenciais cada sala receberá um tutor, responsável pela
aplicação das provas nela. Cabe à direção do polo realizar a tarefa de alocar as disciplinas
e os tutores em salas. Todo esse processo é atualmente feito de maneira manual, onde são
recolhidas informações dos tutores, sua carga horária, quantidade de alunos por disciplina
e a lista de salas com sua capacidade.

Todo tutor possui uma carga horária que determina o número de avaliações presen-
ciais ao qual este deverá atuar como fiscal. Esta escolha segue uma norma, o número de
disciplinas de um tutor, equivale ao número de aplicações de provas em que o tutor poderá
ser fiscal. Por exemplo, se um tutor de Computação possui cinco disciplinas, então ele será
responsável por aplicar avaliações em no máximo cinco horários. Para que um tutor seja
alocado como fiscal em uma sala, deve-se respeitar a seguinte regra: um tutor do curso cx
nunca pode ser fiscal em uma sala onde será realizada alguma avaliação do curso cx.

A principal contribuição desse trabalho é formalizar o problema de alocação de
acordo com regras impostas pelo polo Cederj/Três Rios, e sistematizar um mecanismo
para buscar uma alocação que minimiza o número de salas e tutores utilizados.

O método proposto para a busca de uma solução viável para o problema, baseia-
se na modelagem de seus subproblemas como instâncias de dois clássicos problemas da
literatura: Bin Packing e 3 Dimensional Matching. No problema Bin Packing, objetos de
diferentes volumes devem ser empacotados em um número finito de caixas de volume V de
forma a minimizar o número de caixas utilizadas. O problema 3 Dimensional Matching,
por sua vez, é uma generalização do problema de emparelhamento em grafos bipartidos
onde dado três partições X ,Y ,Z do conjunto de vértices de um grafo G, objetiva-se en-
contrar o menor número de triplas disjuntas (x, y, z) tal que x ∈ X , y ∈ Y , z ∈ Z,
(x, y) ∈ E(G) e (y, z) ∈ E(G).

O restante deste trabalho é dividido da seguinte forma: na Seção 2, formalizamos o
problema de Alocação de Tutores em Aplicações de Provas, seus subproblemas e a nossa
abordagem para sua solução; na Seção 3, introduziremos o problema de Alocação de Dis-
ciplinas em Salas de Aula, juntamente com suas regras e uma possı́vel solução, através de
uma variação do Bin Packing, o Class Constrained Bin Packing (CCBP), método que será
utilizado nesse processo de alocação; na seção 4, abordaremos o problema de dado uma
alocação de disciplinas em salas de aula, alocar um tutor em cada sala utilizada, de modo
que, tutores de um determinado curso nunca fique em uma sala contendo disciplinas do
curso dele. Para tal problema, será utilizado uma generalização de emparelhamento em
grafos bipartidos, o 3 Dimensional Matching (3DM). Por fim, encerramos o trabalho com
as conclusões e considerações finais.
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2 O Problema

A aplicação das avaliações presenciais do CEDERJ ocorre sempre em dois finais de semana
consecutivos, realizadas sábado e domingo, onde são aplicadas disciplinas tanto na parte
da manhã, quanto na parte da tarde. Em um determinado polo, cada sala si poderá ser
ocupada por um tutor tj , com a finalidade de fiscalizar uma avaliação durante o perı́odo de
aplicação das avaliações presenciais.

Por determinação da direção do polo Cederj/Três Rios em uma sala si poderão
ocorrer avaliações simultâneas, desde que a capacidade desta sala comporte o número de
alunos inscritos para as avaliações. Um tutor tj do curso cx, só poderá fiscalizar uma sala
si, caso as disciplinas alocadas em si não sejam do curso cx. Essa regra tem o objetivo de
restringir o diálogo entre alunos e tutores, durante a aplicação das provas.

Com base nessas regras, disciplinas de diferentes cursos podem ser alocadas em
uma mesma sala, no entanto, quanto mais disciplinas de cursos distintos forem alocadas
em uma sala si, menor será o universo de possı́veis tutores fiscais para si. Para reduzir a
complexidade do problema de alocação das disciplinas e tutores em salas de aula, neste
trabalho, considera-se que em cada sala si serão alocadas somente disciplinas do mesmo
curso. Desse modo, evitamos que possa ocorrer uma alocação de disciplinas em salas que
seja inviável para alocar tutores, pois se alocarmos somente disciplinas de um determinado
curso em uma sala si, sempre teremos os tutores dos demais cursos para escolher como
fiscais dessa sala. Em outras palavras, dado que toda disciplina será alocada em alguma
sala, alocar disciplinas de um mesmo curso em uma mesma sala, não restringe o universo
de possı́veis alocações de tutores.

Neste ponto, formulamos o problema de Alocação de Tutores em Aplicações de
Provas da seguinte forma:

Problema de Alocação de Tutores em Aplicação de Provas (ATAP)

Instância: Um conjunto de salas S = {s1, s2, . . . , sm}; Um conjunto de disciplinas
D = {d1, d2, . . . , dn}; Um conjunto de tutores T = {t1, t2, . . . , tr}; Um conjunto de
cursos C = {c1, c2, ..., cx} e um conjunto de n quádruplas {p1, p2, ..., pn} onde cada
quádruplas pi = (dv, cu, tw, hora) é composta por uma disciplina dv distinta, um curso
cu, um tutor tw e um horário.

Objetivo: Encontrar uma alocação que minimiza em cada horário de prova o número
de salas utilizadas e que satisfaça as regras:

1. Para cada horário de aplicação de provas:
(a) para cada sala si utilizada, será alocado um subconjunto de disciplinas

dj, ..., dk de um mesmo curso, tal que: |si| ≥ |dj|+ . . .+ |dk|;
(b) para cada sala si utilizada, será alocado um tutor;
(c) um tutor tr de um curso cx poderá ser alocado em uma sala si somente

se as disciplinas alocadas a si não pertencem ao curso cx;
2. O número de vezes em que um tutor atuará como fiscal é menor ou igual ao

número de disciplinas ao qual ele é tutor.

Note que cada quádrupla pi associa a uma disciplina distinta: um curso; um tutor;
e um horário de realização de sua prova.
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Como toda disciplina deverá ser alocada em alguma sala para realização de uma
avaliação, se permitirmos que nas salas sejam aplicadas provas de mais de um curso, temos
uma relação de dependência entre o agrupamento de disciplinas em salas e a posterior
alocação de tutores nestas salas. É fácil ver que alguns agrupamentos incorretos implicam
em uma inviabilidade de alocação de tutores para todas as salas. Sendo assim, restringimos
o problema para o caso em que somente será alocado a uma sala si um subconjunto de
disciplinas dj, . . . , dk de um mesmo curso (regra 1(a)). Tal regra nos permite analisar
o problema ATAP como dois subproblemas independentes, Alocação de Disciplinas nas
Salas de Aulas (ADSA) e Alocação de Tutores nas Salas de Aula (ATSA).

Alocação de Disciplinas nas Salas de Aula (ADSA)

Instância: Um conjunto S de salas com suas respectivas capacidades; um conjunto D
de disciplinas, onde ∀ di ∈ D existe uma quádrupla pi que associa a uma disciplina di
um curso; o seu tutor; e um horário de realização de sua prova.
Objetivo: Encontrar, para cada horário, uma alocação de disciplinas em salas de aula
que minimize o número de salas utilizadas, e que satisfaça as seguintes condições:

• a capacidade de uma sala deverá ser maior ou igual à soma do número de alunos
das disciplinas alocadas a ela;
• em uma mesma sala serão alocadas somente disciplinas do mesmo curso.

Observação: O curso de uma sala si é o curso do conjunto de disciplinas alocadas
a si. Pela regra 1(a) do problema ATAP, cada sala possui somente um curso.

Alocação de Tutores nas Salas de Aula (ATSA)

Instância: Um conjunto S de salas com seus respectivos cursos; um conjunto T de
tutores, onde cada tutor está associado a um conjunto de cursos.
Objetivo: Encontrar uma alocação de tutores, tal que em cada horário sejam respeitadas
a regra 1(b), a regra 1(c) e a regra 2 do problema ATSA.

Nas próximas duas seções serão descritos os método propostos para buscas de
soluções para os problemas ADSA e ATSA.

3 Alocação de Disciplinas em Salas de Aula

O problema de Alocação de Disciplinas nas Salas de Aula (ADSA) consiste em utilizar,
para cada horário de prova, o menor número de salas possı́veis, de tal forma que em uma
mesma sala somente disciplinas de mesmo curso sejam alocadas. Conforme podemos
observar, neste problema, a alocação gerada para um determinado horário de prova é inde-
pendente das alocações geradas para os demais horários. Sendo assim, podemos sem perda
de generalidade, estudar o problema considerando apenas um horário, utilizando assim, o
algoritmo obtido para o problema em cada horário de forma independente. Neste ponto,
temos que o problema ADSA se resume em alocar disciplinas em salas de aulas, sem alocar
disciplinas de cursos distintos em uma mesma sala. Note que o problema ADSA pode ser
visto como uma aplicação de uma variante do problema Bin Packing.

O Bin Packing (BPP) é um problema de empacotamento, que pode ser aplicado em
várias áreas da computação. O BPP é um problema NP-difı́cil que consiste em empacotar
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um conjunto de elementos, com diferentes tamanhos no menor número de caixas possı́veis,
de tal forma que o total de elementos, não exceda o valor máximo da caixa (Yue, 1991). A
seguir apresentamos uma definição formal do problema:

Instância: Um conjunto de caixas de tamanho ` e uma lista de n elementos com tama-
nhos a1, . . . , an.
Objetivo: Colocar os elementos em caixas, de tal forma que o número de caixas seja
minimizado e respeite a seguinte regra:

• alocar os elementos de tamanho a1, . . . , an, nas caixas com tamanho ` de ma-
neira que

∑
ai ≤ `.

O problema ADSA se assemelha ao problema BPP, onde as salas de aulas equiva-
lem às caixas e as disciplinas aos elementos que serão alocados nas caixas, distinguindo-se
pelo fato de disciplinas de cursos distintos não poderem ser alocadas em uma mesma sala.
Existe outra variação do Bin Packing, chamada de Class Constrained Bin Packing (CCBP),
provado por Shachnai e Tamir ser um problema NP-difı́cil (Shachnai, 2008). O problema
CCBP constitui-se de um conjunto de elementos E = {e1, e2, . . . , en} onde cada elemento
ei possui um tamanho si e uma cor ci. Denotamos por Classe de Cor, o conjunto de elemen-
tos que pertencem a uma mesma cor. Assim, um empacotamento viável para tal problema
deve respeitar a seguinte regra: Cada caixa possui no máximo, itens de k classes de cores
distintas.

Basicamente, o CCBP consiste em um conjunto de elementos, cada um com uma
cor e um determinado tamanho. O objetivo é alocar cada um desses elementos em caixas,
com um determinado tamanho, de modo que em cada caixa tenha somente elementos de
uma mesma cor, a fim de minimizar o número de caixas. A utilização desse mecanismo tem
como finalidade alocar disciplinas de um mesmo curso em uma mesma sala, com intuito de
utilizar o menor número possı́vel de salas de aula. O CCBP busca encontrar uma solução
viável que minimize o número de caixas utilizadas na alocação dos elementos. Note que,
o problema ADSA pode ser visto como uma aplicação do CCBP, onde k = 1, respeitando
assim a regra onde cada sala apresentará somente disciplinas de um mesmo curso, sendo
os cursos interpretados como classes de cores e cada disciplina como um item que pertence
a uma classe de cor (curso).

Como o problema Bin Packing é NP-hard, o algoritmo utilizado para alocação
de disciplinas será baseado no algoritmo First Fit Decreasing que é considerado 1,5-
aproximativo (Varizani, 2003), para o problema Bin Packing. Nesta seção, apresentamos
um algoritmo baseado no First Fit Decreasing para resolução do problema ADSA que pre-
serva a razão de aproximação de 1,5.

O algoritmo First Fit Decreasing é descrito da seguinte forma:
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Entrada: Um conjunto de disciplinas (itens) e um conjunto de salas (caixas).
1. Classificar as disciplinas na ordem decrescente do seu quantitativo de alunos.
2. Seguindo a ordenação acima, para cada disciplina faça

Verifique cada sala já utilizada respeitando a ordem em que foram utilizadas, ou seja, a primeira sala analisada será a
primeira sala utilizada.

• Se (a disciplina couber na sala em análise) então
– Insira a disciplina na corrente sala

• senão
– Se (todas as salas utilizadas já foram verificadas) então

∗ Insira a disciplina em uma nova sala
– senão

∗ Verifique a próxima sala já utilizada

Esse algoritmo clássico do BPP atinge um fator de 1,5-aproximativo, isto se deve
ao fato de que em determinado momento, não é possı́vel ter duas salas cheias até a metade
e ao fato dos itens serem ordenados de forma decrescente (Woeginger, 2008).

Para uma solução viável do problema ADSA, iremos utilizar uma variação do al-
goritmo First Fit Decreasing, utilizado no CCBP para k = 1, desse modo em cada sala será
alocada somente disciplinas do mesmo curso.

Como podemos observar, o First Fit Decreasing para o CCBP onde k = 1 (se as
salas possuem igual tamanho) é equivalente a aplicar para cada curso o algoritmo para
o problema BPP independentemente, o que mantém a razão de aproximação de 1,5. No
entanto, no problema ADSA as salas possuem tamanhos distintos. Sendo assim, apresen-
tamos a seguir as regras/observações adicionais para obtenção da alocação de disciplinas,
juntamente com a descrição de seu algoritmo.

Observações:

1. Classificar as salas em ordem decrescente de suas capacidades.

2. Cursos populosos (que possuem maior quantidade de alunos inscritos) serão colo-
cados no topo de uma lista, com suas respectivas disciplinas de maneira decres-
cente. Suponha que temos quatro cursos A, B, C, D e após verificação para saber
qual é o mais populoso, obtemos a seguinte ordem dos cursos: B, D, A, C. Nota-se
que o curso B é o mais populoso, juntamente com suas disciplinas. Porém ao alocar
uma disciplina do curso B em uma sala, ao realizar a próxima alocação pode ser
que o curso B não seja novamente o mais populoso (dado a remoção de uma dis-
ciplina). Assim, deverá ser realizada uma nova verificação de qual é o curso mais
populoso a cada alocação de disciplinas em salas.

3. Antes de iniciar a alocação, verificar se há alguma restrição das disciplinas a serem
alocadas nas salas. Por exemplo, se a disciplina mais populosa do curso cx que é o
terceiro mais populoso, não pode ficar na sala de posição três, mas a disciplina bx
do curso B que é o segundo mais populoso, pode ficar alocada na sala três, então
realiza-se uma troca de posição entre os cursos.

A variação do algoritmo First Fit Decreasing, para o problema de Alocação de
Disciplinas em Salas que envolvem o CCBP, é descrito a seguir:
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ADSA-First Fit Decreasing
Instância: Um conjunto de salas, um conjunto de cursos e um conjunto de disciplinas com suas respectivas capacidades.

1. Ordenar as salas de forma decrescente de acorde com suas capacidades;
2. Enquanto houver disciplina que ainda não foram alocadas em salas faça

2.1 Ordenar os cursos de forma decrescente;
2.2 Para cada curso ordene suas disciplinas de forma decrescente;
2.3 Seja s1, . . . , sm as salas ainda disponı́veis para alocação de disciplinas em ordem decrescente de acordo com

sua capacidade;
2.4 Selecionar a disciplina mais populosa de cada curso. Seja d1, d2, . . . , dn uma ordem de alocação dessas

disciplinas, que garanta (se possı́vel) que cada disciplina di seja alocada em uma sala si de capacidade maior
ou igual ao seu número de alunos, e prioriza sempre que possı́vel às disciplinas referentes a cursos de maior
tamanho serem alocados primeiro;

2.5 Alocar d1 na sala s1;
2.6 Seja cx o curso da disciplina d1. Percorrer de forma decrescente as disciplinas de cx (ainda não alocadas) e

inserir em s1 sempre que possı́vel;
2.7 Remover as disciplinas já alocadas de cada curso;

O algoritmo descrito acima mantém todas as instâncias ordenadas de maneira de-
crescente, isso se deve ao fato desta heurı́stica apresentar melhores resultados para a alocação
de disciplinas em salas. Tal ordem também é necessária para garantir que não ocorra a di-
visão de uma disciplina em duas salas, ou seja, uma disciplina dn estar alocada em salas
diferentes pelo fato de que as salas restantes para alocar a disciplina dn apresentam ca-
pacidade menor que tamanho da disciplina. A solução para esse problema de alocações
divididas, pode ser vista no passo 2.3 e no passo 2.4 do algoritmo.

Para analisarmos a razão de aproximação do algoritmo acima, primeiro devemos
observar que para cada curso no máximo uma sala utilizada estará com menos da metade
de sua capacidade ocupada, pois se uma disciplina dj não cabe em uma determinada sala si
utilizada e si não está com pelo mesmos metade da sua capacidade ocupada, então dj possui
mais alunos que as disciplinas já inseridas em si, o que é um absurdo pois a inserção de
disciplinas nas salas respeita uma ordem decrescente do quantitativo do número de alunos.
Tal fato, garante que o algoritmo acima gera uma solução pelo menos 2-aproximativa para
o problema (razão de aproximação do algoritmo First Fit). A ordenação dos cursos e
disciplinas em ordem decrescente, por sua vez, preserva as caracterı́sticas do algoritmo
First Fit Decreasing (Varizani, 2003) e mantém a sua razão de aproximação de 1,5.

4 Alocação de Tutores nas Salas de Aula

Cada avaliação presencial é realizada em uma sala que necessita de um tutor fiscal para
realizar a aplicação da mesma. Este procedimento, estabelecido pela direção do CEDERJ,
visa oferecer um melhor controle nos dias que acontecem as avaliações. A carga horária
de cada tutor irá definir em quantos horários este deverá ser fiscal de alguma avaliação,
ou seja, se um determinado tutor possui quatro disciplinas, ele será responsável por ser
fiscal em quatro horários. Existe outra restrição, vista na Seção 2, em que um tutor de um
curso cx, não poderá ser fiscal em uma sala, cuja alguma disciplina deste curso está sendo
aplicada.

Essa alocação de tutores pode ser representada por um problema clássico de Teoria
dos Grafos, conhecido como Emparelhamento tridimensional em Grafos.

O emparelhamento de um grafo pode ser definido da seguinte forma: dado um grafo
G com um conjunto de vértices V e um conjunto de arestas E, um subconjunto M de E
formado por arestas não adjacentes dois a dois é dito um emparelhamento.

O problema de Alocação de Tutores em Salas de Aula (ATSA) pode ser modelado

3013



Setembro de 2014

Salvador/BA

16 a 19SIMPÓSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONALSIMPÓSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONALXLVI Pesquisa Operacional na Gestão da Segurança Pública

como um emparelhamento em grafos, sendo o objetivo do problema encontrar um empa-
relhamento máximo para um determinado grafo, isto é, um emparelhamento que contenha
o número máximo de arestas (Figueiredo, 1999). No problema ATSA, se considerarmos
apenas os tutores e salas para modelagem de uma solução, temos um emparelhamento de
grafos bipartidos.

Por definição, um grafo bipartido, pode ser divido em dois conjuntos diferentes
V1 e V2, de forma que toda aresta liga um vértice de V1 a um vértice em V2. Uma ou-
tra caracterização, é que um grafo bipartido é aquele que não contém nenhum ciclo de
comprimento impar (Szwarcfiter, 1988).

Note que para resolução do problema ATSA, a formulação em somente um grafo bi-
partido não é viável, já que para uma alocação completa de tutores levamos em consideração,
além dos tutores e das salas, o horário (onde cada tutor será responsável por uma avaliação).

Dado um grafo G = (V,E) tal que V (G) é composto por três subconjuntos in-
dependentes disjuntos X , Y , Z, um emparelhamento 3-dimensional M é um conjunto de
triplas (x, y, z), onde x ∈ X , y ∈ Y , e z ∈ Z e nenhum par de triplas possui elementos
em comum. A generalização do problema de encontrar um emparelhamento máximo em
grafos bipartidos, problema de encontrar um emparelhamento 3-dimensional, é um pro-
blema NP-completo (Chen, 2012), conhecido como Emparelhamento tridimensional (3-
Dimensional Matching - 3DM), o qual será utilizado para encontrar uma alocação viável
para o problema ATSA.

O 3DM é descrito da seguinte forma:

Instância: Um grafo G = (V,E) tal que V (G) é composto por três subconjuntos disjuntos
X , Y , Z.

Objetivo: Encontrar um emparelhamento tridimensional de cardinalidade máxima.

A modelagem do problema ATAP como uma instância do 3DM, será feita da se-
guinte forma:

• Os vértices do grafo serão particionados em três subconjuntos disjuntos:

1. Um conjunto T de vértices associados ao conjunto de tutores.
a Cada tutor ti poderá ser fiscal de até ni salas, sendo assim, para cada tutor
ti, serão criados ni vértices: v1ti , v

2
ti
, . . . , vni

ti .
2. Um conjunto H de vértices que representam os horários de aplicação de provas.

a Cada vértice hi
j indica um horário de aplicação de provas disponı́vel para

um tutor ti. Como as provas ocorrem em dois finais de semanas consecuti-
vos, nos dias de sábado e domingo na parte da manha e tarde, teremos um
subconjunto oito vértices hi

j para cada tutor ti.
b A ligação entre o conjunto T de tutores e o conjunto H de horários será uma

partição de bicliques (subgrafos bipartidos completo), onde cada vértice vkti
será ligado a todos os vértices hi

j (horários viáveis para o tutor ti).
3. Um conjunto S de vértices indicando todas as salas disponı́veis para cada horário.

a Para cada horário, será criado um subconjunto de S representando as salas
a serem utilizadas para aplicação de provas naquele horário, um vértice
s
hj

i ∈ S representa a sala si no horário hj .
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b Cada vértice hk
j será ligado a todos os vértices shj

i , tal que o curso da sala
s
hj

i difere do curso do tutor tk. Essa ligação de arestas entre os vértices do
conjunto H de horários e o conjunto S de salas, significa que no horário hj

o tutor tk, só poderá aplicar provas em uma única sala si.

Figura 1. Um grafo de entrada para o problema 3DM obtido a partir de uma instância do
problema ATAP.

Figura 2. Um emparelhamento viável para tutores, horários e salas do grafo apresentado
na Figura 1.

A Figura 1 apresenta um grafo obtido pela construção acima para um cenário com
quatro tutores, dois do curso de Biologia e dois do curso de Computaçao. No caso acima, o
tutor t1 será responsável por ser fiscal em no máximo três salas, já o tutor t2, por exemplo,
atuará em no máximo duas salas. As arestas que ligam os vértices do subconjunto de
tutores aos vértices do subconjunto de horários formam subgrafos bipartidos completo,
pois representa todos os horários possı́veis que um determinado tutor ti poderá escolher
para aplicar a prova. As arestas que ligam os vértices do subconjunto de horários aos
vértices do subconjunto de salas indicam em quais salas os tutores poderão atuar como
fiscais em um determinado horário. Note nesse grafo que para um determinado horário hj

e para um tutor ti, pode não existir arestas entre o horário hi
j e uma sala s

hj

k , isso acontece
pois a sala sk possui uma disciplina que pertence ao curso do tutor ti no horário hj .
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A Figura 2, por sua vez, apresenta um emparelhamento tridimensional do grafo
ilustrado na Figura 1. Esse emparelhamento pode ser interpretado como uma possı́vel
alocação de tutores nas salas de aulas para aplicação das provas, onde cada tripla indica
para um determinado horário em qual sala um determinado tutor será fiscal, por exemplo,
a tripla (v1t1 , h

1
2, s

h2
2 ) na Figura 2 indica que o tutor t1 no horário h2 será fiscal das provas

aplicadas na sala s2.

Para encontrar uma alocação viável para o problema ATAP, ou seja, que satisfaça as
regras de um emparelhamento tridimensional em grafos utilizaremos um algoritmo aproxi-
mativo de tempo polinomial do 3DM. O algoritmo utilizado é chamado de Apx3DM-First
(Chen, 2012), e pode ser descrito da seguinte forma:

Instância:Um grafo S = (E, V ) tal que V (S) é composto por três subconjuntos disjuntos X,Y, Z.
Saı́da:Um emparelhamento tridimensional M de S.

1. M = 0
2. Para cada tripla (x, y, z) em S faça

Se (x, y, z) não contradiz M então
M = M ∪ (x, y, z)

Fim-Se;
Fim-Para;

Seja M um emparelhamento tridimensional do conjunto S, teremos um empare-
lhamento tridimensional maximal, se cada nova tripla de S contradiz M (ou seja, ao ser
inserido, M não será mais um emparelhamento). O algoritmo acima encontra um empare-
lhamento tridimensional maximal, sendo, portanto, 3-aproximativo, pois o tamanho de um
emparelhamento tridimensional maximal é de pelo menos 1/3 do tamanho do emparelha-
mento tridimensional máximo de S (Chen, 2012).

Para melhor resolução deste problema de alocação de tutores, iremos apresentar
um segundo algoritmo para o 3DM. Esse algoritmo baseia-se no fato de que em um empa-
relhamento maximal, não podem ser adicionados triplas diretamente para M , fazendo um
emparelhamento maior em S. No entanto, é possı́vel retirar uma tripla de M , assim somos
capazes de adicionar mais de uma tripla de S para tornar M um emparelhamento maior. O
segundo algoritmo apresentado do 3DM é chamado de Apx3DM-Second e é descrito da
seguinte forma:

Instância:Um grafo S = (E, V ) tal que V (S) é composto por três subconjuntos disjuntos X,Y, Z.
Saı́da:Um emparelhamento tridimensional M de S.

1. Construir um emparelhamento tridimensional M de S utilizando o Apx3DM-First;
2. Mudar=verdadeiro;
3. Enquanto (Mudar) faça

Mudar=falso;
Para cada tripla (a, b, c) em M faça

M = M − (a, b, c);
Seja Sr o conjunto de triplas em S que não contradizem M ;
Construir emparelhamento tridimensional maximal em Sr ;
Se Sr tiver mais de uma tripla então

M = M ∪Mr ;
Mudar=verdadeiro;
Senão M = M ∪ (a, b, c);

Fim-se;
Fim-para;

Fim-enquanto;

O algoritmo Apx3DM-Second é 2-aproximativo e pode ser executado em tempo
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O(n3) (Chen, 2012).

Os dois algoritmos demonstrados nesta seção, são utilizados para encontrar uma
alocação de tutores em salas de aula, respeitando o critério adotado pela direção do polo
Cederj/Três Rios. Essa solução permite melhorar a aplicação das provas, de forma a obter
um preciso padrão de regras com objetivo de que a cada alocação o problema ATAP seja
melhorado.

5 Considerações Finais
Este trabalho tem como principal objetivo sistematizar um mecanismo para alocação de
tutores em aplicações de provas do consórcio CEDERJ. Primeiramente, formulamos o pro-
blema e as regras para geração de uma alocação viável e observamos que o problema pode
ser particionado em dois subproblemas independentes: Alocação de Disciplinas em Salas
de Aula -ADSA e Alocação de Tutores em Salas de Aula - ATSA.

Analisando cada um desses problemas individualmente, constatamos que: (i) ADSA
pode ser interpretado como uma aplicação do problema Bin Packing, o que nos permite,
por exemplo, a construção de um algoritmo 1,5-aproximativo para solucioná-lo; (ii) ATSA
pode ser modelado como um elegante subcaso do problema de emparelhamento 3-dimen-
sional em grafos (3DM), para o qual ilustramos um algoritmo 2-aproximativo. Desta
forma, podemos solucionar o problema de alocação de tutores em aplicações de provas
particionando-o nos problemas ADSA e ATSA, e aplicando em seguida heurı́sticas exis-
tentes para os problemas Bin Packing e 3DM, respectivamente, como demonstrado com
algoritmos aproximativos neste trabalho.

Fator de Aproximação Global

O tamanho de uma solução para o Problema de Alocação de Tutores em Aplicação
de Provas (ATAP), pode ser mensurado através da soma das cardinalidades do conjuntos de
salas e tutores utilizados. Seja O a solução ótima para o problema ATAP, |O| = |SO|+|TO|,
onde para uma dada solução I , Si é a solução do subproblema ADSA e TI é a solução ótima
para o subproblema ATSA.

A abordagem exemplificada neste trabalho, propõe a aplicação de um algoritmo
1.5-aproximativo para ADSA e a partir da solução obtida aplicamos um algoritmo 2-
aproximativo para ATSA em relação a solução obtida no passo anterior. Sendo A a solução
obtida pela abordagem aproximativa proposta, temos:

|A| = |SA|+ |TA| = 1, 5|SO|+2(|T1,5|SO||) ≤ 1, 5|SO|+2(1, 5|SO|) ≤ 4, 5|SO| ≤ 4, 5|O|.
Portanto, a abordagem aproximativa proposta neste trabalho apresenta um fator de

aproximação final para o problema ATAP de 4.5.

Trabalhos Futuros

Como trabalhos futuros, propomos desenvolver um modelo de programação inteira,
heurı́sticas e metaheurı́sticas para o problema, analisando a qualidade das soluções e as
melhorias obtidas no contexto prático.
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