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RESUMO

Um autovalor A de um grafo G é dito ser um autovalor principal de G se o autoespago
associado a A ndo é ortogonal ao vetor que tem todas as coordenadas iguais a 1. Caso contrario, A
¢ dito ser um autovalor ndo principal de G. Nesse trabalho apresentamos uma condi¢do necessaria
e suficiente para que o simétrico de um autovalor simples de um grafo conexo bipartido seja ndo
principal. Como aplicacdo, caracterizamos as drvores de didmetro 3 em que o menor autovalor é
ndo principal.

PALAVRAS CHAVE. Matriz de adjacéncia do grafo. Autovalor principal. Grafo bipartido.

Area Principal (Teoria e Algoritmos em Grafos)

ABSTRACT

An eigenvalue A of a graph G is said to be a main eigenvalue of G if the eigenspace
associated to )\ is not orthogonal to the all-1 vector, and a non-main eigenvalue in the other case. In
this paper we present a necessary and sufficient condition for the symmetric of a simple eigenvalue
of a bipartite connected graph to be non-main. As an application, we characterize the trees with
diameter equal to 3 where the smallest eigenvalue is non-main.

KEYWORDS. Adjacency matrix of the graph. Main eigenvalue. Bipartite Graph.
Principal Area (Theory and Algoritms in Graphs)

2956



71 XL\/ [ SIMPOslo BRASILEIRO DE PESRUISA OPERACIONAL

Pesquisa Operacional na Gestao da Seguranca Publica

1. Introducao

No que se segue, G = G(V(G), E(G)) é um grafo simples (sem arestas multiplas, sem
orienta¢do e sem lacos) e finito, no qual V(G) = {1,2,--- ,n} é o conjunto dos n vértices de G
e E(G) = {{i,7};i,7 € V(G)} representa o conjunto de arestas de G. O grau d; do vértice i é
o niimero de vértices j tais que {i,j} € F(G) e dg denota o n-vetor coluna cujos elementos sdo
os graus dos vértices do grafo GG. O grafo é completo quando quaisquer dois vértices distintos sdo
adjacentes. O grafo completo com n vértices € denotado K,,. O grafo complementar de G é o grafo

G que possui os mesmos vértices de G, sendo que {i,j} € E(G) se e somente se {7, j} ¢ E(G).

Uma sequéncia finitaé,7+ 1,742, - - - , i+ p de vértices de um grafo G é dita uma cadeia
deiai+ pquando {i + k,i +k+ 1} € E(G) para0 < k < p — 1. Um caminho é uma
cadeia em que todos os vértices sdo distintos. Diz-se que G é um grafo conexo quando existe um
caminho ligando cada par de seus vértices. Em caso contrario, G € denominado grafo desconexo.
Um caminho fechado é denominado ciclo. Uma drvore é um grafo conexo que nio possui ciclos.

Um grafo G(V, E) é r-partido quando o seu conjunto de vértices V' pode ser particionado
em 7 subconjuntos disjuntos V7, Va, - - - |V, tais que toda aresta de G une vértices de subconjuntos
distintos. Denota-se tal parti¢io por V = ViUVLU---UV,. Um grafo € r-partido completo se
quaisquer dois vértices de diferentes subconjuntos da particdo sdo adjacentes. Sendo |V;| = p;,
1 <4 < 7, um grafo r-partido completo € denotado por K, ,, ... p.. Se r = 2, G € dito bipartido.
O grafo bipartido completo K ,, € uma drvore denominada estrela. Um grafo bipartido G € dito um
grafo (bipartido) semirregular se os vértices que pertencem a um mesmo subconjunto da parti¢do
possuem 0 mesmo grau.

O grafo G com n vértices determina uma matriz quadrada de ordem n, cujas entradas sio
a;j =1,se{i,j} € E(G),ea;; =0,se{i,j} ¢ E, chamada matriz de adjacéncia de G e denotada
por A(G). Diz-se que A é um autovalor do grafo G quando A é um autovalor de A(G). O espectro
de G, Spec(@), é o multiconjunto dos autovalores do grafo G. Em geral, os n autovalores de G sdo
apresentados em ordem ndo crescente, Apax(G) = A1(G) > Aa(G) > -+ > A\ (G) = Amin(G)
e o autoespaco associado a cada autovalor A\ € Spec(G) é denotado por £ (\). Denota-se por J a
matriz de ordem n formada por 1’s e por j, o n-vetor coluna formado por 1’s.

Cada autovalor A de G tal que j é ndo ortogonal ao autoespago () é dito ser um au-
tovalor principal (main eigenvalue) de G . Caso contrario, dizemos que A é um autovalor ndo
principal. Denota-se por Main(G) a parte de Spec(G) contituida somente pelos autovalores prin-
cipais de G, que sdo todos distintos [Cvetkovi¢ (1970)]. Por Cvetkovi¢ et al. (1979), temos que o
maior autovalor de qualquer grafo conexo € um autovalor principal do grafo (consequéncia do Te-
orema de Perron-Frobenius). Um grafo conexo € regular, isto €, todos os seus vértices possuem o
mesmo grau, se e somente se, seu maior autovalor € o tinico autovalor principal. Um survey devido
a Rowlinson (2007) apresenta os principais resultados relativos a autovalores principais até aquela
data.

Em Cardoso e Pinheiro (2009), os autores investigaram relagdes entre os autovalores prin-
cipais de um grafo e os de seu complementar, buscando estimativas para a ordem maxima de sub-
grafos induzidos regulares. Apresentaram uma cota superior para a ordem de tais subgrafos, que é
atingida para os grafos G em que o menor autovalor é ndo principal. A partir disso, os autores pro-
pdem a seguinte questdo: para quais grafos o menor autovalor € ndo principal? Como consequéncia
do Teorema 2.2, respondemos tal questio para os grafos conexos bipartidos.
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O artigo esta organizado da seguinte forma: na Secdo 2, encontra-se a Proposi¢do 2.1 de-
monstrada em Rowlinson (2007) e referente a grafos semirregulares, e o nosso principal resultado,
Teorema 2.2, que estabelece uma condicio necessdria e suficiente para que o simétrico de qualquer
autovalor simples de um grafo bipartido seja ndo principal. Na Secdo 3, este teorema ¢é aplicado
para caracterizar as drvores de didmetro 3 em que os menores autovalores sdo ndo principais. Fina-
lizamos o artigo com uma sugestdo para trabalhos futuros.

2. Grafos bipartidos em que o simétrico de um autovalor simples € nao principal

O menor dos autovalores de um grafo bipartido pode ou ndo pertencer a parte principal
do espectro do grafo. Como exemplos, apresentamos os grafos G = K55 e T ilustrados na
Figura 1.

N/
MM»M"

Wi

Figura 1: Apin(G) é ndo principal e Apin(T) é principal

Como os grafos G e T sdo conexos segue que Apmax(G) € Amax(7") sdo autovalores prin-
cipais. No caso do grafo G, Ayin(G) € um autovalor ndo principal, pois G é um grafo regular de
grau 5 e Amax(G) é o seu tinico autovalor principal. No grafo T', Apin(T) = —v/V/5 + 3 é um
autovalor simples e principal, pois

U:{l \/54+1 \/54+1 \/54+1 \/54+1 (\/54))4 V543 _(\/5+1)4 \/5+3]T

¢ um autovetor associado a Apin(7") e ndo € ortogonal a j.

E conhecido que um grafo conexo G é bipartido se e somente se seus autovalores se
distribuem simetricamente em relacdo ao zero. Em Rowlinson (2007), foi provado um resultado de
caracterizacio para grafos conexos que possuem como unicos autovalores principais Apax € —Amaxs
como segue:

Proposicao 2.1 Um grafo conexo ndo trivial G é bipartido semirregular se e somente se 0s unicos
autovalores principais de G $@o Amax(G) € —Amax(G).

Foi provado em Cvetkovié ef al. (1997), que se A € um autovalor simples de um grafo
conexo bipartido GG entdo —\ também € um autovalor simples de G. Porém, A ser um autovalor
principal de um grafo conexo bipartido G ndo implica que — A seja também um autovalor principal
de G. O grafo G = K5 5, dado na Figura 1, ilustra este caso. A seguir apresentamos uma condi¢do
necessaria e suficiente para que o simétrico de um autovalor simples seja um autovalor ndo principal
de tal grafo.

Teorema 2.2 Sejam G um grafo conexo bipartido com n vértices e A um autovalor simples de
G. Nestas condicdes, —\ é um autovalor ndo principal de G se e somente se dg é ortogonal ao
autoespago Eg(—N).
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Demonstracio.

Seja G = G(V, E) um grafo conexo bipartido com n vértices tal que V = V;UV, com
Vi={l,---,steVa={s+1,--- ,n}

P . . T
Se A\ é um autovalor simples de G' com autovetor associado v= [ V1 o Vs Usyl cc Up ]

entdo A(G)v = Av e portanto, paracadai € {1,--- ,n} temos que >, . vr = Av;. Deste modo,

D1 Dk VE = AD_ Vi € Z?:sﬂ D ki Vk = A Z:’L:erl Vi

Como G ¢é bipartido entdo Y77 >, vk = Yoy divg € Y > vk = D divi.

Logo,
A Z V; = Z divi e A Z vV; = Z dzvz
=1 i=1

i=s+1 i=s+1

Como A é um autovalor simples do grafo bipartido G entdo —A também € um autovalor

simples de G [Cvetkovi¢ et al. (1997)]. Neste caso, o autoespaco associado a —\ é gerado por

T .
v’:[vl Cee Vg —Ugip ot —vn] . Assim,

—Xéndo principal <— < v,j>=0
S

e Zvi— Zn: v; =0

=1 i=s+1
s n
— A Z”i - Z v | =0
=1 i=s+1
n s
< Z dl"Ul' — Z di’Ul' =0
i=s+1 =1
n

Z dﬂ); =0
i=1

>
— <dg,v >=0.
U

Observe que se G for um grafo conexo bipartido entdo Apyax(G) é um autovalor simples e
Amin(G) = —Amax(G). Logo, o Teorema 2.2 nos d4 uma condigdo necessdria e suficiente para que
o menor autovalor de um grafo conexo bipartido seja ndo principal, o que responde parcialmente a
questdo apresentada em Cardoso e Pinheiro (2009). Na se¢fo a seguir, aplicamos tal teorema para
determinar as arvores de didmetro 3 para as quais o menor autovalor € ndo principal.

3. Caracterizacio de arvores com didmetro 3

Grone e Merris (1990) introduziram a notagdo T'(k, s) para designar as drvores de didmetro
3, que possuem exatamente 2 vértices ndo pendentes e adjacentes entre si, com k folhas adjacentes
aum dos vértices e s folhas adjacentes ao outro. Tais arvores sdo conhecidas como duplas estrelas e
os vértices ndo pendentes sdo os vértices centrais. Quando k = s chamaremos estas arvores duplas
estrelas balanceadas. Na Figura 2 é apresentada uma dupla estrela ' = T'(k, s) com a rotula¢do
que adotaremos.
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k+3 k+s+2

Figura 2: dupla estrela T'

Dado um nimero natural ¢ maior do que 2, 7, é a 4rvore obtida de a®> — a + 1 estrelas
disjuntas Ky 41 cujos vértices centrais possuem um vizinho em comum. Para exemplificar tais
arvores, a Figura 3 apresenta a drvore 7 . Hou e Zhou (2005) identificaram as drvores Ty, as estrelas
e as duplas estrelas balanceadas como as arvores com exatamente dois autovalores principais.

Figura 3: arvore Ty

Lema 3.1 Se A\ # 0 é um autovalor simples da dupla estrela T (k, s) rotulada como na Figura 2
com um autovetor v = [v;],1 < i < k + s+ 2, tal que v1 = 1 entdo

A—lx, se i =2;
v; = v se 3<i<k+2;
k .
1—F, se k+3<i<k+s+2.
Demonstracio.
Seja
[0 1|1 110 0]
1 0]0 01 1
1 0]0 010
AT =11 o]0 00 0
0 1]0 0]0 0
0 10 00 0 |
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Como A(T)v = Av entdo

Vot V3 4+ Vpyo | vy
V] + Vgg3 + -+ Vkgs42 )\’U2
V1 )\Ug
A(T)v = = ’
( ) V1 )\Uk+2
(%] )\’L)k+3
i V2 1 L M2 |

Escrevendo as coordenadas do vetor v em funcdo de sua primeira coordenada, vy, obtém-se

U1
1 U3:U4:"':Uk+2zx
V1 k
° 1)2—{—v3—|—---—{—vk+2:)\1)1:>1)2+k3x:)\Ul :>U2:1)1()\—X)
() k
o Uk+3:1)k+4:"':vk+s+2:x:U1<1—F)

Assim, v — [m UI(A_é) won v1(1_ﬁ) v1(1_£> ]T‘

Fazendo v; = 1 tem-se o resultado.

O resultado que se segue utiliza o Teorema 2.2 e caracteriza todas as drvores balancea-
das de diametro 3 por meio de uma propriedade do autovetor associado ao menor dos respectivos
autovalores.

Teorema 3.2 Uma dupla estrela possui o menor autovalor como ndo principal se e somente se é
uma dupla estrela balanceada.

Demonstracao.
Seja T' = T'(k, s) uma dupla estrela com a rotula¢do dada pela Figura 2.

Por Del Vecchio et al. (2009), o polindmio caracteristico de 7' é dado por
pr(\) = X TINFIT(0 — A2(k + s + 1) + ks). Dali, seus autovalores podem ser explicitados

como segue
( \/k:—i—s—l—l—l—Q\/ks—l—\/k+s+1—2\/ks e izl
2 9 S 1= 9
Vitsti4vks —Vi+s+1-2vks
2 9 - &
(T = 0, se 3<i<k+s;
—\/k+s—|—1—|—2\/k:s+\/k+s+1—2\/l<:s )
2 , sei=k+4+s+1;
—Vk 1+ 2vVks —VEk 1-2vVk
\/ +s+1+ - \/ + s+ s’ i htst
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Sev=_[ v vy V3 ‘- Vpy2 Vkg3 o0 Vpgsto ]T é um autovetor associado ao
autovalor simples A\ (7") entdo Agysy2(7), que é o simétrico de A1 (7'), também € um autovalor
simples de G [Cvetkovic et al. (1997)] e o seu autoespago € gerado por

p T
v = [ V1 —v2 —U3 ot TUk42 Vg43  ct Uk4s+2 ]

Do Teorema 2.2, A\ +s+2(7") é ndo principal se e somente se

k+s+2 k42
divy + Z d;v; = dovg + Z d;v;.
i=k+3 i=3
Mas,
k+s+2 k+2 k+2 k+s+2
(k+1)v1 + Zvi:(s—i—l)vg—i—Zvi — Ul_UQ_ZUi+ Zvi:svg—kvl
i=k+3 i=3 i=3 i=k+3
<— svy = kv (D)

Logo, Ai+s+2(T") é ndo principal se e somente se svy = kvy.

Do Lema 3.1, o vetor
1
k

_1 )‘k+s+2 (T)

>‘k+s+2 (T)

Metst2(T)

' 1
>‘k s Q(T)
+ +k¢

)\z—l—s—i—Z (T)

1

1 k
-
L )‘k+s+2 (T)
é um autovetor associado a A\ sy2(7) € portanto, o vetor v obtido de v trocando-se o sinal das
coordenadas correspondentes a parti¢do {2,3,--- , k+2} é um autovetor associado a A; (7). Logo,
Mi+s+2(T) é um autovalor ndo principal se e somente se as duas primeiras coordenadas de v satis-

fazem a equacdo (1), isto é

k
S(—UQ) =kvy <— s (m — )\k+5+2(T)> =k

= sk = Apsr2(T)) = kAprsia(T)

— )\z+s+2(T)s + k)‘k+s+2(T) - Sk = 0.

—k 4+ VEk? +4s%k —k —Vk? + 452k

Isto leva a A\gys10(T) = ou Appsi2(T) = . Dado que

2s 2s
—k+VEkZ + 452k

2s
que —1 [Doob (1982)], temos Ap4s512(T) =

> (0 e o menor autovalor de um grafo com pelo menos uma aresta ¢ menor do

—k — Vk? + 452k

2s
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Vik+stl+2vks+VEk+s+1—2vVks
Mas, )\k+5+2(T) = — 5

equacao

e portanto, tem-se a seguinte

k- VK 4k Vk+s+1+2Vks+VE+s+1-2Vks

2s 2

que pode ser reescrita como

k:,S\/(\/E—\/E)2+1— k2+452k+3\/(\/E+\/§)2+1. 2)
Ap6s aplicacdes de operacdes algébricas, a equacdo (2) fornece o seguinte polindmio:
E2s°[(s — 1)k + (5 — 25%)k% 4 (s + %)k — s°] = 0,

cujas raizes s3o k = 0 com multiplicidade 2, k = s com multiplicidade 2 e k = Ll’ s # 1, com
s

multiplicidade 1. Dentre essas raizes, aquelas que satisfazem a equacdo (2) sio k = 0 e k = s.
Como T' € uma drvore de didmetro 3, segue que k£ deve ser um inteiro positivo e assim, a unica
solucdo possivel é k = s.

Reciprocamente, seja 77 = T'(k, k) uma dupla estrela balanceada. Como provado por

Hou e Zhou (2005), T” possui exatamente dois autovalores principais. Embora seja um grafo bipar-
tido, 7" ndo é semirregular. Da Proposi¢do 2.1, Ain(7”) € ndo principal.

O

4. Consideracoes Finais

Nesse trabalho foi apresentada uma condicio necessdria e suficiente para que o simétrico
de um autovalor simples de um grafo bipartido seja um autovalor ndo principal de tal grafo. Este
resultado foi aplicado para caracterizar as arvores de didmetro 3 cujo menor autovalor € ndo prin-
cipal. Sugere-se para trabalhos futuros que investigacdes sejam feitas para verificar a possibilidade
de aplicacdo do Teorema 2.2 na identificag@o e caracterizac¢do das duplas vassouras, generalizagdes
das duplas estrelas para didmetros maiores que 3, cujos respectivos menores autovalores sejam nao
principais.
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