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1. Introdução 
 Observa-se que fundos de renda fixa e poupança vem perdendo atratividade. Com isto as 
opções de investimentos que busquem uma melhor rentabilidade no longo prazo devem atrair 
investidores nos próximos anos. Os investimentos em ações vêm se tornando alternativas de 
diversificação para os investidores que, no longo prazo, buscam um aumento na rentabilidade de seu 
portfólio, tornando-se uma ótima alternativa quando comparados a outras aplicações financeiras 
(ROTELA JUNIOR, PAMPLONA e SALOMON, 2014; ROTELA et al., 2015). 

Mais de sessenta anos após o desenvolvimento do modelo de Markowitz (1952), esta clássica 
abordagem de média-variância ainda é o principal modelo utilizado na prática da alocação de ativos e 
gestão de carteira, e vem dando origem a novas propostas desenvolvidas por acadêmicos (BRODIE 
et al., 2009; DITRAGLIA e GERLACH, 2013; ZOPOUNIDIS, DOUMPOS e FABOZZI, 2014). 
Tanto para investidores como para o meio acadêmico, o processo de seleção de investimentos em 
ativos de risco permanece sendo um desafio para a gestão financeira. 

Charnes, Cooper e Rhodes (1978) desenvolveram o conceito de Análise Envoltória de Dados 
– DEA (Data Envelopment Analysis), utilizada para avaliação e comparação de unidades 
organizacionais, que utilizam múltiplos insumos para produzir várias saídas em um determinado 
período de tempo (KAO e LIU, 2014). Tal conceito, que desde então tem sido amplamente discutido, 
vem dando origem a variações até os dias de hoje. Em algumas destas o raciocínio incerto e 
aproximado já pode ser considerado, como o proposto por Sengupta (1987), que associou a 
Programação Restringida por Chances (Chance Constrained Programming - CCP), proposta por 
Charnes e Cooper (1963), ao modelo DEA. 

Contextualizado o problema de pesquisa, este artigo tem como objetivo principal avaliar a 
eficiência de ações de empresas de capital aberto sob condições de risco e incerteza. Para isso, será 
utilizado o modelo Chance Constrained Data Envelopment Analysis (CCDEA), contemplando 
variáveis estocásticas em sua programação, para propor carteiras que melhor atendam aos interesses 
dos investidores. 

E, como objetivos específicos: 
− Apresentar o modelo Chance Constrained Data Envelopment Analysis (CCDEA); 
− Utilizar o modelo CCDEA na redução do espaço de busca, considerando aleatoriedade e 

incerteza nas variáveis; 
− Utilizar a abordagem de Sharpe (1963) para determinar a alocação de capital nas ações 

consideradas eficientes pelo modelo CCDEA. 

2. Chance Constrained DEA 
Os modelos clássicos e utilizados com maior frequência na literatura são do tipo 

determinístico, e não consideram os erros aleatórios das variáveis de entrada (inputs) e saída 
(outputs). Segundo Aigner, Lovell e Schmidt (1977) e Jin, Zhou e Zhou (2014), a aleatoriedade 
generalizada nos processos de avaliação são provenientes dos erros na coleta de dados. Ainda 
segundo Jin, Zhou e Zhou (2014), a maior contribuição na programação DEA estocástica pode ser 
encontrada na pesquisa desenvolvida por Sengupta (1987), que utilizou a Programação Restringida 
por Chances (Chance Constrained Programming - CCP), proposta por Charnes e Cooper (1963). 

Em seu estudo, Sengupta (1987) incorporou as variáveis estocásticas na formulação DEA, e 
em seguida, transformou-o em um modelo determinístico equivalente. Como resultado de tal 
formulação, o DEA estocástico pode ser resolvido por qualquer software comercial de otimização 
que trate programação linear e programação quadrática (SUEYOSHI, 2000). 

Na formulação do modelo DEA estocástico, obviamente uma programação não linear, 

apresentada conforme (6)-(9), a i-ésima DMU, 
^ ^ ^ ^

1 2( , ,..., )T
i i i iax x x x= e 

^ ^ ^ ^

1 2( , ,..., )T
i i i iby y y y=  

representam as variáveis estocásticas para os vetores input e output, respectivamente, e que, i=i,...,n. 
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Sujeito a:  
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p
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β α=

=

≤ ≥ − =  (8) 

, 0.q pu v ≥  (9) 

Novamente, u1,…,ub, v1,...,va são pesos a serem estimados pelo modelo. Já os símbolos uq e 
vr representam os pesos dos multiplicadores relacionados à q-ésima saída e p-ésima entrada, 

respectivamente. Pr representa uma probabilidade e o sobrescrito `^` indica que 
^

ipx e 
^

iqy são 

variáveis aleatórias. Para as restrições, o modelo formula a proporção de ser inferior ou igual a i, 
que representa um nível de eficiência esperado para a i-ésima DMU, que segundo Cooper, Huang e 
Li (1996) e Jin, Zhou e Zhou (2014), possui variação [0,1], sendo definido como um nível de 
aspiração. Já i é considerado um critério de risco em nome da utilidade de um tomador de decisão. 
Por outro lado, 1- i indica a probabilidade de atingir a exigência, sendo considerado um nível de 
confiança (JIN, ZHOU e ZHOU, 2014). Assim como i, o critério de risco ( i) é um valor medido no 
intervalo entre 0 e 1. No modelo apresentado, quando i=0 é necessário que a relação entre 
output/input torne-se menor ou igual a i. Quando i é definido para ser o valor de um e i é definido 
como zero, as restrições serão definidas de forma a serem iguais às do modelo DEA clássico. 

Para se obter um modelo viável computacionalmente, a formulação deve ser rescrita, 
conforme a proposta de Charnes e Cooper (1963). Nesta proposta considera-se a aleatoriedade, e para 

isso, assume-se que a variável estocástica 
^

ipx  de cada input pode ser expressa como 
_^

ip ip ipx x a ξ= + , no qual p possui variação [1,b] e i de [1,n], no qual 
_

ipx é o valor esperado de 
^

ipx  e 

ipa é o desvio padrão. De forma parecida, a variável estocástica 
^

iqy  de cada output pode ser expressa 

como 
_^

iqiq iqy y b ξ= + , no qual q possui variação [1,a] e i de [1,n], no qual 
_

iqy é o valor esperado de 
^

iqy  e iqb é o desvio padrão. Uma vez que a parte da perturbação estocástica indica que os erros são 

provenientes da coleta de dados, é natural supor que a variável aleatória ξ  segue uma distribuição 
normal (N(0, 2)).  

Após apresentação do modelo, é conveniente adquirir sua formulação determinística 
equivalente, a fim de facilitar a resolução do modelo. Então a formulação da função objetivo, 
representada pela equação (6) pode ser reescrita como: 

_^

0 0
1 1

b b

q qq q
q q

E u y u y
= =

=  (10) 
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As restrições representadas, conforme (7)-(8), incluindo o processo estocástico, podem ser 
reescritas em (11)-(12): 

_^

0 0

1 1

( ) ( ) 1
a a

p pp p
p p

E v x v x
= =

= =  (11) 

^

^ ^
1

^
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P ( ) P ( 0) 1    1,2,..., .

b
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β β α=

= =

=

≤ = − ≤ ≥ − =  (12) 

Que pode ser escrita em sua forma equivalente, conforme (13): 
^ ^

1 1

( 0)

P ( ) 1    1,2,..., .

b a

ipq i p iiq
q p i

r i

i i

u y v x E
E

i n
V V

β

α= =

− ≤ −

≥ ≥ − =  
(13) 

No qual Ei e Vi indicam a média e variância de cada variável aleatória. Logo, podem ser 
representadas conforme (14)-(15): 

_ _

1 1

b a

ipi q i piq
q p

E u y v xβ
= =

= −  (14) 

_ _
2 2

1 1

( )
b a

ipi q i piq
q p

V u y v xβ σ
= =

= −  (15) 

Deste modo, a variável aleatória 

^ ^

1 1

( 0)
b a

ipq i p iiq
q p

i

u y v x E

V

β
= =

− ≤ −

segue uma distribuição 

normal de média zero e variância um, logo equação (13) pode ser apresentada conforme (16): 

1(1 )   1,2,..., .i
i

i

E
i n

V
α−−

≥ Φ − =  (16) 

Cuja forma equivalente é apresentada conforme (17): 

_ _
1 1

1 1

( (1 ) ) ( (1 ) ) 0    i 1,2,....,
a b

ip ip i ip q iq i iq i
p q

v x a u y b nβ α σ α σ− −

= =

+ Φ − − + Φ − ≥ =  (17) 

Finalmente, chega-se ao modelo dos multiplicadores. Aqui,  representa uma função de 
distribuição normal padrão, e -1 é o inverso da função. Assim o modelo original pôde ser 
reformulado como o modelo de programação linear, cujo equivalente é conforme (18)-(21): 

 
_

0
1
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b

q q
q

u y
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Sujeito a:  
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_ _
1 1

1 1

( (1 ) ) ( (1 ) ) 0    i 1,2,....,
a b

ip ip i ip q iq i iq i
p q

v x a u y b nβ α σ α σ− −
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+ Φ − − + Φ − ≥ =  (20) 

, , 0. q p ru v w ≥  (21) 

O modelo apresentado amplia as aplicações da Análise Envoltória de Dados (DEA) na área 
financeira e auxiliam a tomada de decisão. Além da situação determinística, a eficiência pode ser 
medida considerando variáveis aleatórias. Os níveis de aspiração e confiança do modelo podem ser 
definidos de acordo com diferentes situações na aplicação prática, atendendo as particularidades. 

3. Seleção de portfólios 
Markowitz (1952) sugeriu que o processo de seleção carteiras deve ser abordado por fazer 

estimativas probabilísticas do desempenho futuro de ativos, a análise dessas estimativas para 
determinar um conjunto eficiente de carteiras e a seleção que prevê as carteiras que melhor se 
adaptam às preferências do investidor. Segundo Darolles e Gourieroux (2010), Sharpe (1963) 
estendeu o trabalho de Markowitz (1952), apresentando um modelo simplificado das relações entre 
ativos, oferecendo evidências sobre custos, bem como a conveniência de usar o modelo para 
aplicações práticas, conforme (22)-(24) (SHARPE, 1963): 

1 1
2

1 1

maxZ
N N

i i i i
i i

X A X Qλ
+ +

= =

= −  (22) 

Sujeito a: iX  0 para todo i de 1 a N.  

1

N

i i n i
i

X B X +
=

=  (23) 

1

1
N

i
i

X
=

=  (24) 
 

Esta formulação indica a razão para o uso dos parâmetros An+1 e Qn+1 para descrever a 
variância e valor esperado do futuro valor de I. O fato também indica a razão para chamar isto de 
modelo diagonal. A matriz de variância e covariância, que é completa quando N ativos são 
considerados, pode ser expressa como uma matriz com valores diferentes de zero apenas ao longo da 
diagonal, incluindo uma (n+1)-ésimo ativo, definido como indicado (SHARPE, 1963). Isto reduz 
drasticamente o número de cálculos necessários para resolver o problema de análise de portfólio. 

Segundo Ben Abdelaziz, Aouni e El Fayedh (2007), a metodologia de média-variância 
proposta por Markowitz (1952) para seleção de portfólio tem sido fundamental para a atividade de 
pesquisa e tem servido como base para o desenvolvimento da teoria financeira moderna.  

4. Materiais e métodos 
A presente etapa da pesquisa utilizou a base científica de otimização de portfólios para 

apresentar um método para seleção de portfólios de ações, considerando variáveis estocásticas. Para 
seleção dos ativos considerados eficientes serão utilizados os resultados do modelo CCDEA. 

Para a amostra, optou-se por ações PN e ON de empresas de capital aberto negociadas na 
Bolsa de Valores de São Paulo (Bovespa) que possuem participação no Índice Bovespa (Ibovespa). 
Então, obteve-se uma amostra composta 59 empresas. E, após tal seleção, determinou-se o conjunto 
de indicadores de entradas e saídas utilizados na análise de eficiência por meio do modelo CCDEA. 

Autores como Powers e McMullen (2000), Lopes, Lanzer e Lima (2006) e Lopes, Carneiro e 
Schneider (2010) utilizaram em sua pesquisa indicadores de retorno de um, dois e três anos e lucro 
por ação para comporem o conjunto de outputs, enquanto os indicadores beta (60 meses), preço sobre 

1339



De 25 a 28 de Agosto de 2015.
Porto de Galinhas, Pernambuco-PEXLVII

SIMPÓSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONAL

 

lucro e volatilidade (36 meses) para comporem os inputs do modelo DEA. Entretanto, Rotela Junior, 
Pamplona e Salomon (2014) e Rotela et al. (2015) propuseram a substituição dos indicadores que 
compõem os inputs por volatilidade, em janelas de 12 meses, ou seja, anos 1, 2 e 3, e preço/lucro.  

Então, as variáveis propostas foram selecionadas baseadas nos trabalhos de Powers e 
McMullen (2000), Lopes, Lanzer e Lima (2006), Lopes, Carneiro e Schneider (2010), Rotela Junior, 
Pamplona e Salomon (2014) e Rotela et al. (2015). Durante a seleção dos outputs adotados para o 
modelo, optou-se pela utilização do retorno, lucro por ação. Já, os inputs adotados foram volatilidade, 
preço sobre lucro e beta. Foram coletados, com o auxílio do software Economática®, dados históricos 
dos últimos 36 meses para tais variáveis. Então, para cada DMU (ação), foi possível calcular a média 
e variância de cada uma das variáveis adotadas para a análise de eficiência, no qual os dados são 
apresentados na Tabela 1. Entretanto, as variáveis adotadas pelos pesquisadores e analistas podem ser 
as mais diversas possíveis, desde que representem bem os interesses dos investidores. 

Tabela 1 – Dados de entrada (inputs) e saída (outputs) do modelo 

DMUs Retorno LPA Volatilidade PL Beta 
μ1 1

2 μ2 2
2 μ3 3

2 μ4 4
2 μ5 5

2 

DMU1 -1,579 4,126 0,232 0,028 7,699 0,770 26,122 4,862 0,710 0,078 
DMU2 2,438 2,478 0,615 0,003 5,693 2,862 23,564 9,900 0,197 0,005 
DMU3 0,273 3,684 0,557 0,000 6,947 0,771 20,846 7,237 1,083 0,014 
DMU4 0,516 5,257 2,204 1,121 6,448 2,529 11,904 21,058 0,496 0,025 
DMU5 0,335 4,436 3,020 4,493 5,026 0,797 7,286 12,824 0,415 0,004 
DMU6 1,194 2,174 2,746 0,021 5,906 1,840 10,388 2,459 0,811 0,004 
DMU7 0,406 1,084 2,746 0,021 5,638 1,967 10,813 0,858 0,857 0,013 
DMU8 -1,264 0,903 2,669 5,551 7,172 1,728 12,859 73,360 0,878 0,009 
DMU9 0,103 2,128 4,346 0,408 8,004 4,939 5,723 0,716 1,221 0,006 
DMU10 1,829 1,801 1,220 0,166 5,863 0,469 34,524 89,771 0,451 0,005 
DMU11 -4,406 5,128 -0,380 0,543 12,889 6,394 -0,124 32,578 1,658 0,023 
DMU12 1,497 3,100 0,646 0,017 4,345 0,877 26,549 14,385 0,283 0,018 
DMU13 1,033 4,329 2,723 0,506 8,197 8,185 7,083 8,734 0,207 0,007 
DMU14 0,665 2,569 1,151 0,037 6,547 2,804 22,878 23,545 0,427 0,007 
DMU15 0,085 7,536 1,904 0,003 9,581 3,165 18,898 16,767 1,122 0,008 
DMU16 3,319 1,946 1,451 0,050 5,860 1,560 17,941 8,214 0,334 0,007 
DMU17 1,416 3,900 2,736 7,352 5,211 0,439 34,532 58,417 0,789 0,023 
DMU18 0,150 1,828 1,242 0,091 4,786 0,660 18,618 15,561 0,182 0,008 
DMU19 -0,479 3,186 1,531 0,091 7,290 10,184 10,632 5,846 1,254 0,099 
DMU20 -0,026 8,637 0,706 0,015 8,283 1,693 14,777 7,446 0,948 0,032 
DMU21 0,620 2,155 0,751 0,011 5,151 3,328 20,449 11,309 -0,029 0,012 
DMU22 -2,890 10,645 -1,872 22,030 10,898 16,350 1,855 13,426 0,573 0,042 
DMU23 -1,436 10,256 1,340 3,125 11,767 7,196 6,678 33,013 0,643 0,193 
DMU24 1,414 1,403 0,624 0,163 7,539 0,542 19,844 58,460 0,351 0,109 
DMU25 0,040 0,821 0,831 0,047 5,001 4,876 15,169 14,004 0,184 0,027 
DMU26 3,078 10,232 0,548 0,060 8,497 2,275 25,296 25,700 0,801 0,074 
DMU27 -0,035 4,563 1,080 0,021 7,879 5,407 7,123 1,630 1,221 0,037 
DMU28 0,088 12,807 -1,730 0,984 8,599 0,707 -11,513 52,428 1,039 0,065 
DMU29 -2,820 12,983 -0,547 2,745 15,454 11,636 -2,663 54,444 1,978 0,022 
DMU30 -0,521 3,337 0,978 0,049 8,461 1,394 16,993 19,762 1,174 0,016 
DMU31 -0,427 3,015 1,402 0,158 8,503 1,143 15,293 22,925 1,196 0,007 
DMU32 -1,781 10,482 -3,906 1,248 15,473 2,427 -3,157 1,316 1,888 0,130 
DMU33 -0,293 17,131 0,216 0,072 11,421 17,679 39,230 48,730 1,212 0,050 
DMU34 0,093 1,254 0,841 0,006 6,219 0,583 9,578 0,810 0,915 0,018 
DMU35 0,232 1,658 2,553 0,083 6,651 0,571 10,916 1,007 0,968 0,019 
DMU36 0,771 4,438 0,162 0,037 11,915 11,660 25,865 13,539 1,333 0,039 
DMU37 -0,003 2,775 2,034 0,536 6,558 3,390 12,088 27,462 0,450 0,021 
DMU38 0,999 1,439 1,469 0,091 5,732 2,094 22,191 25,688 0,703 0,019 
DMU39 1,059 2,669 0,323 0,002 6,944 2,274 38,163 23,757 1,018 0,021 
DMU40 0,602 3,190 2,843 0,080 7,542 2,366 22,631 12,746 0,994 0,017 
DMU41 -3,024 11,110 -1,523 0,463 16,508 22,877 -6,769 77,087 1,016 0,102 
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DMU42 -5,148 10,287 -6,497 4,285 13,944 21,748 -1,773 16,156 1,621 0,107 
DMU43 -1,258 2,904 1,196 0,067 14,171 6,398 8,375 1,690 1,730 0,012 
DMU44 0,204 5,629 1,951 0,007 6,536 1,576 22,779 9,328 0,704 0,011 
DMU45 -2,429 7,283 1,337 0,460 11,758 6,442 5,175 3,152 0,687 0,023 
DMU46 1,344 1,297 3,566 0,290 6,527 3,013 25,388 6,079 0,588 0,033 
DMU47 -4,515 2,843 -0,520 1,006 13,079 5,109 -1,981 48,388 1,653 0,019 
DMU48 -1,392 1,584 1,947 0,260 9,842 4,673 10,157 6,183 1,133 0,036 
DMU49 -0,820 1,255 1,947 0,260 8,467 2,249 10,233 5,999 1,094 0,020 
DMU50 1,380 1,877 0,015 0,013 6,052 0,751 113,042 55,283 0,454 0,000 
DMU51 -5,055 3,212 -0,103 0,317 13,851 10,405 5,646 83,381 1,923 0,027 
DMU52 1,617 8,419 2,499 0,206 7,134 2,353 9,621 4,689 0,558 0,017 
DMU53 -1,769 8,778 0,863 1,060 11,295 10,090 9,484 11,100 1,427 0,013 
DMU54 1,115 5,881 1,058 0,010 6,534 0,369 24,472 11,882 0,459 0,006 
DMU55 0,976 1,665 3,952 0,261 4,852 1,124 12,540 1,995 0,115 0,010 
DMU56 1,379 4,492 0,644 0,028 7,354 7,052 15,774 13,942 0,324 0,013 
DMU57 1,358 1,004 2,263 0,019 4,270 0,397 15,213 3,626 0,148 0,007 
DMU58 1,923 1,380 1,891 0,078 4,885 0,968 24,579 8,245 0,370 0,000 
DMU59 -0,829 0,716 3,437 8,406 6,279 1,397 11,235 43,328 0,820 0,008 

Conforme necessário, os dados foram tratados e passaram pelos testes estatísticos mais 
diversos por meio da utilização do software Minitab®, buscando, por exemplo, a remoção de outliers. 
Os dados negativos foram transformados, sendo acrescidos do valor que torna positivo o valor mais 
negativo da série, sem alterar a análise de eficiência, estratégia adotada por Cook e Zhu (2008), 
Rotela Junior, Pamplona e Salomon (2014), Rotela et al. (2015) e Miranda et al. (2014).  

Uma vez que não se pode considerar a independência dos dados, o termo 2 apresentado na 
equação (15) provém de uma matriz de variância e covariância. É importante ressaltar que foram 
considerados apenas os dados de covariância cuja significância estatística obtida no teste de 
correlação foi menor do que 5%. 

Para a modelagem do modelo CCDEA, foram utilizados o softwares como Solver do 
Microsoft Excel®, MaxDEA® e The General Algebric Modeling (GAMS®). 

Na aplicação do modelo proposto, utilizou-se, para o nível de eficiência ( i), o valor de 1, e 
para o critério de risco ( i) os valores de 0,1, 0,3, 0,5, 0,7 e 0,9. Uma vez selecionados os ativos 
classificados como eficientes, para os diferentes critérios de risco, utilizou-se a abordagem proposta 
por Sharpe (1963) para determinar a ideal alocação de capital entre os ativos que irão compor a 
carteira. 

Para identificação da existência de retornos anormais, calculou-se, para as carteiras, a 
diferença entre o retorno esperado fornecido pela metodologia Capital Asset Pricing Model (CAPM), 
proposto por Sharpe (1964), e o retorno observado no período de análise. 

Para o retorno exigido para um ativo livre de risco (RF) foi aplicada a taxa média da Selic 
referente ao período de agosto de 2011 a julho de 2014, por ser considerado um indicador da taxa 
base de juros da economia com o risco do Tesouro Federal. Já, para o retorno esperado de mercado 
(RM), utilizou-se o comportamento do Ibovespa a partir do início de 1995 até o final do primeiro 
semestre de 2014, sendo este calculado com base na média dos anos observados. Então, na definição 
da rentabilidade esperada das carteiras, utilizou-se o valor de 9,6% a.a. para Selic média e 15,30% 
a.a. para Rm. 

Por fim, no que se refere ao risco não diversificável, calculou-se o termo beta ( ), no qual, 
para cada uma das carteiras formuladas, foi obtido por meio da média ponderada do beta individual 
de cada ativo multiplicado pelo percentual alocado de cada papel na carteira. 

Na tentativa de uma análise mais completa, utilizou-se o Índice Sharpe (IS), que segundo 
Zakamouline e Koekebakker (2009) é comumente usado para medir o desempenho de uma carteira.  

5. Análise dos resultados 
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Considerando os critérios de risco ( i) determinados anteriormente, foram obtidos os 
resultados de eficiência para o modelo CCDEA com diferentes níveis de probabilidade (1- i) de se 
atender as restrições, os quais são apresentados na Tabela 3.  

Apenas com a alteração do critério de risco adotado, pode-se dar origem a uma carteira 
diferente, já que sua composição será dada pelos possíveis ativos classificados como eficientes. 

Conforme apresentado na Tabela 3, pode-se constatar que com a redução do critério de risco 
( i), observa-se um menor número de ativos identificados como eficientes. O que denota que quanto 
menor o valor de i, maior a aversão ao risco. Tal comportamento leva as seguintes classificações, 
dadas por Sueyoshi (2000): (a) i  < 0,5 pode ser classificado como conservador (averso ao risco), (b) 

i=0,5 como risco natural e (c) i > 0,5 classificado como tomador de risco. 

Tabela 3 – Eficiência e alocação de ativos no portfólio 

(1- i)  10% Portfólio 1 
(%) 

30% Portfólio 2 
(%) 

50% Portfólio 3 
(%) 

70% 90% 

DMU1 0,553 - 0,473 - 0,431 - 0,403 0,371 
DMU2 1,350 0,209 1,132 0,228 1,000 0,264 0,888 0,745 
DMU3 0,852 - 0,700 - 0,616 - 0,519 0,407 
DMU4 1,215 0 0,953 - 0,809 - 0,709 0,583 
DMU5 1,468 0 1,194 0 1,000 0 0,861 0,725 
DMU6 1,432 0 1,122 0 0,947 - 0,768 0,587 
DMU7 1,255 0 1,030 0 0,872 - 0,713 0,542 
DMU8 0,895 - 0,817 - 0,739 - 0,633 0,531 
DMU9 1,530 0 1,117 0 1,000 0 0,820 0,626 
DMU10 1,069 0,117 0,904 - 0,807 - 0,713 0,570 
DMU11 0,996 - 0,751 - 0,613 - 0,486 0,360 
DMU12 1,443 0,014 1,162 0,031 1,000 0,059 0,845 0,638 
DMU13 1,643 0 1,229 0 1,000 0 0,936 0,794 
DMU14 0,913 - 0,788 - 0,703 - 0,625 0,525 
DMU15 0,878 - 0,665 - 0,566 - 0,499 0,421 
DMU16 1,363 0,493 1,148 0,517 1,000 0,563 0,909 0,785 
DMU17 1,190 0,002 0,958 - 0,854 - 0,754 0,546 
DMU18 1,040 0 0,865 - 0,812 - 0,718 0,600 
DMU19 1,086 0 0,814 - 0,677 - 0,560 0,431 
DMU20 0,994 - 0,723 - 0,604 - 0,511 0,351 
DMU21 1,318 0 1,137 0 1,000 0 0,873 0,735 
DMU22 0,998 - 0,642 - 0,583 - 0,490 0,384 
DMU23 1,088 0 0,856 - 0,782 - 0,673 0,545 
DMU24 1,039 0,005 0,889 - 0,800 - 0,719 0,606 
DMU25 1,011 0 0,875 - 0,785 - 0,695 0,586 
DMU26 0,969 - 0,863 - 0,755 - 0,670 0,569 
DMU27 1,386 0 0,907 - 0,714 - 0,568 0,436 
DMU28 2,432 0 1,612 0 1,000 0 0,735 0,506 
DMU29 1,514 0 0,793 - 0,602 - 0,465 0,336 
DMU30 0,842 - 0,646 - 0,537 - 0,455 0,378 
DMU31 0,909 - 0,686 - 0,572 - 0,484 0,401 
DMU32 2,120 0 0,664 - 0,417 - 0,299 0,210 
DMU33 0,503 - 0,439 - 0,392 - 0,349 0,293 
DMU34 1,258 0 0,944 - 0,788 - 0,637 0,475 
DMU35 1,184 0 0,943 - 0,778 - 0,645 0,518 
DMU36 0,797 - 0,591 - 0,494 - 0,451 0,323 
DMU37 1,110 0 0,886 - 0,770 - 0,691 0,599 
DMU38 1,021 0 0,822 - 0,732 - 0,647 0,544 
DMU39 0,850 - 0,685 - 0,590 - 0,505 0,403 
DMU40 0,866 - 0,725 - 0,630 - 0,539 0,469 
DMU41 2,529 0 1,084 0 0,796 - 0,608 0,434 
DMU42 0,370 - 0,137 - 0,089 - 0,065 0,045 
DMU43 1,019 0 0,652 - 0,588 - 0,486 0,380 
DMU44 0,818 - 0,706 - 0,629 - 0,544 0,477 
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DMU45 0,954 - 0,889 - 0,813 - 0,693 0,576 
DMU46 0,935 - 0,817 - 0,731 - 0,644 0,571 
DMU47 1,151 0 0,811 - 0,638 - 0,500 0,371 
DMU48 0,800 - 0,746 - 0,692 - 0,582 0,469 
DMU49 1,023 0 0,750 - 0,701 - 0,587 0,473 
DMU50 1,008 0 0,843 - 0,748 - 0,651 0,507 
DMU51 0,696 - 0,589 - 0,514 - 0,416 0,319 
DMU52 1,551 0,013 1,127 0,018 0,939 - 0,794 0,666 
DMU53 0,863 - 0,630 - 0,585 - 0,486 0,386 
DMU54 0,939 - 0,808 - 0,724 - 0,644 0,548 
DMU55 1,303 0 0,011 - 1,000 0 0,942 0,860 
DMU56 1,173 0 0,947 - 0,833 - 0,748 0,634 
DMU57 1,425 0 1,160 0,027 1,000 0,114 0,914 0,749 
DMU58 1,341 0,147 1,092 0,176 0,941 - 0,826 0,657 
DMU59 1,046 0 0,967 - 0,855 - 0,718 0,603 

Vale observar que, para a amostra em questão, quando o critério de risco adotado foi igual a 
0,3 e 0,1, a probabilidade de atendimento das restrições aumentou de tal forma que o modelo não 
resultou em nenhum ativo classificado como eficiente, ou seja, com valor de eficiência igual a 1. 

Apenas para os ativos considerados eficientes, nos critérios de risco adotados, utilizou-se o 
modelo proposto por Sharpe (1963) para determinar a alocação ideal de capital no portfólio, logo, a 
partir dos resultados anteriormente apresentados, três carteiras foram obtidas. Portfólios estes com 
nível de probabilidade de atendimento das restrições iguais a 10%, 30% e 50%, cujas proporções de 
participação de cada ativo nas carteiras são apresentadas, respectivamente, nas colunas Portfólios 1, 2 
e 3 da Tabela 3. É conveniente observar que nem todos os ativos considerados eficientes são 
alocados quando utilizada a abordagem proposta por Sharpe (1963), fato que justifica a presença de 
valores de participação iguais à zero nas colunas anteriormente mencionadas. 

Na Tabela 4, são apresentados os critérios de risco ( i) adotados em cada portfólio, os 
resultados de retorno, desvio-padrão e IS, obtidos por cada um dos portfólios propostos. 

Comparando-se os resultados obtidos pelo IS, apresentados na Tabela 4, pode-se observar 
que o Portfólio 3 apresentou um IS positivo de 1,31, sendo composto de apenas quatro ativos. Ou 
seja, partiu-se de 59 ações com participação no Ibovespa, realizou-se a avaliação da eficiência 
considerando um cenário sob condições de risco e incerteza, no qual foi adotado um critério de risco 
de 50%, e nesta avaliação foram obtidos dez ativos considerados eficientes. Posterior a isto, 
otimizou-se tal portfólio pela proposta de Sharpe (1963) e como dito, apenas quatro ativos foram 
selecionados para compor o Portfólio 3. 

Já o Portfólio 2 apresentou um IS de 1,24, sendo composto por seis ativos. Da mesma forma 
que no Portfólio 3, partiu-se de 59 ações, entretanto, para avaliação de eficiência o critério de risco 
adotado foi de 70%, e nesta avaliação foram obtidos 14 ativos considerados eficientes, que quando 
otimizados pelo modelo de Sharpe (1963), seis foram selecionados para compor a carteira. 

E, por fim, o Portfólio 1, no qual se avaliou a eficiência das mesmas 59 ações inicialmente 
propostas, considerando um critério de risco de 10%, com isso 36 ativos foram considerados 
eficientes. Destes 36, oito foram selecionados pela otimização proposta por Sharpe (1963). E, como 
resultado este portfólio apresentou um IS de 1,21.  

Tabela 4 – Tabela de resultados 

Portfólio 1 Portfólio 2 Portfólio 3 
Critério de risco ( i) 90% 70% 50% 
Beta da carteira ( ) 0,316 0,333 0,273 
Retorno esperado (Re) 0,90% 0,91% 0,89% 
Desvio-padrão 1,46% 1,45% 1,41% 
Retorno 2,68% 2,72% 2,75% 
Índice Sharpe 1,21 1,24 1,31 
N. de ativos 8 6 4 
Retorno acumulado 158,49% 153,01% 165,49% 
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Na Tabela 4, ainda são apresentados os valores de retorno esperado (Re) e os valores de beta 
( ) de cada carteira. Os portfólios apresentam retornos esperados bem próximos, com valores entre 
0,89% a.m. e 0,91% a.m. 

No que diz respeito às rentabilidades efetivamente obtidas pelos portfólios, obteve-se valores 
de 2,75% a.m. para o Portfólio 3, 2,72% a.m. para o Portfólio 2 e 2,68% a.m. para o Portfólio 1, 
demonstrando, para os três casos, a existência de retornos anormais, quando comparadas às 
rentabilidades esperadas obtidas pelo modelo do CAPM. Por fim, para cada um dos portfólios, 
calculou-se o retorno acumulado nos 36 meses em estudo, e obteve-se um retorno acumulado de 
165,49% para o Portfólio 3, destacando-se dos demais. E, foram obtidos valores de 153,01% e 
158,49% para os Portfólios 2 e 1, respectivamente. Entretanto, vale observar deste resultado, o 
Portfólio 2 apresenta um melhor comportamento no IS quando comparado ao Portfólio 1. 

6. Conclusões 
Este artigo teve como objetivo a avaliação da eficiência, sob condições de incerteza e risco, 

de ações negociadas na Bolsa de Valores de São Paulo. Para isso, foi apresentado o modelo DEA de 
abordagem estocástica, Chance Constrained Data Envelopment Analysis (CCDEA). A ideia por trás 
da utilização do CCDEA não tem pretensão de substituir abordagens consagradas como a de 
Markowitz (1952) ou Sharpe (1963), mas sim, utilizar, de forma estocástica, diferentes variáveis que 
permitiram encontrar uma amostra reduzida de ações consideradas eficientes, contemplando a 
aleatoriedade das variáveis que compõem o modelo. Ou seja, o modelo proposto pode ser visto como 
uma ferramenta de apoio às decisões de investimentos em ações. 
 A variação do critério de risco adotado pelo modelo CCDEA permite atender às exigências 
de investidores com diferentes atitudes face ao risco, por exemplo, os investidores conservadores ou 
mesmo os investidores mais inclinados ao risco. 
 As ações consideradas eficientes foram submetidas à abordagem proposta por Sharpe (1963) 
que determinou a alocação ideal de capital em cada um dos ativos que compõem os portfólios. E, 
com a alteração do nível de probabilidade de atendimento das restrições do modelo CCDEA, obteve-
se três diferentes grupos de ativos considerados eficientes, que então foram submetidos ao modelo de 
otimização que propõe a alocação do capital investido, resultando em três diferentes portfólios.  
 Observou-se que o Portfólio 3 destacou-se dos demais quando analisado o desempenho 
medido pelo IS. Outro benefício observado é o número reduzido de ações que compõem os três 
portfólios, que associado à manutenção sob controle do risco observado, pode gerar economias 
referentes ao custo de rebalanceamento de carteiras, trazendo ganhos indiretos aos investidores. 
 Por fim, pode-se observar que a abordagem estocástica no modelo DEA pode auxiliar na 
composição de portfólios. E, combinado com a abordagem Sharpe algumas vantagens foram 
observadas: avaliação da eficiência sob condições de risco e incerteza, considerando aleatoriedade 
dos dados; um maior número de variáveis estocásticas na análise, tornando-se mais eficiente que o 
uso de modelos tradicionais determinísticos; utilização de diferentes variáveis selecionadas pelo 
analista para comparação entre diferentes unidades tomadoras de decisão; um número reduzido de 
ativos compondo os portfólios, tornando viável sua utilização. 
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