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RESUMO
Problemas de layout de grafos sdo problemas de otimiza¢do combinatdria cujo objetivo
¢ encontrar um layout linear de um grafo de tal forma que um certo custo seja otimizado. Sao
conhecidos na literatura resultados eficientes para esses problemas em algumas classes de grafos.
Neste trabalho consideramos uma importante subclasse de arvores, os grafos caterpillar, e apresen-
tamos solugdes 6timas de complexidade linear para dois problemas de layout de grafos: separagao
de vértices e perfil.

PALAVRAS CHAVE. Grafos caterpillar, Separacio de vértices, Perfil.

Area Principal: Teoria e Algoritmos em Grafos

ABSTRACT
Graph layout problems are combinatorial optimization problems whose goal is to find
a linear layout for a graph in such way that the cost is optimized. For these problems, efficient
solutions for some classes of graphs have been known in the literature. In this work we consider
an important subclass of trees, the caterpillars, and we present optimal solutions with linear time
complexity for two problems: the vertex separation problem and the profile problem.

KEYWORDS. Caterpillar, Vertex separation, Profile.
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1. Introducao

Problemas de layout de grafos sdo problemas de otimizacdo combinatdria cujo objetivo é
encontrar um layout linear de um grafo de tal forma que um certo custo seja otimizado. Um layout
linear € uma rotulacdo dos vértices de um grafo com inteiros sequenciais e distintos e foi também
chamado na literatura de ordem linear (Adolphson e Hu (1973)) ou uma numeragdo (Chinn et al.
(1982)). Dois trabalhos com levantamentos cuidadosos dos resultados existentes na drea sao os
surveys de Diaz et al. (2002) e Petit (2011).

Grafos caterpillar constituem uma importante subclasse de drvores e, devido a suas propri-
edades estruturais sdo muito estudados no desenvolvimento de algoritmos eficientes. Neste trabalho
apresentamos a resolucdo de dois problemas de layout para essa classe: o problema da separacao de
vértices e o problema da determinacao do perfil do grafo. O primeiro possui aplicacdo em circuitos
VLSI e o segundo ¢ utilizado para melhorar o desempenho de operagdes em sistemas de equacdes
ndo lineares. Existem solucdes polinomiais para a resolugc@o dos dois problemas em arvores; entre-
tanto, a solucdo para caterpillar se apresenta mais eficiente e bastante interessante. Para o problema
da separagado de vértices utilizamos um caso particular dos resultados obtidos por Ellis ef al. (1994).
Para o problema do perfil apresentamos uma solucao original, obtida a partir da observagao de uma
sequéncia de vértices previamente gerada e que ¢é provada ser a sequéncia 6tima.

2. Conceitos Basicos

Assume-se a familiaridade com os conceitos basicos de grafos que podem ser encontrados
em Diestel (2000). Nesta secdo alguns conceitos sdo revistos.

Seja G = (V, E) um grafo com ordem |V| = n > 0 e tamanho |E| = m. Neste
trabalho, todos os grafos considerados sdo conexos. A vizinhanca de um vértice v € V é o conjunto
N(v) ={w €V | vw € E} e sua vizinhang¢a fechada é N [v] = N(v) U {v}. O subgrafo induzido
G[S] é um subgrafo de G que tem S como conjunto de vértices e possui todas as arestas de £' com
extremidadesem Se S C V.

Um layout linear de um grafo G = (V, E), com |V | = n vértices, é uma funcéo bijetiva
L:V —[n]={1,2,3,...n}.

Dado um grafo G = (V, E), L = {Ly, L, Ls, ..., L;} denota o conjunto de todos os
layouts de G. Seja L um layout de um grafo G e i um inteiro fixo em [n]; definimos os conjuntos
E(,L,G)={u eV :L(u) <i}eD(i,LG)={u € V : L(u) > i} como, respectivamente, 0s
vértices a esquerda e a direita do vértice w mapeado em ¢ (ou seja, L(w) = ¢). Dado um grafo
G, a separagdo de vértices na posicdo i é definida por 6(¢, L,G) = |[{u € £(i,L,G) : v €
D(i, L,G) comuv € E}|. Um layout L é representado por uma sequéncia de pares constituidos
por vértices do grafo e suas posi¢des em L :

L = {(v1, L(v1)), (v2, L(v2)), -, (vn, L(vn)) }-

Um caminho simples é uma sequéncia < v, v1,...,Up >, p > 0, de vértices distintos
tal que v;v;+1 € E para 0 < ¢ < p. O comprimento do caminho é p. Um grafo caterpillar
(ou simplesmente caterpillar) € uma arvore 7', com pelo menos 3 vértices, que verifica a seguinte
condi¢cdo: quando eliminamos todas as folhas de 7' obtemos um caminho de comprimento nao
negativo. O caminho assim obtido no caterpillar € chamado de espinha dorsal do caterpillar. Vamos
denotar por v;, i = 1, ..., ny, os vértices que fazem parte do caminho e por w; ; os vértices folhas,
onde ¢ indica o vértice v; da espinha dorsal ao qual a folha € adjacente, j variando de 1 até o ntimero
de folhas adjacentes a v;. O ntimero de vértices do caterpillar € entdo n = n; + ng, onde ny é a sua
quantidade total de folhas. A Figura 1 ilustra a notagdo utilizada.
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Figura 1: Exemplo de um caterpillar G

)

3. Problema I: Separacio de Vértices

O problema da separagdo de vértices foi introduzido por Lengauer (1981), que definiu o
que chamou um jogo de separacdo de vértices. Consideramos aqui 0 mesmo conceito, em termos
de layouts lineares. A versio de decisdo do problema de separagdo de vértices para grafos em geral
foi provada no mesmo trabalho ser um problema NP-completo.

Sejavs(L,G) = m?)}cé(i,L, G),onde [n] = {1,2,...,n}.
1en

Dado um grafo G = (V, E) o problema da determinacdo da separagdo de vértices con-
siste em encontrar um layout L* tal que

vs(L*,G) = ILHEIE vs(L, Q)

sendo £ o conjunto de todos os layouts de G. O valor vs(L*, G) é denotado MINVS(G).

Seja G um grafo (Figura 2) e sejam L; e Ly dois de seus layouts (Figura 3). Um dos
layouts 6timos do grafo G é o L.

o
O

Figura 2: Grafo G

OB oI COOCODT

vs(L1,G) =2 vs(L2,G) =3
Figura 3: Layouts

Para algumas classes de grafos existem solu¢des em tempo polinomial. Diaz et al. (2002)
e Petit (2011) listam alguns desses resultados. Bodlaender e Mohring (1993) mostraram um algo-
ritmo com complexidade de tempo de O(n) que determina a largura de caminho para cografos. Para
separagdo de vértices dos grafos grade com n dimensdes existem resultados com complexidade de
tempo de O(n?) (Bollobas e Leader (1991)).

Ellis et al. (1994) apresentaram um algoritmo que computa a separagdo de vértices € o
layout 6timo para arvores com complexidade de tempo O(nlogn). Ainda para arvores, Skodinis
(2000) estabelece um algoritmo com tempo de complexidade de O(n). Ellis e Markov (2004)
apresentaram um algoritmo, com complexidade de tempo de O(n logn), que determina a separag@o
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de vértices e o layout 6timo para grafos uniciclos (grafo composto por uma arvore acrescida de uma
aresta). S@o usados no algoritmo os métodos descritos em Ellis et al. (1994) e Skodinis (2000)
para arvores. Algum tempo depois, Chou et al. (2006) modificaram o algoritmo dado por Ellis
e Markov (2004) chegando assim em uma complexidade de tempo de O(n). Kawasaki e Justel
(2005) mostraram que a separacgdo de vértices de uma arvore bindria cheia 7}, de altura h (arvore
bindria na qual o nimero de vértices é 2"+ — 1) est4 relacionado diretamente com sua altura h.

Concentramos nosso estudo em drvores. Vamos denotar 7'[x] uma drvore enraizada pelo
vértice x e vs(T'[z]) a separagdo de vértices dessa arvore. Chamamos de subdrvores induzidas por
um vértice z as subdrvores de T'[z] que sdo formadas ao se retirar o vértice x da arvore.

O algoritmo de Ellis et al. (1994) considera recursivamente as subarvores induzidas de
nivel mais alto (as folhas) até chegar na drvore 7' de nivel mais baixo (nivel 0) onde se encontra
a raiz, combinando os resultados. Nesse algoritmo sao utilizados o conceito de vértice critico, o
Teorema 1 e o Coroldrio 2, vistos a seguir.

Um vértice = é k-critico em uma drvore enraizada 7" se e somente se vs(T[z]) = k e
existem, apenas, dois filhos y e z de z tal que vs(T'[y]) = vs(T[z]) = k.

Teorema 1. Seja T uma drvore e seja k > 1. Entdo vs(T) < k se e somente se para todo vértice
x em T no mdximo duas subdrvores induzidas por x possuem separagdo de vértices k e todas as
outras subdrvores possuem separagdo de vértices menor ou igual a k — 1.

Coroldrio 2. Seja T[u] uma drvore com raiz u dentro de uma drvore enraizada T contendo filhos
V1, ..., Vg € k = max;{vs(T[v;])}. Podemos afirmar que:

1. Se mais de duas das drvores T'[v;| possuem separacdo de vértices k, entdo vs(T'|u]) = k+ 1.

2. Se exatamente duas das drvores T'[v;] possuem separagdo de vértices k e pelo menos uma
contém um vértice k-critico, entdo vs(T|u]) = k + L.

3. Se exatamente duas das drvores T|v;| possuem separagdo de vértices k e nenhuma delas
contém um vértice k-critico, entdo vs(T|u]) = k.

4. Se exatamente uma das drvores T'|v;| possui separagdo de vértices k e ela contém um vértice,
x, k-critico, e vs(T'[u, z]) = k, entdo vs(T[u]) = k + 1.

5. Se exatamente uma das drvores T'[v;| possui separagdo de vértices k e ela contém um vértice,
x, k-critico, e vs(T[u, x]) < k, entdo vs(T[u]) = k.

6. Se exatamente uma das drvores T[v;] possui separacdo de vértices k e ela ndo contém um
vértice k-critico, entdo vs(T'[u]) = k.

A inicializacao do algoritmo considera que uma arvore com um tnico vértice tem separagao
de vértices zero e uma arvore possui separacao de vértices igual a 1 se e somente se ela contém no
minimo uma aresta e ndo contém subdrvores com separacao de vértices maior que 1.

Como um caterpillar € uma arvore, para determinar sua separacao de vértices foram utili-
zados os seis casos descritos no Coroldrio 2. Foi constatado que independentemente do caterpillar
considerado sua separacdo de vértices € sempre constante, como provado no teorema a seguir.

Teorema 3. Se G é um caterpillar entdo MINVS(G) = 1.

Demonstragdo. Seja G um caterpillar. Com o intuito de utilizar o Coroldrio 2, € necessdrio enraizar
o caterpillar G por um de seus vértices. Podemos enraizar G' pelos vértices da sua espinha dorsal
(vértices das extremidades - caso 1 - ou intermedidrios - caso 2), ou por uma das folhas (caso 3).

Caso 1: Enraizando em v; ou em v,,,
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Suponha o caterpillar G enraizado por v,,,. Para o vértice v; temos vs(T'[v1]) = 1, pois
a separagao de vértices das folhas é 0 e uma arvore onde todas suas subarvores induzidas pela raiz
sdo folhas, possui separacdo de vértices igual a 1.

Considere o vértice v e suas subarvores, T'[v1],T'[wa 1]... ., T'[ws ;. Todas, exceto T'[v1],
sao folhas. Logo vs(T'|[wa1] =,...,= vs(T[wy;]) = 0. Como T'[vi] = 1, entdo vs(T[v2]) =
1 pelo caso 6 do Corolério 2, pois ela possui apenas uma subdrvore induzida com separagdo de
vértices igual a k.

Por raciocinio andlogo, podemos concluir que T'[vs] = T'[v4] = ... = T[vp1-1] = 1. Por
fim, a subdrvore T'[v,,, 1] € induzida pelo vértice v,,,, onde todas as outras subdrvores induzidas
por esse vértice sdo folhas. Logo, vs(T'[v,,]) = 1.

Resultado andlogo pode ser obtido se o caterpillar G foi enraizado em v .

Caso 2: Enraizando em v;, 1 < i < nq.

Ao enraizar a drvore por um vértice v;, 1 < ¢ < ny, esse vértice induz duas subarvores
que ndo sdo folhas, T'[v;_1] e T'[v;+1]. Essas subdrvores sdo idénticas aquela estudada no caso 1.
Logo, vs(T'[vi—1]) = vs(T[vi+1]) = 1. Com isso T'[v;] se enquadra no caso 3 do Corolario 2, e
portanto, vs(T'[v1]) = 1.

Caso 3: Enraizando por uma folha w; ;

Considere a drvore enraizada por uma folha w; ;. Como cada w; ; esta ligado a apenas um
vértice v;, existe somente uma subarvore induzida pela raiz.

Quando enraizamos por uma folha que esta ligada a um dos vértices das extremidades da
espinha dorsal (¢ = 1 ou 2 = np) temos um caminho, como no primeiro caso provado.

Figura 4: Arvore enraizada pelo vértice: folha W

J4 ao enraizar por qualquer outra folha (z = 2, ..., n; — 1) a raiz induz uma subévore,
que por sua vez, induz duas subdrvores com separacao de vértices igual a 1, como a do segundo
caso provado. Portanto o vértice ligado a raiz serd critico. Como a raiz possui uma subarvore
com separacdo de vértices igual a 1 e a arvore formada ao se retirar a subdrvore enraizada pelo
vértice critico tem separagdo de vértices menor que 1, entao temos o caso 5 do Coroldrio 2. Logo
vs(T[w; 5]) = 1. O
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A Figura 5 mostra um dos layouts 6timos do caterpillar da Figura 1. Observe que o layout
tem na primeira posi¢do o primeiro vértice da espinha dorsal, v;. Nas posicdes seguintes estao
todas as folhas de v;. Em seguida vem v, v3 e todas as folhas de v3. Essa ordenacdo de vértice
da espinha dorsal seguido de suas folhas segue até o fim do layout. Temos entdo uma regra para
determinar um dos layouts 6timos de um caterpillar: um vértice da espinha dorsal seguido de suas
folhas adjacentes, comecando o layout por um dos vértices das extremidades e respeitando a ordem
de adjacéncia da espinha dorsal. E imediato concluir que esta construcdo pode ser efetuada com
complexidade de tempo de O(n).

Figura 5: Layout 6timo do caterpillar

4. Problema II: Perfil

A determinacdo do perfil de um grafo foi originalmente proposta como uma abordagem
para reduzir os requisitos de espago para armazenamento de matrizes esparsas (Tewarson (1973)),
sendo também usado para melhorar o desempenho das operagdes em sistemas de equagdes nao
lineares. O problema € equivalente ao problema SumCut (Agrawal et al. (1991)), outro problema
de layout em grafos.

Seja PR(L, Q) ; (L(u) min L(v)) :

Dado um grafo G = (V, E), o problema de determinagdo do perfil de G consiste em
encontrar um layout L* tal que

PR(L*,G) = min PR(L, G),
Lel

sendo £ o conjunto de todos os layouts de G. O valor PR(L*, G) é denotado MINPR(G),

Para os dois layouts L; e Lo apresentados na Figura 3, tem-se PR(L;,G) = 1l e
PR(L2,G) = 12. Somente o layout L; € 6timo.

O problema da determinacdo do perfil de um grafo é NP-completo (Garey e Johnson
(1979)). No entanto, em algumas classes o problema pode ser resolvido em tempo polinomial. Kuo
e Chang (1994) apresentaram um algoritmo com complexidade de tempo polinomial para encontrar
o perfil 6timo de 4rvores, e Lin e Yuan (1994) propuseram varios algoritmos polinomiais para
encontrar a solucdo 6tima do perfil para caminhos, rodas, grafos bipartidos completos e arvores
com didmetro 4.

O primeiro resultado aqui apresentado diz respeito ao perfil de grafos quaisquer. Este
resultado serd utilizado na determinacdo 6tima do perfil para caterpillars.

Teorema 4. Seja G um grafo conexo e L um layout de G. Entdo
PR(L,G) > m.

Demonstragdo. Seja L = {(v1,1), (v2,2), ..., (Un,n)} um layout de G. Sejam: N~ (v;) = {w €
N[vi]|L(w) < i} e N*(v;) = {w € N[v;]|L(w) > i}. Considerando o perfil L, PR(L, G) resulta
do somatdrio de n parcelas p1, p2, ..., p, tais que:

.= L(v;) — min L(w).
pi = L(vi) oo (w)
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Como v; € N[v;], podemos considerar inicialmente p; > 0. Ao determinamos a parcela p;, s6
serdo entdo considerados os vértices w € N~ (v;), isto é, somente os w com posi¢des inferiores a
v; em L. E mais, quanto maior a cardinalidade de N~ (v;), menor € a posi¢cdo em que se encontra
w com L(w) minimo. Entéo, p; > [N~ (v;)].
Logo,
PR(L,G) >0+pa+ps+ ... +pn

PR(L,G) >0+ |[N™ (v2)| + [N" (v3)| + ... [N~ (vp)].

Sabemos que » .y N(v;) = 2m. Como cada aresta vw aparece em N (v) e N(w), e no célculo
do perfil s6 aparece uma vez (em N~ (v)) tem-se que PR(L,G) > m. O

Tratando especificamente de arvores, Kuo e Chang (1994) apresentaram um algoritmo
com complexidade de tempo O(n'7?2) para resolver o problema. Esse artigo trata a existéncia do
que ¢ chamado um caminho bdsico na arvore, que possui os centréides da drvore. O algoritmo é
executado recursivamente para as subarvores da arvore.

Os caterpillars serdo aqui tratados de forma diferente. Serd construido um layout parti-
cular para os mesmos, que denotaremos L/, da seguinte forma: primeiramente posicionamos os
vértices da espinha dorsal, v;, na ordem em que eles aparecem no caterpillar; em seguida posicio-
namos as folhas adjacentes a v; a esquerda de v;. O layout L’ serd chamado layout pré-folhas. A
Figura 6 mostra o layout L’ para o grafo da Figura 1.

Figura 6: Layout L’ do grafo G

O valor de MINPR(G) um caterpillar ¢ dado no teorema a seguir.

Teorema 5. Seja G um caterpillar. Entdo MINPR(G) =n — 1.

Demonstracdo. Seja G um caterpillar e L seu layout pré-folhas.
Analisando as folhas:
Por construgdo, as folhas adjacentes a v; estdo a sua esquerda em L'. Entdo N[w; ;] =
{wl7]} LOgO,
L(wij) — L(wij) =0

Analisando os vértices da espinha dorsal:

Para os vértices da espinha dorsal temos:

L(vy) — 1, para i =1,

L(u) — min L(v) =
veNTul L(v;) = L(vi—1), para i=2,3, .. n.

Logo,

> (L(u) — min L(v)) = L(v)) — 1+ i L(v;) — L(vi_1).
=2

N
ueV veN[y]

Observe que L(vy) — 1 é igual ao nimero de folhas adjacentes av;. E L(v;) — L(vj—1) é 0
nimero de folhas adjacentes a v; mais 1. Logo teremos o somatério do nimero de folhas adjacentes
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a cada um dos vértices da espinha dorsal, que € igual a ny. A partir de v2 adicionamos 1 ao niimero
de folhas adjacentes, com n; — 1 parcelas (indice de 2 até n;). Temos entao:

> (L(u)— min L(v)> =ng4+n—1=n—1

N
v vEN [u]

Logo, PR(L',G) = n — 1 e pelo Teorema 4 este valor é minimo; o layout L’ é um layout de custo
6timo. =

O Teorema 5 mostra que o layout pré-folhas é timo. E imediato concluir que a construgio
deste layout é simples e tem complexidade de tempo linear.

5. Conclusao

Neste trabalho foram apresentadas solugdes particulares para a classe dos grafos cater-
pillar de dois problemas de layout em grafos, separacao de vértices e perfil. Levando-se em conta
as boas solugdes encontradas pretendemos continuar a pesquisa abordando outros problemas de
layout, como por exemplo o arranjo linear minimo.
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