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RESUMO
Os cografos sempre foram alvos de pesquisa em dreas como coloragdo, otimizagao,
cliques, teoria espectral. Neste artigo trabalhamos neste ponto, onde apresentamos um algoritmo
capaz de gerar todos os cografos (sem rotulacio), mais especificamente usamos a representacdo em
codrvores para desenvolver um procedimento capaz de gerar, sem isomorfismos, todos os cografos
com n vértices. Além disso provamos que o tempo de geracdo entre dois cografos consecutivos é
feito em O(n).

PALAVRAS CHAVE. Cografos, Geracao, Algoritmos

Area principal. Teoria e Algoritmos em Grafos (TAG)

ABSTRACT
The cographs have always been research targets in areas such as coloring, optimization,
cliques, spectral theory. In this article, we present an algorithm to generate all cographs (unlabeled),
more specifically, we use the representation of cotrees to develop a procedure that generates, without
isomorphisms, all cographs with n vertices. We also prove that the generation time between two
consecutive cographs is done in O(n).
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1. Introducao

Os cografos foram descobertos independentemente por diversos autores desde 1970 e
usualmente sdo definidos como grafos livres de Py, segundo equivaléncia provada em [Corneil
et al., 1981]. Mas sua defini¢cao original é apresentada em forma recursiva: o grafo trivial é cografo,
o complementar de cografo é cografo, a unido de cografos é cografo.

Vale lembrar que o join entre dois grafos G1(V1, E1) e Ga(Va, E2) é o grafo G1VGa
cujo conjunto de vértices é V1 U V, e arestas B U Es U {zy;x € Eyey € Es}, tal operagio
também é chamada de uniao complementar, pois vale G; U Gy = G1VGs. Entio um cografo
pode ser obtido por sucessivas operagdes de join e unido entre cografos. Tal recurso foi utilizado em
[Corneil et al., 1984] para representacéo de cografo através de uma arvore, chamada coarvore, cujas
folhas s@o os vértices do grafo e os vértices internos possuem ao menos dois filhos e representam
operagdes de join ou unido, nomeados por tipo-1 e tipo-0, respectivamente. Além disso a codrvore
deve ser escrita de forma que os vértices que compdem um caminho possuem seus tipos alternados,
0 que garante que cada cografo tenha somente uma codrvore associada, a menos de permutagdo
entre vértices, por outro lado temos que cada codrvore € referente a um tinico cografo.

Como os cografos sdo identificados por drvores, vamos fixar algumas notacdes acerca de
uma drvore enraizada T": a raiz serd denotada por raiz(T); dado um vértice v (diferente da raiz)
denotamos P, o unico caminho de v até a raiz; os vértices de P, (exceto v) sdo ditos ancestrais
de v em T, onde o antecessor imediato de v em P, é chamado pai de v e denotado por pair(v),
fixamos pai(raiz(T)) := null ; para cada vértice interno v definimos seus filhos pelo conjunto
filhosp(v) = {u € V(T);pair(u) = v} e irmandade de v por I7(v) = { filhosp(pair(v))},
para v # raiz(T) e fixamos Ir(raiz(T)) = {raiz(T)}; denotaremos por T'(v) a subdrvore in-
duzida por 7" cuja raiz € v. Em casos livres de ambiguidade ocultaremos o indice 7' das nota¢des
acima. Além disso denotaremos o isomorfismo entre dois grafos G1 ¢ G5 por G1 = Go.

Em [Corneil et al., 1981] é provado também que dadas duas folhas v e w de uma codrvore,
o vértice mais proximo a ambos e que seja comum a P, e P, é tipo-1 se, e somente se, 0S respec-
tivos vértices no cografo sdo adjacentes. Entdo um cografo € conexo se, e somente se, a raiz da
coarvore é tipo-1.

O trabalho [Ravelomanana e Thimonier, 2001] faz uma estimativa assintética para o
nimero de cografos com um determinado nimero de vértices. Neste artigo utilizamos a representacio
de cografo através da codrvore para desenvolver o algoritmo 3.4 capaz de gerar sem repeti¢do todos
os cografos com n vértices, sem rotulagdo. Além disso o procedimento fornecerd, naturalmente, o
nimero exato de cografos com n vértices.

Nesta primeira secao introdutéria lembramos as defini¢des necessdrias para o desenvolvi-
mento deste trabalho, fixamos algumas nota¢des bem como resumimos o objetivo principal. Toda
teoria e defini¢cOes desenvolvidas nas duas se¢des seguintes (2 e 3) s@o contribuicdes deste traba-
lho. Mais especificamente, na secdo 2 definiremos ordenacdes para vértices e drvores através de
parti¢des de inteiro, seguidos de alguns resultados obtidos. Na secdo 3 desenvolveremos os algorit-
mos que compdem o algoritmo principal do artigo, seguidos de resultados acerca da complexidade
e corretude destes. Por fim, na se¢do 4 ¢ feita a conclusao do trabalho.

2. Ordenacao de Vértices e Arvores

Vimos que numa codrvore qualquer caminho possui alternincia nos tipos do vértice, sendo
entdo determinados unicamente pelo fipo da raiz. Defina T como o conjunto das arvores enraiza-
das onde cada vértice interno possui ao menos dois filhos, entdo cada elemento de T se refere a
exatamente dois cografos distintos: uma com raiz tipo-1 e outra tipo-0, salvo o cografo com ape-
nas um vértice. Por outro lado, cada cografo estd associado a uma unica drvore de T, a menos
de uma permutacgao de vértices da mesma irmandade. Entdo nos deparamos com a necessidade de
introduzir uma forma “padrdo”para a configuracdo dessa drvore, que serd feito nesta secao.

Seja T' € T, para cada vértice v de T' definimos [(v) como o niimero de folhas da drvore

T'(v), chamado nimero de folhas induzidas por v, se v é uma folha definimos /(v) = 1. Uma
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arvore € dita rotulada se é conhecido o valor [(v) para cada vértice v, o que decorre o fato a seguir.
Fato 2.1. Para cada nd interno v vale l(v) = 3_,¢ pinos(v) L)

Exemplo 2.1. A drvore abaixo é rotulada. O vértice em destaque serd tratado na secdo 3.

@
@ ® @
4] O, (8 ® @ @ @
OO @ ® @ ® ® ® ® ® @ @ ® @

Figura 1: 4rvore rotulada

Podemos particionar T = (J>; T, onde T,, = {T' € T; l(raiz(T)) = n}, desta forma
cada cografo com n vértices pode ser representado por uma arvore de T,,. A proposi¢do abaixo,
facilmente provada por indugio finita, serd 1til no calculo de complexidades dos algoritmos que
desenvolveremos.

Proposicao 2.1. Para todo n, o niimero de vértices de uma drvore de 'T';, é no mdximo 2n — 1.

O fato 2.1 e proposi¢do anterior garantem que a rotulacdo de uma arvore de T, pode ser
feita em tempo O(n).

O conceito de Particdo de Inteiros foi introduzido por Euler. Neste trabalho faremos
uma variacdo da defini¢do, assumindo que uma particdo deve possuir a0 menos dois elementos,
conforme descrito abaixo.

Definicao 2.1. Seja n > 2 um inteiro positivo, uma partic@o do inteiro n é uma sequéncia ndo-
decrescente de niimeros inteiros positivos (a;),, = (a1, a2,as,...,ax), tal que Zle a; =ne
k > 2. O conjunto das parti¢ées de n é denotado por Part(n).

E entdo utilizaremos a ordenacio lexicogrdfica em partigcdes.

Definicdo 2.2. Dados a,b € Part(n), onde a = (a;),, e b = (b;),,, a ordenagdo entre tais
parti¢des é dada pela ordenagdo lexicogrdfica. Isto é, tome j = min{i; a; # bjel < i <
min{k, m}}, caso exista, e defina a relagdo de ordem entre a e b pela relagdo entre os inteiros a;
e bj, se j ndo existir, significa que a = b.

Exemplo 2.2. Os elementos de Part(5) listados em ordem crescente sdo: (1,1,1,1,1), (1,1,1,2,2),
(1,1,3), (1,2,2), (1,4) e (2,3).

Fato 2.2. O menor elemento de Part(n) éa = (1,...,1) e o maior éb = (|%],[%]).

Como a defini¢do 2.2 baseia-se na comparag@o de inteiros, entdo vale a tricotomia de
ordem para particdes. A seguinte definicdo relaciona a particdo de um inteiro com a distribui¢des
das folhas numa arvore, cuja defini¢cdo € bem construida de acordo com o fato 2.1.

Definicao 2.3. Seja T' € T e v um vértice interno de T. Escrevendo os filhos de v na ordem
V1, ..,V de forma que [(v1),1(v2), ..., l(vg) forme uma sequéncia ndo-decrescente, a sequéncia
(I(v1),...,l(vg)) € chamada particdo induzida por v.

Definicao 2.4. Seja T' € T, a relacdo de ordem entre v, w vértices de T' é definida de forma
recursiva:
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e CASO I: Sel(v) < l(w) entdo v < w;
e CASO 2: Sel(v) = l(w) = 1 entdo v~wy
e CASO 3: Sel(v) = l(w), l(v) # 1:
Tome (a;),, a parti¢do induzida por v e filhos(v) = {v1,...,v;}. Analogamente (b;),,
por w, onde filhos(w) = {w1,...,wy}. Temos trés subcasos a considerar:

CASO 3.1: Se (a;);, < (bi),, entdo v < w;
CASO 3.2: Se (a;),, = (bi),, (consequentemente k = m):
CASO 3.2a: Se vi~w; para todo 1 < i < k entdo v~w;

CASO 3.2b: Sendo j = min{i; visbw;}. Se v; < w; entdo v < w, sendo v > w.

No caso v~w diremos que v e w sdo equivalentes, o que permite escrever a classe de equivaléncia
[v] = {u € V(T);v~u}. A ordenagdo definida acima é feita entre duas classes, onde escrevemos
[v] < [w] na forma simplificada v < w. Além disso denotaremos que v~w ou v < w simplesmente
porv < w (analogamente v > w).

Vale observar que a defini¢do pode ser estendida para vértices de arvores distintas, basta
considerar uma terceira drvore 1’ cujos filhos da raiz sdo os vértices a serem comparados.

Fato 2.3. (Tricotomia) Pela tricotomia em parti¢des de inteiro, dados v,w vértices de T’ € T,
apenas um dos casos é vdlido: v~w, v < w ou v > w.

No decorrer do texto ao usarmos o simbolo de igualdade entre vértices estaremos nos
referindo, de fato, ao mesmo vértice. Por outro lado a defini¢do 2.4 fornece a ideia intuitiva de
que dois vértices sdo equivalentes quando as respectivas subérvores induzidas sao idénticas, o que
¢ garantida pelo lema provado a seguir.

Lema 2.1. Dados v, w vértices de T' € T, entdo T'(v) = T'(w) se, e somente se, v~w.

Demonstracdo. A demonstracdo é trivial para o caso em que v é uma folha. Suponha que é v vértice
interno de T e considere (a;),, a sua parti¢do induzida, onde filhos(v) = {v1,...,vx} e a; = I(v;)
parai € {1,...,k}. Analogamente tome (b;),, induzida por w e filhos(w) = {w1, ..., wm}.

Suponha que T'(v) = T'(w) , entdo k = [ e (a;), = (b;);, onde vale ainda ) a; =
> b; = l(v) = l(w) = N. Vamos provar por indugdo sobre N que v~w.

O resultado vale para o caso base N = 2, pois Part(2) = {(1,1)}. Suponha que o
resultado vale para valores menores que algum N. Como T'(v) = T'(w) entéo T'(v;) = T'(w;), para
ie{l,...,k}, entdo I(v;) = l(w;) < N e pela hipdtese indutiva concluimos v;~w;. Logo v~w.

Reciprocamente suponha que v~w, entdo N = [(v) = [(w). Vamos novamente provar
por indug@o sobre N que 7'(v) = T'(w). O resultado vale para o caso base onde N = 2 e suponha
que vale para valores menores que algum N. Entéo pela hip6tese e tricotomia, temos por defini¢do
que v;~w; paratodoi € {1,...,k = m}, mas [(v;) = l(w;) < N entdo pela hipétese indutiva
vale T'(v;) = T'(w;), logo T'(v) = T'(w). O

Definicdo 2.5. Sejam T € T e v vértice de T. A irmandade It (v) = {v1,...,v;} é dita ordenada
se v1 < ... < v Setodas as irmandades de uma drvore estdo ordenadas, diremos que a drvore
estd ordenada.

Exemplo 2.3. A drvore da figura 1 estd ordenada.

E conhecido que cada cografo € associado a uma unica coarvore, a menos de permutagao.
Na préxima proposi¢ao provamos que cada cografo estd associado a uma tinica codrvore ordenada.

Proposicao 2.2. Cada cografo estd associado a uma tinica drvore ordenada em 'T.
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Demonstracdo. Seja G um cografo e tome 7' sua codrvore associada, em [Corneil et al., 1981] é
provado que 7' € dnica a menos de isomorfismos. Considere 7" e T" arvore ordenadas e ambas
isomorfas a T. Como os vértices de 7" e T" possuem uma ordem de disposi¢do dos vértices,
entdo sdo arvores iguais a menos de permutacgdo de vértices equivalentes de uma mesma irmandade.
Porém o lema 2.1 assegura que essa permutacdo geram subdrvores idénticas, com exatamente a
mesma disposicéo de vértices. Logo 7" e T sdo iguais. O

E entdo introduzimos uma ordenacdo total para as arvores de T),.

Defini¢ao 2.6. Sejam Ty e Ty drvores em T. Definimos Ty < Ty quando raiz(Ty) < raiz(Ts) e
T1~T5 no caso de equivaléncia entre as raizes.

Fato 2.4. O menor elemento de T, é a drvore cuja raiz induz a particao (1,...,1) € Part(n)
(veja o fato 2.2). Tal drvore estd associada ao cografo completo K, e seu complementar.

3. Geracao dos cografos
Assegurado pela proposi¢do 2.2, a geracdo dos cografos serd feita através da geracao dos

elementos de T,,, cujo primeiro elemento é a menor arvore do conjunto e em seguida geramos a
drvore imediatamente maior que a antecessora, até alcancar a maior arvore do conjunto. A nogfo
de elemento imediatamente maior € formalizada na defini¢cdo abaixo.

Definicao 3.1. Seja X um conjunto finito ndo-vazio munido de ordenacdo total, onde vale a trico-
tomia. Dado a € X, diremos que b é imediatamente maior que a em X se b € X e b > a, onde para
qualquer c € X tal que ¢ > a entdo c > b. Naturalmente se a ndo possui elemento imediatamente
maior em X, entdo a é o maior elemento do conjunto.

Algoritmo 3.1 Particdo imediatamente maior
Input: (a;), € Part(n)
Output: (b;), imediatamente maior que (a;), em Part(n)

1: procedure ParticaoSeguinte((a;);,)

2 n Zle a;

3 if a1 # |n/2] then

4 if ap, — ap—1 < 1 then return (a1, a9, ...,ax_2,ak—1 + ag);

5: else >ag—ag—1>1
6 ax—1 — ap—1 + 1;

7 ap +— ap — 1;

8 Tome ¢ e r 0 quociente e resto da divisao ay por ag_1;

9 if ¢ > 1 then return (ay,...,a5_2,a5_1,...,a5-1,(ag—1+7));

q vezes

10 ‘ else return (ai,...,a_2,a_1,0a1);
11: end if
12: else
13: if n = 3 then return null
14: else >n = 3 caso especial
15: if ay = [n/2] then return null ;
16: else return (1,2);
17: end if
18: end if

19: end function

Proposicao 3.1. Se a € Part(n), o retorno do algoritmo 3.1 é a particdo imediatamente maior
que a em Part(n). Caso o retorno seja null entdo a é o maior elemento de Part(n).
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Demonstragdo. Sejaa = (a;), € Part(n). Os casos n = 2 e n = 3 sao triviais.

Pela defini¢do de parti¢do, necessariamente a; < |5 |. Suponha que n > 3 e a1 < |5].

Vamos Separar a prova em casos:

CASO 1: ap — k-1 < 1.

Entdo b := (b;);,_; = (b1,b2,...,br_1) € a parti¢do retornada pelo algoritmo, onde b; = a;
parai € {1,....k—2}eby_1 = ax_1 + a.

E claro que b > a e que b, € Part(n).

Vamos provar que b é a sequéncia imediatamente maior. Seja ¢ = {c¢;},, € Part(n) tal que
¢ > a, queremos provar que ¢ > b. Por defini¢do 35 < k o menor indice tal que ¢; > a;.

oSe j <k — 2entdo ¢; > a; = bj, donde segue ¢ > b.
oSej=k—1temosc; =a; =b;parai € {1,...,k—2}ecr_1 > ax_1.

Entdo ¢y_1 > ar_1 + 1 > ai. Observe ainda que c tem k — 1 termos, pois caso contrario
teriamos ¢ > ci_1 > ay, entdo Zk c; > Zk a; = n, o que é absurdo. Portanto,

k—2 k—2
Ci + k1 = Zai tag1+ap=cp1=ax1+ap=by1=c=b
i=1 =1

o Por ultimo, se § = k entdo Zk c; > Zk a; = n, o que é absurdo.

Logo vale ¢ > b.

CASO 2 ap —ap_1 >1
Neste caso as linhas 6 e 7 geram a parti¢do b := (b;),, = (b1, b2, ..., by), onde b; = a; para
1€ {1,...,k—2},bk,1 =ap_1+1leb,=ap—1.
Observe que S%b; = S % a; = n, entdo b € Part(n). Tome g e r o quociente e resto da
divisdo by, por bi_1 (linha 8). Temos dois subcasos a considerar:

o CASO2a:¢g>1

Neste caso o retorno do algoritmo é
' =(b1,...,bg—2,bk—1,bp_1,--,bk_1, (bg—1 + 7)), que possui k + g — 1 termos.
—_———

q—1 vezes

b, =aj,seie{l,....k—2}
Observe que { b0, =ap—1 +1,seiec{k—1,...,k+q—2} .Entdo
2+q—1:ak71+1+7a

k+q—1 k—2 k+q—2
Z by = (Zb;) + by + ( Z b;) + Ul g1
i=1 1 i=k

i=
k—2

k
= (Z a;) + (ap—1+ 1)+ (ag—1 +1).(¢ = 1) + (ap—1 +14+7) = Zai =n.
i=1

=1

Portanto b’ € Part(n) e por constru¢do vemos que b’ > a.

Vamos provar que b’ é imediatamente maior que a em Part(n). Tome ¢ = (¢;), € Part(n)
tal que ¢ > a, entdo por defini¢do 3j < k o menor indice tal que c; > a;.

*jSk—2:>Cj>aj:b;-:>C>b,.
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xj=k—1=c1>ap 1= 1> 1+1=b_, =>c>V.
«Se j = kentdo ¥ ¢; > S2%a; = n, 0 que é absurdo.
Logo vale ¢ > b/
o CASO 2b: ¢ =1

Neste caso o algoritmo retorna a propria parti¢do b = (b;),,. Como by_1 = ap—1 +1 > ar_1
entdo b > a.

Vamos provar que b é a sequéncia imediatamente maior que a em Part(n). Tome ¢ =
{¢i}m € Part(n) tal que c > a, entdo por defini¢do 3j < k o menor indice tal que ¢; > a;.

x ] <k—2=cpo>ap o=bp_o=c>b
xj=k—1=>cp_1>ap_1=>cCt_1>0p_1+1=0b,_1=c>0D.
* Se j = k entdo Zk ci > Zk a; = n, o que € absurdo.

Logo vale ¢ > b/

Por fim, se n > 3 e a; = [ 5], entdo (a;), é a maior particdo e o retorno é null . O
Proposicio 3.2. Sea € Part(n), o algoritmo ParticaoSeguinte(a) tem complexidade O(n).

Demonstracdo. E fécil ver que o inico caso que ndo possui complexidade constante é o referente a

. o . —1
linha 9, cujo pior caso ocorre quando a entrada € a = (1,n — 1) € Part(n), onde g = | = | =
n—2

5% e o nimero de operacdes executadas é O(q) = O(n). O

Como queremos desenvolver um procedimento para obter uma arvore imediatamente
maior que a anterior, precisamos introduzir o conceito de vértice pivd, que indicard onde serdo
feitas mudangas na arvore.

Definicao 3.2. Seja T € T ordenada, um vértice v de T’ é dito esgotado se é uma folha ou sua
parti¢do induzida é o maior elemento de Part(l(v)).

Fato 3.1. Dada uma drvore T € T,, ordenada e rotulada, verificar se um vértice v de T' estd
esgotado pode ser feito em tempo constante (veja o fato 2.2).

Lembramos que um percurso numa drvore € uma “visita” sistemdtica a cada um de seus
vértices. Em drvores ordenadas 7' € T definimos o percurso pés-ordem invertido através do
seguinte procedimento recursivo: escrevendo filhos(raiz(T)) = {v; < ... < v}, percorremos
as subdrvores T'(vg), T(vk—1),...,T(v2),T(v1) em pés-ordem invertido e por ultimo é feita a
visitagdo de raiz(T).

Para T' € T, é fécil ver que tal percurso é feito em tempo O(n), pela proposigdo 2.1.

Definiciao 3.3. Seja T € T ordenada cujo percurso pos-ordem invertido em T visita os vértices na
ordem vy, ..., Uy, onde m = |V (T')|. O pivé de T, caso exista, é o vértice v; de menor indice tal
que v; ndo é esgotado.

Exemplo 3.1. O vértice em destaque no grafo ilustrado no exemplo 2.1 é o pivé da drvore.

Dada uma arvore T' € T,, ordenada e rotulada, o procedimento para determinacdo do
pivo de T' pode ser feito por aplicagdo direta da defini¢do, ou seja, basta efetuar um percurso
p6s-ordem invertido e verificar se o vértice visitado é esgotado, tal procedimento chamaremos de
EncontraPivo(T). Em caso inexisténcia de pivd na arvore o procedimento retornard null . A
complexidade decorre diretamente do fato 3.1 e descrevemos abaixo.

Fato 3.2. A busca pelo vértice pivo em uma drvore de T, é feita em tempo O(n).
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Escrevemos a seguir um algoritmo que reconstréi um vértice a partir de uma particao dada
como entrada, sem alterar o nimero de folhas da arvore.

Algoritmo 3.2 Reconstrugdo de vértice através de particdo

Input: vértice v de drvore T € T, ordenada e parti¢do (a;),, € Part(l(v))
Output: vértice v’
1: procedure ReconstroiVertice(v, (a;),;,)
2 Substitua os filhos de v por v; . .., vy, tais que (a;), seja a particdo induzida por v.
3 fori< 1tokdo
4 if a; > 1 then insira a; folhas em v;
5: end for
6 return v
7: end function

Pelo fato 2.1 garantimos a complexidade do algoritmo 3.2, conforme enunciamos abaixo.
Fato 3.3. ReconstroiVertice(v, (a;),) tem complexidade O(l(v)), onde (a;), € Part(l(v)).
Lema 3.1. Uma drvore em T,, é o maior elemento de T, se, e somente se, ndo possui pivo.

Demonstracdo. Faremos a prova por contra-positiva. Seja T' € T,, com piv0 v, cuja particao
induzida é a € Part(l(v)), portanto existe b € Part(l(v)) tal que b > a, entdo considere a drvore
T’ obtida de T apds substitui¢do de v pelo vértice v’ retorno de ReconstroiVertice(v,b). Logo
T’ > T e portanto T ndo é o maior elemento de T,,. A reciproca € trivial.

O

Agora somos capazes de desenvolver o procedimento que obtém a arvore imediatamente
maior, que serd fundamental para o algoritmo de geragdo dos cografos.

A fim de ndo sobrecarregar a escrita do algoritmo fixaremos a seguinte notacdo: Dada
I(vj) = {v1,...,vj,0j41,. ..,y } ordenada, definimos os conjuntos It (v;) = {vj41,...,vm} €
I~ (v;) = {v1,...,vj_1}, 0 que forma uma parti¢do para I(v;) em I~ (v;) U {v;} U IT(v;).

Algoritmo 3.3 Arvore imediatamente maior
Input: arvore T' € T, ordenada e rotulada
Output: drvore 7’ € T,, imediatamente maior que T’

1: procedure ArvoreSeguinte(1")

2: v < EncontraPivo(T)

3 if v # null then

4: by, < ParticaoSeguinte((a;),), onde (a;), € particdo induzida de v.

5: v < ReconstroiVertice(v, (b;),,)

6 T v

7 repeat

8 forally € I't(z) do

9: if [(y) = [(z) then copiar subarvore T'(x) em T'(y)
10: else y <— ReconstroiVertice(y, c), onde ¢ = (1);(y) >(y) > I(z)
11: end for
12: x < pai(x)
13: until z = null
14: return [’
15: else return null > ndo existe arvore maior
16: end if

17: end function
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A ideia geral do algoritmo acima € buscar o pivd da arvore, e em seguida evoluir sua
particdo induzida e “reiniciar” para a menor configuracdo possivel todos os vértices que a busca
pelo pivo passou. Essa ideia € baseada no fato de que a comparacio de arvores é feita da esquerda
para a direita em cada irmandade, enquanto a busca do piv0 ocorre da direita para esquerda. Antes
da corretude do algoritmo provaremos a proposicao seguinte.

Proposicao 3.3. Seja T' € T, ordenada tal que T’ ndo é o maior elemento de Ty, entdo a drvore
referente ao retorno de ArvoreSeguinte(T') estd ordenada.

Demonstracdo. Seja T’ o retorno do procedimento, observe que 7”7 € T, pois o nimero de folhas
em cada vértice da arvore é mantido. Denotaremos por v o pivo de 7', cuja existéncia é garantida
pelo lema 3.1 e por v’ o correspondente de v em 1", pela operacgdo da linha 5, Em geral para cada x
em T denotaremos por x’ 0 seu correspondente em 77, caso exista, segundo as opera¢des nas linhas
9e 10.

Para cada z’ ancestral de v/, provaremos que as irmandades I7(z') e I7/(v'), estdo or-
denadas. Como as demais irmandades ndo sofreram alterag¢do, a ordenacdo decorre diretamente
da ordenagé@o de 7. Mais que isso, pelo mesmo raciocinio vemos que o conjunto I, (z') jd estd
ordenado para cada 2/, restando apenas provar a ordenagdo de I}, (z') e I}, (v'). De fato para cada
y' € I, (2") U {2’} valem os casos:

1. Sex < yel(x) =I(y) entdo pela operagio da linha 9 e lema 2.1 vale 2'~y/.
2. Sex < yel(x) <l(y) entdo a parti¢do induzida por y’ é a menor de Part(l(y)) (linha 10),
entdo x’ < 3/, segundo a defini¢do 2.4.

Portanto em ambos os casos a ordenagio dos vértices é mantida, isto é I7+(x’) estd orde-
nada. Resta provar a ordenac@o de I (v).
Escrevemos I7(v) = {v1 < ... <v; <wjp1 < ... <wjppteIp (V) = {v]

/ / o— . /.
v-gvj_Hg...gvj+h},ondev.—v]ev =

IN

. <
,,
i

Como o algoritmo s6 altera os vértices do conjunto I+ (v) U {v}, entdo a ordenagdo de T
garante a ordenagdo de I, (v').

Afirmacio: v’ estd ordenado em rela¢do ao conjunto I7+(v').

' Precisamos provar que v;_; < v; < v’ ;. De fato, pela proposi¢do 3.1 e caso 4.1 da
defini¢do 2.4 temos v > v;, mas pela ordenagdo de 7" vale v; > vj_1~vj_;, portanto v; > vj_;.
Por outro lado se [(v;41) = [(v;) entdo pela linha 9 temos v’ ~v7, sendo l(vj+1) > I(v;) € pela
linha 10 e definigdo 2.4 temos v ; > v}, donde segue a afirmagfo.

Por outro lado I, () estd ordenado, pela justificativa andloga ao feito em I, ('), pois
ambos sdo tratados pela operacdo das linhas 9 e 10. Deste tltimo fato e afirmagao anterior garanti-
mos a ordenagdo de I7(v'), donde segue o resultado.

O

Teorema 3.1. SejaT' € T,,. O retorno do procedimento ArvoreSeguinte(T) é a drvore imedia-
tamente maior que T em T, caso seja null entdo T’ é o maior elemento do conjunto.

Demonstragdo. Se o procedimento retorna null , o resultado é garantido pelo lema 3.1. Caso
contrdrio, seja T” o retorno do algoritmo.

Como a drvore 7" estd ordenada pela proposi¢do anterior, podemos efetuar a comparagio
entre T' e T” com a disposi¢do dos vértices retornada pelo algoritmo. Considere v o pivod de T e v’
seu correspondente em 7”7, em geral para cada = em T denotaremos por z’ o seu correspondente
em 7", caso exista, segundo as operagdes nas linhas 9 e 10, mesma nota¢io usada na prova da
proposicdo anterior.

Afirmacio: 77 > T.

De fato, inicialmente observe que a proposi¢do 3.1 garante v’ > v, pela definigdo 2.4.
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Se v = raiz(T) entdo € claro que 77 > T. Caso contrario escrevemos I7(v) = {v; <
oSy Sy <o <yptelp()={v] <. <o < U;€+1 <...<w},ondevy :=ve
v}, == v’. Como o algoritmo s6 faz alteragéo nos vértices de I; (vg), entdo v;~v} para 1 < i < k,
donde pai(v') > pai(v), pelo caso 3.2b da definigéo 2.4.

Seja x = pai(v), escreva Ip(z) = {1 < ... < z; < ... <z }elp(a) = {2} <
. < x; <...<uz,},ondez; :==xe x; := z’. Com raciocinio semelhante ao feito acima temos
zi~ax} paral < i < j, entdo pelo caso 3.2b da defini¢do 2.4 garantimos pai(z’) > pai(z), uma
vez que 2’ > x. Em geral o mesmo raciocinio pode ser feito de forma sucessiva para cada ancestral
x de v, obtendo sempre 2’ > x. Ao alcangar o caso x = raiz(T') garantimos que 7" > T, donde
segue a afirmacdo feita.

Vamos agora provar que 7" é imediatamente maior que 7' em T,,.

Inicialmente o algoritmo toma o pivd v de T e constréi v’ cuja parti¢do induzida € imedi-
atamente maior que a de v, pela linha 5. Seja x um ancestral de v ou ainda x = v, entdo para cada
y € Ir(x) o algoritmo constréi y, € Ir+(z') da seguinte forma: se y € I (z) entdo y' é equiva-
lente a 2/, se y € I;f (x), este € um vértice esgotado pela defini¢do de pivd, entdo y é construido de
forma que este seja o menor vértice possivel, conforme detalhado abaixo e semelhante a prova da
proposicdo anterior.

1. Sex <yel(r) =I(y) entdo 2’'~y (linha 9).
2. Sex < yel(x) <l(y) entdo y é construido a partir da menor particio Part(I(y)), obtendo
2’ < v/ (linha 10).

Como j = min{i;z;x;} e ; > x;, entdo pai(z') > pai(x), por definicdo. Além
disso, pelos casos vistos acima, para cada ¢ € {j + 1,...,u} temos x; esgotado em T e z, em
T construido de forma que seja 0 menor possivel com [(x;) folhas, entdo pai(z’) é imediatamente
maior que pai(x), dentre todos os vértices com [(pai(z)) folhas induzidas. Como esse argumento
vale para cada x ancestral de v ou x = v, entdo 7" é imediatamente maior que 7" em T,. O

Proposicio 3.4. Se T' € T,, o algoritmo ArvoreSeguinte(T') tem complexidade O(n).

Demonstrag¢do. O pior caso ocorre quando 7" possui pivd v # raiz(T).

A proposicao 3.2 e fatos 3.2 e 3.3 garantem que todas as operagdes realizadas fora do loop
das linhas 7-13 sao feitas em O(n).

O loop interno (linha 8) executard para cada y € I1(x) as operagdes da linha 10 e 11,
escrevendo I (x) = {z1,...,xx}, cuja complexidade de pior caso é Z?:Q O(l(zi)) = O(l(pai(x)),
onde a igualdade decorre do fato 2.1.

Seja P, : (v = vo,v1,...,0k—1,vx = 1aiz(T")) o caminho do pivd até a raiz da arvore.
O loop (linha 7) executa o loop interno para cada x de P, (linha 12), entdo seguindo a ideia desen-
volvida no pardgrafo anterior concluimos o seguinte raciocinio: Para x = vy o processo da linha 8
é feito para cada I (vg) cujo custo € O(I(v1)); o tempo de execugdo até v = v, i € {1,...,k—1}
é:

O(l(vi)) + Y O(w) = O(l(vis1)),

welt (v;)

onde a primeira parcela € referente a complexidade das i iteragcdes anteriores e a igualdade
decorre do fato 2.1.

O processo finaliza ao alcancar o dltimo ancestral x = vy, portanto o loop tem complexi-
dade O(I(v)) = O(n). Donde segue o resultado. O

Exemplo 3.2. A drvore imediatamente maior da ilustrada no exemplo 2.1 estd representada abaixo,
cujo pivo estd em destaque.
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Figura 2: Arvore imediatamente maior

A geracdo dos elementos de T',, pode ser feita da seguinte forma: tomamos a menor drvore
de T, (fato 2.4) e a partir desta obtemos a arvore imediatamente maior por sucessivas aplicacdes
do algoritmo 3.3, até alcangar a maior drvore do conjunto, indicada pela auséncia de pivd. Note
que a principio seria necessdrio a cada iteracdo ordenar a arvore obtida para entdo fazer a execugdo
do algoritmo 3.3, o que seria extremamente custoso em termos de tempo de execu¢do. Porém a
proposicdo 3.3 garante que é necessario a ordenacdo apenas na primeira arvore, que € trivial (fato
2.4) que e as demais terdo a ordenagdo mantida, garantindo a eficiéncia do procedimento.

Como o nimero de elementos de T, (cografos com n vértices) existentes é exponencial,
entdo é claro que o algoritmo descrito tem complexidade total ndo polinomial, mas a medida con-
veniente de eficiéncia para um algoritmo gerador ¢ através do seu atraso (ou delay), isto €, o
tempo entre a geracao de dois elementos consecutivos do conjunto. No nosso caso a geragao entre
uma 4rvore e a seguinte é dada unicamente pelo algoritmo 3.3, entdo a proposicdo 3.4 garante que
geracdo dos elementos de T, possui atraso linear em n.

Denotaremos por ¢ o conjunto de todos os cografos, tal conjunto pode ser particionado
como ¢ = J,~ €n,onde 6, = {G € €;|V(G)| = n}. Vamos estabelecer uma relagio de ordem
entre os elementos de &,

Definicao 3.4. Sejam G, Go € 6,, e 11 e 15 suas respectivas codrvores ordenadas enraizadas em
r1 e ro, respectivamente. Se 11 > Ts definimos G1 > G, se T = 15, entdo analisamos os tipos
das raizes da seguinte forma: se ry é tipo-1 e ro é tipo-0 definimos G1 > Go, se r1 e o sdo ambas
tipo-1 (ou tipo-0) entdo G1 = Go.

Desenvolvemos toda teoria necessdria para alcangcarmos nosso objetivo principal: Dado
um inteiro positivo n, construir um algoritmo que gere de forma eficiente todos os cografos com n
vértices, sem rotula¢do, de forma que o k-ésimo cografo gerado nio seja isomorfo a nenhum dos
k — 1 cografos gerados anteriormente.

Algoritmo 3.4 Gerador de cografos

Input: Inteiron > 2

Output: Geracdo de todos cografos com n vértices.
: procedure GeradorCografos(n)

: Seja 11 a menor arvore de T,

1
2
3 11

4 repeat

5: Seja G; cografo associado a T', cuja raiz € tipo-0.
6 Seja G, cografo associado a T', cuja raiz é tipo-1.
7 Tiy1 < ArvoreSeguinte(T;)

8 1 1+1

9: until 7; = null

10: end function
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Teorema 3.2. Dado inteiro n > 2, o algoritmo 3.4 gera todos os elementos de 6, sem rotulagcdo
nos vértices, de forma que todos os cografos gerados sdo dois a dois ndo isomorfos.

Demonstracdo. O teorema 3.1 garante que a arvore 141 é imediatamente maior que 7; em T,
como algoritmo inicia na menor e finaliza na maior arvore de T),, entdo sdo gerados todos elementos
de T,, em ordem crescente 17 < Ty < ... < Ty, onde todas sdo nio isomorfas dois a dois pelo
lema 2.1. Como cada arvore estd associada a exatamente dois cografos (complementares entre si) e a
proposicao 2.2 garante que cada cografo possui uma tinica codrvore ordenada, entdo o procedimento
em questdo gera todos os cografos de n vértices, sem geracdo de cografos isomorfos. 0

Exemplo 3.3. Abaixo estdo representados em ordem crescente todos os cografos com 4 vértices,
gerados por GeradorCografos(4).

o\ o‘g o\ o/ 6
o 0 B8 oo &b 2 &N Lo b oo HU

Figura 3: Cografos com 4 vértices

A proposi¢do 3.4 garante a eficiéncia do algoritmo acima, como enunciado a seguir.
Proposicao 3.5. O algoritmo GeradorCografos(n) possui atraso O(n).

E natural em teoria dos grafos restringir problemas somente aos grafos conexos, mas
observe que basta a retirada da linha 5 do algoritmo 3.4 e obtemos um gerador de cografos conexos.

4. Conclusao

Neste trabalho nos baseamos na representacdo do cografo pela sua codrvore para desen-
volver um algoritmo capaz de gerar todos os cografos, sem repeticdo, com um determinado nimero
de vértices, cujo tempo de atraso € linear no nimero de vértices. Em particular, podemos fornecer
o numero exato de cografos existentes para cada nimero de vértices fixado, como descrevemos na
tabela abaixo, onde a quantidade de cografos conexos é dada pela metade de cada valor obtido.
O cddigo foi implementado na linguagem C'# e executado no Sistema Operacional Windows 7,
equipado com 8GB de RAM e Processador AMD FX-6100 Six-core 3.30GHz.

n 213456 7 8 9 10 11 12 13 14 15

|€,| | 2|4 |10 |24 |66 | 180 | 510 | 1508 | 4442 | 13700 | 41598 | 131744 | 410066 | 1321628

As principais aplicacdes do algoritmo gerador ocorrem na formulacdo de novas conjecturas ou
busca de contra-exemplos, uma vez que podemos fazer testes em todos os cografos com um deter-
minado nimero de vértices. Além disso, muitos pardmetros para cografos sdo obtidos diretamente
da coarvore (como nimero cromaético, b-cromatico, niimero clique), o que torna a aplicaco ainda
mais evidente, uma vez que a constru¢do do algoritmo é baseada unicamente na coérvore.
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