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RESUMO

Na convexidade ge@tica, um conjunto deérticesS de um grafa € convexcse todos
os \ertices de todo caminhoimimo entre dois &rtices deS pertencem &'. O fecho convexd{ [S]
deS & o menor conjunto convexo contenfloSeH[S] = V(G), enfio.S € umconjunto envoftrio
deG. A cardinalidade:(G) de um conjunto envditio minimo emG & onimero envofirio deG.
O prisma complementa#G de G € o grafo da urdio disjuntade G U G, adicionando arestas para
um emparelhamento perfeiémtre os @rtices correspondentes @ee G. Motivados pelo trabalho
de [Duarte, 2015]apresentamos aimero envolbrio de prismas complementaresateores e de
grafos desconexos com pelo menos duas componeatesriviais. TamBm mostramos que o
nimero envolbrio em prismas complementares pode ser ilimitado na convexidadétgEodio
contiario da convexidadé®s.

PALAVRAS CHAVE. Convexidade geocktica, Niomero envoltrio, Prismas complementares.

Area principal: Teoria dos Grafos.

ABSTRACT

In the geodetic convexity, a set of verticdsof a graphG is convexif all vertices
belonging to any shortest path between two vertice$ kb in S. Theconvex hullHZ[S] of S is the
smallest convex set containirtfy If H[S] = V(G), thenS is ahull set. The cardinality:(G) of a
minimum hull set ofG is thehull numberof G. The complementary prisiG of a graphG arises
from the disjointunion of the grapi@ U G by adding the edges of a perfect matching between the
corresponding verticesf G andG. Motivated by the work of [Duarte, 2015], we present the hull
number of complementamrisms of trees and of disconnected graphs with at least two nontrivial
components. We also show that the hull number on complementary prisms is unlimited in the
geodetic convexity, unlike th&s;-convexity.

KEYWORDS. Geodetic convexity, Hull number, Complementary Prisms.

Main area: Graph Theory.

3142



> Anais do XLVIll SBPO

Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional

/—\_/
XLVl | | S B PO Vitéria, ES, 27 a 30 de setembro de 2016.

1. Introducao

O estudo deconvexidade em grafos iniciou-se nacdda de 70, com os trabalhos de
[Moon, 1972; Erds et al., 1972; Varlet, 1976]. Desde &ot este Gpico recebeu ampla ateing
por encontrar aplicéies em diversos contextos, notadamente nos que envolvem algum tipo de
propagago entre as entidades, tais como eétyats de marketing, [Domingos e Richardson, 2001],
divulgagio de opirio, [Dreyer e Roberts, 2009], contamifiag [Bollokas, 2006] e computag
distribuda, [Peleg, 2002].

Consideramos aqui grafos simple®ordirecionados e finitos. Dado um grafy um
conjuntoC de subconjuntos dg(G) € umaconvexidadsobreV (G) sef), V(G) € C eC é fechado
sobre intersdges. Os elementos desdo chamadosonjuntos convexos. facho convexde algum
conjuntoS, com relag@oa alguma convexidad® & o menor conjunto convexd|S] € C contendo
S.

As convexidades mais usuai@osdefinidas atras de um conjunt@® de caminhos em
grafos. Neste caso, um subconjugtoC V(G) & convexo precisamente quandcconém todos
0s \ertices pertencentes aos caminho$”deujos \ertices extremos e&b tamiém emC. Quando
‘P € o conjunto de todos os caminhogimos emG enfio C' € aconvexidade geddica, [Dourado
et al., 2009, 2013; Everett e Seidman, 1985; Harary et al., 1981]. Quarida cole@o de todos
os caminhos induzidos d&, enfio C' € aconvexidade mondhica, [Dourado et al., 2010; Duchet,
1988]. Quandd@ & o conjunto de todos os caminhos de comprimento dois entreé&lhisas, eréio
C € aconvexidade’;, [Barbosa et al., 2012; Centeno et al., 2011; Coelho et al., 2014, 2015; Duarte
et al., 2015; Penso et al., 2015].

Nosso trabalho térseu enfoque consideranda convexidade ge@tica. Dado um grafo
G, o intervalo fechadantre dois @rticesu,v € V(G) & o conjunto/[u, v] de todos os &rtices
pertencentes a todo caminhdmmo entreu e v. SeS C V(G), ento I[S] &€ a unéo de todos
I[u,v] parau,v € S. Dizemos ques C V(G) & umconjunto convexo, sgS] = S.

Para um conjunt® de \ertices em um grafé/, sejal’[S] = S, I'[S] = I[S] e I¥[S] =
I[I*=1[S]) parak > 2. A partir de algum terme, a seqéncia sea constante, quand®’[S] =
IPT1[S] obttm-se ofecho convexale S denotado poi[S]. Como trabalharemos apenas com
a convexidade ge@ticaC, omitiremos o subscrit@ da notagdo. SeH[S] = V(G), enio S &
chamadaconjunto envofirio de G. A cardinalidade:(G) do menor conjunto envdltio deG & o
nimero envoltrio deG.

Os prismas complementares foram introduzidos por [Haynes et al., 2007], como uma
varia@o do conhecido prisma de um grafo, [Hammack et al., 2011]. Para um@iam conjunto
de \erticesV (G) = {v1,...,v,} e conjunto de arestds(G), o prisma complementar GG de G &

o grafo comconjunto de erticesV (GG) = {v1,...,v,} U{®1,...,7,} € conjunto de arestas

E(G@) = E(G) U {Ei@j 1<i1<3<n e v; vy ¢ E(G)} U {Ulﬁl, ce ,Unﬁn}.

SendoG um grafo eG o seu complemento, para cadarticev € V(G) denotamos o
vérticev € V(G) como o seweértice correspondentéEm outras palavras, o prisma complementar
GG de(G é o grafo formado a partir da o disjuntade G e seu complement@, adicionando as
arestas para uemparelhamento perfeito entre dstices correspondentes Gee G.

[Everett eSeidman, 1985] introduziram o conceito demero envolbrio, caracterizando
grafos com valores particulares H6G) e tamkem mostrando limites inferiores e superiores para
h(G). [Cagaanan e Canoy, 2004] demonstrararamero envolbrio do produto Cartesiano de dois
grafos conexos. [Hernando et al., 2005] mostrarararoero envolbrio de caminhos, ciclos, grafos
completosarvores, rodas, bipartidos completos e hipercubos. [Dourado et al., 2009] apresentaram
algoritmos de tempo polinomial para computé&€y) quandaG € um grafo de intervalo urdtio, um
cografo ou um grafo split. [Duarte, 2015] estudouwionero envolbrio em prismas complementares
de classes elementares de grafos, em especial, os completos, caminhos e ciclos. Se tratando de
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complexidade, [Dourado et al., 2009] mostraram que, dado um gfadoum inteirok, &€ NP-
completodecidir seh(G) < k, e [Araujo et al., 2013] mostraram que 0 mesmo problénNP-
completo ainda restrito aos grafos bipartidos.

Vale ressaltar que os estudos demero envolbrio tamkem foram extendidos para ou-
tras convexidades, como por exemplo a convexidagde[Centeno, 2012] determinou aimero
envolbrio P; para os caminhos, ciclos, grafos completos e cografos, apresentou um algoritmo de
tempo polinomial para computar d&imero envolbrio P; de arvores e demonstrou que, dado um
grafo G e um inteirok, & NP-completo decidir se dimero envolbrio P; de G & menor ou igual
ak. [Duarte et al., 2015] taném consideraram prismas complement&i€sna convexidade’s,
mostrando resultados soboenimero envolbrio P; quandoG & desconexo, quandd e G sio
ambos conexos quanddz € umaarvore.

A motivacdo do nosso trabalho parte das qliestdeixadas em aberto por [Duarte, 2015],
que se referem ao estudo domero envolbrio geodtico dos prismas complementa@é’ para
G em outras classate grafos. Mostramos resultados sobre&imero envolbrio em prismas com-
plementares;’G quandoG & umaarvoree G & desconexo com pelo menos duas componentes
nao triviais. Tambm demonstramos que, diferentemente da convexiffagen que o imero en-
voltorio para prismas complementares de grafos conéxositado a5, [Duarte et al., 2015], na
convexidade gedtica, o rimero envolbrio para prismas complementares de grafosG ambos
conexos podser ilimitado. Na Sefo 2, alguns conceitosbicos de grafos® revistos. A Seip 3
coném nossos resultados e a 8ed coneém algumas sugdsts de trabalhos futuros.

2. Conceitos Fundamentais

Esta se@o coném mais algumas defirbes e terminologias fundamentais utilizadas ao
longo do artigo.

Dado um grafoG, adistinciadg(u,v) = d(u,v) entre dois @rticesu,v € V(G) & 0
comprimento de um caminhoinimo entrex e v emG. Quando &o existir um caminhaj(u, v) &
considerada infinita. Aizinhanca abertale um \erticev, denotada poNg(v), ou simplesmente
por N(v) caso t@o haja ambiguidad& o conjunto de todos oxtices adjacentes@ano grafo
G. A vizinhanca de um conjuntt’ de \értices no grafd@~, denotada poN¢(U), & o conjunto de
vértices de adjacentes a algunevtice deU.

Umaclique & um subconjunto deértices de um grafd/, tal que cada doisértices do
subconjunto &o adjacentes. Umévtice v de um grafoG & simplicial se o grafo induzido por
N(v) U {v} for uma clique.

Um grafo conexo sem ciclos chamado dérvore. Os ‘ertices de grau um de uma
arvore §i0 denominadoflhas. Umgrafo estrelaS,, € o grafo com conjunto deévticesV (.S,,) =
{up, u1,ue,...,u,} e conjunto de arestads(S,,) = {uou; : 1 < ¢ < n}. Um grafo estrels,, &
um tipo especial darvore, no qual todas asfolhas €0 adjacentes ao mesmertice.

Considere uma propriedadee sejaS um conjunto de &rtices de um grafé: que tenha
a propriedade”. O conjuntoS & maximalcom rela@o a propriedade” se rao existir um outro
subconjunto de érticesS’ de G com a propriedad®, tal queS C S’.

Um grafo G & conexose para todo par deéwtices,u,v € V(G) existir um caminho
entreu e v, edesconexeaso confrio. Ascomponentes, ocomponentes conexas, de um grafo
desconexodo seus subgrafos conexos maximais.

SejaG um grafo desconexo@; uma componente conexa @e Dizemos qués; € uma
componente & trivial, se|V (G;)| > 2.

SejaG um grafo eS um conjunto de &rtices del’(G). Se um erticev nao pertence a
S, masv pertence & [S], dizemos que&S contaminav, ou quev & contaminadgor S.

Dados dois @rticesu, v € V(G), dizemos que € alcan@vela partir deu, se existe um
caminhoP deuw av emG. SejaP = ugu; .. .u; um caminho em um graf&. Para cadaértice
u;, para; > 1, chamamos dentecessodeu; 0 vérticeu;_1 no caminhaP.
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3. Resultados

Nesta sego apresentamos nossos resultados. Para o prisma complementar de quaisquer

arvores encontramos o resultado que segue no Teorema 3.1. Antes ddgprenunciaremos o
Lema 3.1 de [Everett e Seidman, 1985], quésgilizado nesta prova.

Lema 3.1 ([Everett e Seidman, 1985]Para qualquer conjunto envdltio S de um grafoG, S
coném todos &rtices simpliciais dé&-.

Teorema 3.1. Sejal umaarvore. Enfio:

_ n+1, se T =5,
2, caso contario.

Demonstrag@o. Consideraremos os dois casos7se uma estrela e SE naoé uma estrela.
Primeiramente, s& & uma estrela, consideié(T") = {ug,ui,ug,...,un} € upu; €
E(T) para todol < i < n. Um grafo estrela pode ser visto na Figura 1(a). A fim de uma
contradi@o, suponha que exista um subconjusitte \ertices de/'T tal que|S| < n. Analisaremos
oscasosS CV(T),SCV(T)eS CV(TT).
Suponha qué& C V(T) tal que|S| < n. Dado queu, & um \értice simplicial, ecomo
uy ¢ S, enBo, pelo Lema.1,7y ¢ H[S]. Assim,S ndoé um conjuntenvolorio deTT.
Suponhaqué C V(T). Seug ¢ S, pelo Lema 3.1, eAb.S ndoé um conjuntenvolbrio
de T'T, uma vez quéig & um \ertice simplicial. Erdo, sem perda de generalidade, séja=

{wo} U {uy,us,...,u,—1}. Comod(uy,u;) = 3, paratodol < i < n — 1, eug, u; pertencem a
um caminho rimimo entrex, e w;, enBoug, u; € I[S], paral < i <n — 1. Comod(u;, u;) = 1,
paratoda,j € {1,...,n — 1} com: # j, ed(up,w;) = 2 paratodol < i <n — 1, temos que,

e, nao pertencem a nenhum caminh@nimo entre doisértices de/[S] = I%[S], logo S ndoé
um conjunto envofirio de7'T.

SejaS C V(TT). Sewy ¢ S, pelo Lema 3.1, edb S naoé um conjuntaenvolorio de
TT, uma vez quéi, & um \ertice simplicial. Eréo,considere qu&, € S. Para toda combinag
den — 1 vertices d&/ (TT), temos ques;, u; ¢ S, para algum < i < n. Dessa formaemos que
verificar seu;, u; € H[S].

Para queu; perten@ a H[S], u; deve pertencer ao caminhdmimo entre dois &rtices
que esio em/“[S]. Comou; & adjacente a@;, u; deve pertencer &*[S]. Masu; pertence a um
subgrafo completo d€, assimu; ¢ I1¢[S], logow; ¢ HI[S].

Para queu; pertenca aH|[S], u; deve pertencer a algum caminhdnimo entre dois
vérticesque esho em/*[S]. Comou; pertence a um subgrafo completofeentiowu; ndo pertence
a um caminhaminimo entre dois &rtices dé/(T). Comowu; € adjacente a;, u; devepertencer a
I*1S]. Masu; ¢ HI[S], seu; ¢ 1¢[S], logow; ¢ H[S].

Por conseguintese ambos.;, w; ¢ S, enBow;,u; ¢ HI[S], logo S ndoé um conjunto
envoltorio deT'T, o que implica em uma contradig, portantdh(77) > n.

Para o limitesuperior, consider® = {ug, 1, u2,...,u,}. Comod(uy,u;) = 3, para
todol < i < n, eup, u; pertencena um caminho fmimo entreuy, u;, enBoug, u; € I[S]. Assim,
V(TT) = I[S] = HI[S], portantoS & um conjunto envofirio de7T como|S| = n + 1. Logo
h(TT) = n + 1, quanddl’ & umaestrela.

Como [Duarte, 2015] mostrou qué P, P,,) = 2, paran # 3 e P3 & umaestrela, vamos
supor qudV (T)| > 5.

Sejal” # P,. ComoT naoé uma estrela 8/ (T")| > 5, enfio existem @rticesu,v € T
tal quedr(u,v) > 3. ConsidereS = {u,v} tal queu,v € V(T') e a disdncia entra, ev emT
€ igual a3, veja na Figura 1(b). Visto quér(u,v) = 3, existem erticesz,y € V(7T') tal quex
e y eshlo em um caminho mimo entreu e v, P; : u,z,y,v. Os \erticesu,v € V(T) tamem

3145



> Anais do XLVIll SBPO

Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional
XLVl | | SBPO Vitéria, ES, 27 a 30 de setembro de 2016.

esBio em um caminho mimo entreu e v, P» : u,u,v,v, logo I[S] 2 {u,v,z,y,uw,v}. Como
d(z,v) =2 ed(y,u) = 2, temos qud?[S] D {u,v,z,y,u, v, T, 7}

Comouz € E(T), entouz ¢ E(T), logod(u,z) > 2. SejaW = {w € V(T) :
w ¢ N{u,z})\ {v,y}} eW = {w € V(T) : w & correspondentewa € W}. Para todo ertice
w € W, temos que todav € W & adjacente & e =, assimw es em um caminho mimo
entrew e 7, logo W C I3[S]. Comoyv € E(T), entoyv ¢ E(T), logod(y,v) > 2. Seja
Z={2eV(T):ze N{u,z})\{v,y}} eZ ={z € V(T) : z & correspondenteac Z}. Para
todo \erticez € Z, temos quer ndo & adjacente nem@anem av, logo todoz € Z & adjacente
ay e av e assimz esh em um caminho mimo entrey e v 0 que implica queZ C I3[S]. Logo
V(T) C H[S].

ComoT' é um grafaconexo, eréio cada érticet € V(T')\{u, z, y, v} & alcanével a partir
de{u,r,y,v} € I[S] e comoV(T) C I3[S], enot € I*[S] parad < a < h, emqueh & a altura
daarvore de busca em largura @&iniciando de{u,z,y,v}. ComoH|[S] = I*[S] = V(TT),
enfo.S & um conjunteenvolibrio deT'T, portantoh(TT) = 2.

O

A Figura 1(a) corié#gm um prismas,,S,, e a Figura 1(b) co@m unlprisman com
T # S,. Os \erticesde cor preta representam um conjunto eradtde S,,S,, e deTT, res-
pectivamente.

T T
Z —
- K
Sﬂ Sn
U
Ul u Py z
U2 U9 /C}
T (3
“o @ o (
L
./ o v w
v
Unp, Up, v
(@) Um prismacomplementar de uma estreda. (b) Um prismacomplementar de ungavoreT'.

Figura 1:Arvores dos casos do Teorema 3.1.

Demonstramos no Teorema 3.2 que, para o prisma complementar de untglagzo-
nexo com pelo menos duas componentes coné@$iviais, o lumero envolbrio est relacionado
a quantidade de componentes conexas que 0 grafossui.

Teorema 3.2. SejaGG um grafo desconexo. épossuik > 2 componentes conexas, sendo pelo
menos duas delasio triviais, enbo h(GG) = k + 1.

Demonstraéo. SejaG um grafo comV (G) = {us,...,u,}. Suponha qué&: seja desconexo
comk > 2 componentes conexas, sendo pelo menos daadriviais. SejamGy,..., Gy as
componentes conexas @é SejamGy, . .., G}, os subgrafos induzidos peloénicesu; € V(G)
correspondentes aognicesu; decada componente conexa@e

Dado queG & desconexo, cada componeitg 1 < ¢ < k, nao & contaminada por
vertices das outras componentgs, 1 < j < k, i # j. Como todo ertice deG;, 1 < i < k,
€ adjacente #odovértice deG,, 1 < j < k, parai # j, enfioa distancia entre quaisquer dois
veértices deG & no maximo2. Assim,cada component6;, 1 < i < k, naoé contaminada somente

3146



> Anais do XLVIll SBPO

Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional
XLVl | | SBPO Vitéria, ES, 27 a 30 de setembro de 2016.

por vértices de7, o que implica quéi(GG) > k. Como um erticev; de cada componentg;,
1 < i < k, contamina apenas ogwices correspondentesemG;, enfoh(GG) > k + 1.

Considere qué&; possui pelanenos duas componentes conexas triviais, G; e G .
Sejamu; euy dois \ertices de7; tais queu us € E(G). SejaS o conjunto de @rtices que colim
{u1,72} e um\érticeu de cada componentg; com1 < j < k ej # ¢, ondej inclui 7.

Comod(ui,u2) = 2, ujuguz € um caminho fMIMo entreu; e uy, enflouy € I[S].
Tamkem temosque u, w1 wu € um caminho fmimo entreu; e v para todou € S de cadaGy,

1 <j<kcomj#i,logouy,u € I[S].

Comoujuy € E(G), enflowuz ¢ E(G). ComoG possui componentes CO@es
G1,...,Gy, enfio cada értice de cada subgrafo induzi@ de@, paral < j < k, & adjacente a
todovértice de todo subgrafo induzide;, de G, paral < j' < k, j # j'. Comoujus ¢ E(G),
enfiod(u,u2) = 2, logo todo \erticez emG,, 1 < j < k comj # i, esh emum caminho
minimo entreu; ey, assim/2[S] coném todo erticede G, 1 < j <k, j # i.

Ja queG,; € uma componenteonexa Ro trivial deG, enfio existem pelo menos dois
vértices,us e uy, que §o adjacentes el;,. Temos quéis, u, € 12[5], ja que todavértice de toda
Gj,1<j <k j+#i eshemI?[S]. Comous,uy € I?[S] ed(us,us) = 2, enfio todo \ertice
w € G; es em um caminho Mimo entreus ey, logo I3[S] coném todo erticew € G;. Desta
forma3[S] conemV (G).

Resta mostrar qu& (G) C H[S]. Considere agora, cada componente cor@xgara
1 < i < k, em quei inclui {#,j}. Como a componenté’; & conexa, e@dd existe um caminho
entre cada par deévtices de&;. Como existe pelo menos unérticeu contaminado em cadd;,
enfio todo erticen; € G; esh em um caminho mimo entrew; e u, ou entreuy; e seu anteces-
sor previamenteontaminado, o que implica qug € H|[S]. Desta forma/(G) C H|[S], logo
V(GG) = H|9]. Portanto,S € umconjunto envolbrio deGG e temos qué(GG) = k + 1.

[

llustrando o Teorema 3.2 temos a Figura 2, na qualresios representam asmponen-
tes conexas;, os drculos tracejados representam os subgréafos as linhas tracejadas represen-
tam o conjuntadas arestas que ligam cadertice deG; a cada ertice deGG;. Os \ertices de cor
pretarepresentam um conjunto enviio deGG.

Ql

Figura 2:G desconex@omk > 2 componentes conexaaatriviais.
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Diferentemente da convexidad® em que onimero envolbrio para prismas comple-

mentares de grafos conexedimitado a5, [Duarte et al., 2015], verificamos que na convexidade

geocktica, o rimero envolbrio para prismas complementares de grafasG; ambos conexos pode
ser ilimitado, comalemonstrado no Teorema 3.3 a seguir.

Teorema 3.3. Para todo inteiron > 2, existem grafos conexége G comh(GG) = n.

Demonstrado. Suponhajuen = 2. Considere os grafos conex@se G como Py e P, respecti-
vamente. [Duarte2015] mostrou qué (P, P4) = 2. Portanto, para = 2 existemgrafos conexos
G eG tal queh(GG) = n.

Suponha que > 2. SejaK,, um grafo completo conv (K,,) = {ui,uo, ..., u,}. Con-
sidereG = (V, E) um grafo conexo em qu&(G) = V(K,) U {vi,v} e E(G) = E(K,) U
{u1v1,ugv2 }, veja essa constrég na Figura 3.

Como limite inferior, queremos provar qééGG) > n. Mostraremos edb que, para
todoS C V(GG) com|S| < n—1, S ndoéum conjunto envolirio deGG. Paraisso, verificaremos
que, se gistem dois @rticesu;, u; € V(GG) que rao pertencem &, paraalgum3 < i < n, estes
mesmos @értices,u;, u; o pertencéo aH [S].

SejaS C V(GQG) tal que|S| < n — 1. Para toda combindp den — 1 vértices de
V(GQ), temos que, pelo menos algur@rticeu; e seu @rticecorrespondente;, paral < i < n,
nao estadio ems, ja que|V (K, )| = |V (K,)| = n. Consideraremos algumas obsedes;

Observa@o 1Seu;,u; ¢ S, enfio existenverticesu;, u; € V(GG) que rdo pertencem &, para
2<i<n.

Suponha quey,u; ¢ S. Paratoda combinag.S de aén — 1 vértices dé/ (GG) ondeu;, u; NA0
pertencana.S, temos que:;, u; NA0 pertencem, ou pertencentdS]. Sew;,w; nao pertencem a
H|[S], de imediatoS nao & um conjunto envofirio deV(GG). Poem, casa:; perten@ aH|[S],
temos queu; pertence a um caminhoimmo entre dois outrosértices que eéb emS ou em
I*[S]. Uma vez que a diahcia entre cada par dénicesu;, u; € V(K,) & igual al, enBou,
depende d&; para entrar ent/[S].

Para quei; pertenca &/[S], u; deve pertencer a um caminhdnimo entre doi®utros
vértices que eéb emS ou em/*~1[S]. Comowu; & adjacente apenaga;, v, }, enfio para que;
pertencaa I°[S], &€ necesario queu; esteja primeiro end®~1[S] ou quea; e, entrem juntos em
I*[S]. Logo, seu; naopertence &/[S], enow; tamkem rao pertenca H|[S|.

Dado queu; ¢ S, e como a digincia entr&, a qualquer vizinho de; & igual a2, enéo
u; pertence a um caminhoinimo entrev; e algumu;, para2 < j < n, ou entrev; e v. Desta
forma, seu; pertence &S], enfilo ao menos; € [[S]. Mas, comov; é adjacente apenas a
u1,v1, € a dishncia entrev; e qualquer outro értice deV (GG) € no naximo 2, enfo v; deve
pertencer &. Desta maneira§ coném no naximon — 2 vértices dé/ (K,,) UV (K,,). En&o pelo
menos algunvérticeu;, para2 < ¢ < n, e tami&m seu @rtice correspondentg nao estadio em
S,jaque|V(Ky)| = |V (K,)| = n.

Observa@o 2Seus, uy ¢ S, enBio existenvérticesu;, u; que réo pertencem &, paral < i < n,
ondei # 2.
O mesmo argumento da Obser&acl pode ser aplicado para mostrar que a Obsaovag valida.

A partir dos argumentos das Obserag 1 e 2 constatamos que, 56w (us, us) NAO
pertencem &', & possvel queu;,u; (u2,u2) pertencam & [S]. Se issoocorre, outros &rtices
u;, uj, para algun? < i < n, (1 < i < n,ondei # 2) nao devem pertencersf

Observag@o 3 Se os @rticesu, ug, U1, U2 NAO pertencem &, enfio existem erticesu;, u; que
nao pertencena S, para3 < i < n.
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Considere queu;, a1, ue,us ¢ S. Temos queu;,us € seuscorrespondentes;, u, podem &o
pertencer, opertencer & [S]. Se esses quatr@itices &o pertencem &S], de imediataS nao
€ um conjunto envaltrio deV (GG). Poém, seu;,us pertencena H[S], como a disincia entre
cada par deé@rticesu;, u, € V(K,) €igual al, enBou; nao pertence a nenhum caminhtnimo
entreu; e u,, € 0 mesmo ocorre com,. Deste modo, temos que ambes u, pertencem ao
mesmo caminho mimo entre dois outrosartices que edb emS ou em/*[S]. Comouy,us ¢ S,
enBou;, uy pertencem aim caminho rmimo entrev; e vy, logo vy, vy € I*[S]. Contudo,v; &
adjacente apenas{ai, v} e vy € adjacente apenasas,v2} € comod(v,v2) = 1, enfovy, vy
devem pertencer &. Desta forma, cada combiriagdeS, neste caso, deve conter 3 vértices de
V(K,)UV(K,), o que implica que pelo menos algui@rticeu; € V(K,), para3 < i < n, bem
comoseu \ertice correspondente € V(K ,,) ndo estaio ems, jaque|V(K,)| = |V (K,)| = n.

Até aqui conclimosque, s¢.S| < n — 1, enfio algum pai;, u; ndo deve estar erfi. Se
U1, Up ¢ S OUusg, Us ¢ S ouuq,ur, ug, U ¢ S, enﬁom,m ¢ S, para3d <i <n.

Agora, resta mostrajue, seu;,u; ¢ S, enfou;, u; ¢ H[S], para3 < i < n.

Suponha quey;,u; ¢ S, para3 < i < n. Como adistincia entre cada par dénices
uj, u, € V(K,) €igual al, eniou; nao pertence a nenhum caminh@imo entreu; e u,. Como
a disincia entre cada par dénicesu;, u;, < V(K,) & no maximo 3, enfio u; ndo pertence a
nenhum caminho mimo entrew; ey, ja que qualquer caminhoimmo entreu; e, que congém
u; tem disncia maior ques. Enfo, comou; ¢ S, eniowu; ¢ H[S], e comou; ¢ S, enfio
u; ¢ HI[S]. Logo,u;,w; ¢ HI[S]. Portanto, toda combindo S, de no naximon — 1 quaisquer
vértices d&/ (GG), naoé um conjunto envalrio deGG. Consequentemente(GG) > n.

Para o limitesuperior, consider8 = {u,us, ..., u,}. Temos quei(u;,us) = 3, logo
u,uz, 01,02 € I[S]. Comod(uy, 1) = 2 ed(uz,v2) = 2, enBovy, vy € I%[S]. Temos tambm
que todou;, para3 < i < n, esh em um caminho mimo entreuy, u;, logowu; € I%[S]. Como
V(GG) = I*[S] = H|[S], enfio S & um conjunto envofirio de GG de cardinalidade. Portanto,
h(GG) = n, o que finaliza a prova. O

A Figura 3 mostra a constrég de umprisma complementar de um grafo coneXdal
gueG tamkemeé conexoOs \értices de cor preta representam um conjunto ebrioltleGG.

Ql

G

Uy ﬂ4

us
\ us3
U
u9 HQ
VU2
U1

Ug
U1
uy
V2
U1

Figura 3:G e G conexos, conk(GG) = 6.
4. Considera@esFinais
Como uma exteré do trabalho de [Duarte, 2015], apresentamasmero envolbrio de

prismas complementares @evores e de grafos desconexos com pelo menos duas compor&ntes n
triviais. Tamkem mostramos que dimero envolbrio para prismas complementares de grafos
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e G conexos pode ser ilimitado na convexidade @diod, ao confirio da convexidadé?;. Algu-
mas sugesies de trabalho futur@e estudar olmero envolbrio para prismas complementares de
grafos gerais e determinar a complexidade do seguinte problema daadecis

Problema 4.1. Sejak um inteiro positivo. Dado um graf@, decidir se o amero envolrio h(GG)
& menor ou iguah k.

Agradecimentos
Este trabalho foi realizado com apoio da CAPES, CNPq e FAPERJ.

Referéncias
Araujo, J., Campos, V., Giroire, F., Nisse, N., Sampaio, L., e Soares, R. (2013). On the hull number
of some graph classe$heoretical Computer Science, 475:1-12.

Barbosa, R. M., Coelho, E. M. M., Dourado, M. C., Rautenbach, D., e Szwarcfiter, J. L. (2012).
On the caratbodory number for the convexity of paths of order thi @AM Journal on Discrete
Mathematics, 26(3):929-939.

Bollobas, B. (2006)The art of mathematics: Coffee time in Memphis. Cambridge University Press.

Cagaanan, G. B. e Canoy, S. R. (2004). On the hull sets and hull number of the cartesian product
of graphs.Discrete Mathematics, 287(1):141-144.

Centeno, C. C., Dourado, M. C., Penso, L. D., Rautenbach, D., e Szwarcfiter, J. L. (2011). Irrever-
sible conversion of graph§heoretical Computer Science, 412(29):3693-3700.

Centeno, C. C. (20127 Convexidade P3 para Grafo&a Direcionados. PhD thesis, Universidade
Federal do Rio de Janeiro.

Coelho, E. M. M., Dourado, M. C., Rautenbach, D., e Szwarcfiter, J. L. (2014). The @adatly
number of the p3 convexity of chordal graphBiscrete Applied Mathematics, 172:104 — 108.
ISSN 0166-218X.

Coelho, E. M. M., Dourado, M. C., e Sampaio, R. M. (2015). Inapproximability results for graph
convexity parameterslheoretical Computer Science, 600:49 — 58. ISSN 0304-3975.

Domingos, P. e Richardson, M. (2001). Mining the network value of customeRrolreedings of
the seventh ACM SIGKDD international conference on Knowledge discovery and data mining,
p. 57-66. ACM.

Dourado, M. C., Gimbel, J. G., KratochyJ., Protti, F., e Szwarcfiter, J. L. (2009). On the compu-
tation of the hull number of a grapRiscrete Mathematics, 309(18):5668-5674.

Dourado, M. C., Protti, F., e Szwarcfiter, J. L. (2010). Complexity results related to monophonic
convexity. Discrete Applied Mathematics, 158(12):1268-1274.

Dourado, M. C., Rautenbach, D., Dos Santos, V. F.a8ahP. M., e Szwarcfiter, J. L. (2013). On
the caratkodory number of interval and graph convexiti#georetical Computer Science, 510:
127-135.

Dreyer, P. A. e Roberts, F. S. (2009). Irreversible k-threshold processes: Graph-theoretical threshold
models of the spread of disease and of opini@iscrete Applied Mathematics, 157(7):1615—
1627.

Duarte, M. A. (2015).Sobre convexidade em prismas complementares. PhD thesis, Universidade
Federal de Gais.

3150



> Anais do XLVIll SBPO

Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional
XLVl | | SBPO Vitéria, ES, 27 a 30 de setembro de 2016.

Duarte, M. A., Penso, L., Rautenbach, D., e dos Santos Souza, U. (2015). Commlegiyties of
complementary prismslournal of Combinatorial Optimization, p. 1-8.

Duchet, P. (1988). Convex sets in graphs, ii. minimal path convedityirnal of Combinatorial
Theory, Series B, 44(3):307-316.

Erdos, P., Fried, E., Hajnal, A., e Milner, E. (1972). Some remarks on simple tournamdgebra
Universalis, 2(1):238-245.

Everett, M. G. e Seidman, S. B. (1985). The hull number of a gr@ygcrete Mathematics, 57(3):
217-223.

Hammack, R., Imrich, W., e Klaar, S. (2011)Handbook of product graphs. CRC press.

Harary, F., Nieminen, J., et al. (1981). Convexity in grapbmurnal of Differential Geometry, 16
(2):185-190.

Haynes, T. W., Henning, M. A., Slater, P. J., e van der Merwe, L. C. (2007). The complementary
product of two graphsBulletin of the Institute of Combinatorics and its Applicatipb$:21-30.

Hernando, C., Jiang, T., Mora, M., Pelayo, |. M., e Seara, C. (2005). On the steiner, geodetic and
hull numbers of graphDiscrete Mathematics, 293(1):139-154.

Moon, J. (1972). Embedding tournaments in simple tournamebDiscrete Mathematics, 2(4):
389-395.

Peleg, D. (2002). Local majorities, coalitions and monopolies in graphs: a revibeoretical
Computer Science, 282(2):231-257.

Penso, L. D., Protti, F., Rautenbach, D., e dos Santos Souza, U. (2015). Complexity analysis of
p3-convexity problems on bounded-degree and planar graphsoretical Computer Science,
607:83-95.

Varlet, J. C. (1976). Convexity in tournamentBull. Societe Royale des Sciences de Liege, 45:
570-586.

3151



