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RESUMO
Na convexidade geodética, um conjunto de v́erticesS de um grafoG éconvexose todos

os v́ertices de todo caminho mı́nimo entre dois v́ertices deS pertencem aS. O fecho convexoH[S]
deS é o menor conjunto convexo contendoS. SeH[S] = V (G), ent̃aoS é umconjunto envolt́orio
deG. A cardinalidadeh(G) de um conjunto envoltório ḿınimo emG é onúmero envolt́orio deG.
O prisma complementarGG deG é o grafo da unĩao disjuntadeG ∪ G, adicionando arestas para
um emparelhamento perfeitoentre os v́ertices correspondentes deG eG. Motivados pelo trabalho
de [Duarte, 2015],apresentamos o número envolt́orio de prismas complementares deárvores e de
grafos desconexos com pelo menos duas componentes não triviais. Tamb́em mostramos que o
número envolt́orio em prismas complementares pode ser ilimitado na convexidade geodética, ao
contŕario da convexidadeP3.

PALAVRAS CHAVE. Convexidade geod́etica, Número envoltório, Prismas complementares.

Área principal: Teoria dos Grafos.

ABSTRACT
In the geodetic convexity, a set of verticesS of a graphG is convexif all vertices

belonging to any shortest path between two vertices ofS lie in S. Theconvex hullH[S] of S is the
smallest convex set containingS. If H[S] = V (G), thenS is ahull set. The cardinalityh(G) of a
minimum hull set ofG is thehull numberof G. The complementary prismGG of a graphG arises
from the disjointunion of the graphG ∪G by adding the edges of a perfect matching between the
corresponding verticesof G andG. Motivated by the work of [Duarte, 2015], we present the hull
number of complementaryprisms of trees and of disconnected graphs with at least two nontrivial
components. We also show that the hull number on complementary prisms is unlimited in the
geodetic convexity, unlike theP3-convexity.

KEYWORDS. Geodetic convexity, Hull number, Complementary Prisms.

Main area: Graph Theory.
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1. Introdução
O estudo deconvexidade em grafos iniciou-se na década de 70, com os trabalhos de

[Moon, 1972; Erd̈os et al., 1972; Varlet, 1976]. Desde então, este t́opico recebeu ampla atenção
por encontrar aplicações em diversos contextos, notadamente nos que envolvem algum tipo de
propagaç̃ao entre as entidades, tais como estratégias de marketing, [Domingos e Richardson, 2001],
divulgaç̃ao de opinĩao, [Dreyer e Roberts, 2009], contaminação, [Bollob́as, 2006] e computação
distribúıda, [Peleg, 2002].

Consideramos aqui grafos simples, não-direcionados e finitos. Dado um grafoG, um
conjuntoC de subconjuntos deV (G) é umaconvexidadesobreV (G) se∅, V (G) ∈ C eC é fechado
sobre interseç̃oes. Os elementos deC são chamadosconjuntos convexos. Ofecho convexode algum
conjuntoS, com relaç̃aoà alguma convexidadeC, é o menor conjunto convexoHC [S] ∈ C contendo
S.

As convexidades mais usuais são definidas atrav́es de um conjuntoP de caminhos em
grafos. Neste caso, um subconjuntoC ⊆ V (G) é convexo precisamente quandoC cont́em todos
os v́ertices pertencentes aos caminhos deP cujos v́ertices extremos estão tamb́em emC. Quando
P é o conjunto de todos os caminhos mı́nimos emG ent̃aoC é aconvexidade geodética, [Dourado
et al., 2009, 2013; Everett e Seidman, 1985; Harary et al., 1981]. QuandoP é a coleç̃ao de todos
os caminhos induzidos deG, ent̃aoC é aconvexidade monofônica, [Dourado et al., 2010; Duchet,
1988]. QuandoP é o conjunto de todos os caminhos de comprimento dois entre dois vértices, ent̃ao
C é aconvexidadeP3, [Barbosa et al., 2012; Centeno et al., 2011; Coelho et al., 2014, 2015; Duarte
et al., 2015; Penso et al., 2015].

Nosso trabalho terá seu enfoque considerandoC a convexidade geodética. Dado um grafo
G, o intervalo fechadoentre dois v́erticesu, v ∈ V (G) é o conjuntoI[u, v] de todos os v́ertices
pertencentes a todo caminho mı́nimo entreu e v. SeS ⊆ V (G), ent̃ao I[S] é a unĩao de todos
I[u, v] parau, v ∈ S. Dizemos queS ⊆ V (G) é umconjunto convexo, seI[S] = S.

Para um conjuntoS de v́ertices em um grafoG, sejaI0[S] = S, I1[S] = I[S] e Ik[S] =
I[Ik−1[S]] parak ≥ 2. A partir de algum termop, a seqûencia seŕa constante, quandoIp[S] =
Ip+1[S] obt́em-se ofecho convexodeS denotado porHC [S]. Como trabalharemos apenas com
a convexidade geodéticaC, omitiremos o subscritoC da notaç̃ao. SeH[S] = V (G), ent̃aoS é
chamadoconjunto envolt́orio deG. A cardinalidadeh(G) do menor conjunto envoltório deG é o
número envolt́orio deG.

Os prismas complementares foram introduzidos por [Haynes et al., 2007], como uma
variaç̃ao do conhecido prisma de um grafo, [Hammack et al., 2011]. Para um grafoG com conjunto
de v́erticesV (G) = {v1, . . . , vn} e conjunto de arestasE(G), o prisma complementarGG deG é
o grafo comconjunto de v́erticesV (GG) = {v1, . . . , vn} ∪ {v1, . . . , vn} e conjunto de arestas

E(GG) = E(G) ∪ {vivj : 1 ≤ i < j ≤ n evivj /∈ E(G)} ∪ {v1v1, . . . , vnvn}.

SendoG um grafo eG o seu complemento, para cada vérticev ∈ V (G) denotamos o
vérticev ∈ V (G) como o seuvértice correspondente. Em outras palavras, o prisma complementar
GG deG é o grafo formado a partir da união disjuntadeG e seu complementoG, adicionando as
arestas para umemparelhamento perfeito entre os vértices correspondentes deG eG.

[Everett eSeidman, 1985] introduziram o conceito de número envolt́orio, caracterizando
grafos com valores particulares deh(G) e tamb́em mostrando limites inferiores e superiores para
h(G). [Cagaanan e Canoy, 2004] demonstraram o número envolt́orio do produto Cartesiano de dois
grafos conexos. [Hernando et al., 2005] mostraram o número envolt́orio de caminhos, ciclos, grafos
completos,́arvores, rodas, bipartidos completos e hipercubos. [Dourado et al., 2009] apresentaram
algoritmos de tempo polinomial para computarh(G) quandoG é um grafo de intervalo unitário, um
cografo ou um grafo split. [Duarte, 2015] estudou o número envolt́orio em prismas complementares
de classes elementares de grafos, em especial, os completos, caminhos e ciclos. Se tratando de
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complexidade, [Dourado et al., 2009] mostraram que, dado um grafoG e um inteirok, é NP-
completodecidir seh(G) ≤ k, e [Araujo et al., 2013] mostraram que o mesmo problemaé NP-
completo ainda restrito aos grafos bipartidos.

Vale ressaltar que os estudos de número envolt́orio tamb́em foram extendidos para ou-
tras convexidades, como por exemplo a convexidadeP3. [Centeno, 2012] determinou o número
envolt́orio P3 para os caminhos, ciclos, grafos completos e cografos, apresentou um algoritmo de
tempo polinomial para computar o número envolt́orio P3 de árvores e demonstrou que, dado um
grafoG e um inteirok, é NP-completo decidir se o número envolt́orio P3 deG é menor ou igual
a k. [Duarte et al., 2015] também consideraram prismas complementaresGG na convexidadeP3,
mostrando resultados sobreo número envolt́orio P3 quandoG é desconexo, quandoG e G são
ambos conexose quandoG é umaárvore.

A motivaç̃ao do nosso trabalho parte das questões deixadas em aberto por [Duarte, 2015],
que se referem ao estudo do número envolt́orio geod́etico dos prismas complementaresGG para
G em outras classesde grafos. Mostramos resultados sobre o número envolt́orio em prismas com-
plementaresGG quandoG é umaárvoree G é desconexo com pelo menos duas componentes
não triviais. Tamb́em demonstramos que, diferentemente da convexidadeP3 em que o ńumero en-
voltório para prismas complementares de grafos conexosé limitado a5, [Duarte et al., 2015], na
convexidade geod́etica, o ńumero envolt́orio para prismas complementares de grafosG eG ambos
conexos podeser ilimitado. Na Seç̃ao 2, alguns conceitos básicos de grafos são revistos. A Seç̃ao 3
cont́em nossos resultados e a Seção 4 cont́em algumas sugestões de trabalhos futuros.

2. Conceitos Fundamentais

Esta seç̃ao cont́em mais algumas definições e terminologias fundamentais utilizadas ao
longo do artigo.

Dado um grafoG, a distânciadG(u, v) = d(u, v) entre dois v́erticesu, v ∈ V (G) é o
comprimento de um caminho mı́nimo entreu ev emG. Quando ñao existir um caminho,d(u, v) é
considerada infinita. Avizinhança abertade um v́erticev, denotada porNG(v), ou simplesmente
por N(v) caso ñao haja ambiguidade,́e o conjunto de todos os vértices adjacentes av no grafo
G. A vizinhança de um conjuntoU de v́ertices no grafoG, denotada porNG(U), é o conjunto de
vértices deG adjacentes a algum vértice deU .

Uma clique é um subconjunto de vértices de um grafoG, tal que cada dois v́ertices do
subconjunto s̃ao adjacentes. Um vértice v de um grafoG é simplicial se o grafo induzido por
N(v) ∪ {v} for uma clique.

Um grafo conexo sem ciclośe chamado déarvore. Os v́ertices de grau um de uma
árvore s̃ao denominadosfolhas. Umgrafo estrelaSn é o grafo com conjunto de vérticesV (Sn) =
{u0, u1, u2, . . . , un} e conjunto de arestasE(Sn) = {u0ui : 1 ≤ i ≤ n}. Um grafo estrelaSn é
um tipo especial déarvore, no qual todas asn folhas s̃ao adjacentes ao mesmo vértice.

Considere uma propriedadeP e sejaS um conjunto de v́ertices de um grafoG que tenha
a propriedadeP . O conjuntoS é maximalcom relaç̃ao à propriedadeP se ñao existir um outro
subconjunto de v́erticesS′ deG com a propriedadeP , tal queS ⊂ S′.

Um grafoG é conexose para todo par de vértices,u, v ∈ V (G) existir um caminho
entreu ev, edesconexocaso contŕario. Ascomponentes, oucomponentes conexas, de um grafoG
desconexo s̃ao seus subgrafos conexos maximais.

SejaG um grafo desconexo eGi uma componente conexa deG. Dizemos queGi é uma
componente ñao trivial, se|V (Gi)| ≥ 2.

SejaG um grafo eS um conjunto de v́ertices deV (G). Se um v́erticev não pertence a
S, masv pertence aH[S], dizemos queS contaminav, ou quev écontaminadoporS.

Dados dois v́erticesu, v ∈ V (G), dizemos quev é alcanḉavela partir deu, se existe um
caminhoP deu a v emG. SejaP = u0u1 . . . uk um caminho em um grafoG. Para cada v́ertice
ui, parai ≥ 1, chamamos deantecessordeui o vérticeui−1 no caminhoP .
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3. Resultados
Nesta seç̃aoapresentamos nossos resultados. Para o prisma complementar de quaisquer

árvores encontramos o resultado que segue no Teorema 3.1. Antes de prová-lo, enunciaremos o
Lema 3.1 de [Everett e Seidman, 1985], que será utilizado nesta prova.

Lema 3.1 ([Everett e Seidman, 1985]).Para qualquer conjunto envoltório S de um grafoG, S
cont́em todos v́ertices simpliciais deG.

Teorema 3.1.SejaT umaárvore. Ent̃ao:

h(TT ) =

{

n+ 1, se T = Sn,

2, caso contŕario.

Demonstraç̃ao. Consideraremos os dois casos: seT é uma estrela e seT nãoé uma estrela.
Primeiramente, seT é uma estrela, considereV (T ) = {u0, u1, u2, . . . , un} e u0ui ∈

E(T ) para todo1 ≤ i ≤ n. Um grafo estrela pode ser visto na Figura 1(a). A fim de uma
contradiç̃ao, suponha que exista um subconjuntoS de v́ertices deTT tal que|S| ≤ n. Analisaremos
oscasosS ⊆ V (T ), S ⊆ V (T ) eS ⊆ V (TT ).

Suponha queS ⊆ V (T ) tal que|S| ≤ n. Dado queu0 é um v́ertice simplicial, ecomo
u0 /∈ S, ent̃ao, pelo Lema3.1,u0 /∈ H[S]. Assim,S nãoé um conjuntoenvolt́orio deTT .

Suponha queS ⊆ V (T ). Seu0 /∈ S, pelo Lema 3.1, entãoS nãoé um conjuntoenvolt́orio
de TT , uma vez queu0 é um v́ertice simplicial. Ent̃ao, sem perda de generalidade, sejaS =
{u0} ∪ {u1, u2, . . . , un−1}. Comod(u0, ui) = 3, para todo1 ≤ i ≤ n − 1, eu0, ui pertencem a
um caminho ḿınimo entreu0 eui, ent̃aou0, ui ∈ I[S], para1 ≤ i ≤ n− 1. Comod(ui, uj) = 1,
para todoi, j ∈ {1, . . . , n− 1} comi 6= j, ed(u0, ui) = 2 para todo1 ≤ i ≤ n− 1, temos queun
eun não pertencem a nenhum caminho mı́nimo entre doisvértices deI[S] = I2[S], logoS nãoé
um conjunto envolt́orio deTT .

SejaS ⊆ V (TT ). Seu0 /∈ S, pelo Lema 3.1, entãoS não é um conjuntoenvolt́orio de
TT , uma vez queu0 é um v́ertice simplicial. Ent̃ao,considere queu0 ∈ S. Para toda combinação
den− 1 vértices deV (TT ), temos queui, ui /∈ S, para algum1 ≤ i ≤ n. Dessa forma,temos que
verificar seui, ui ∈ H[S].

Para queui pertença aH[S], ui deve pertencer ao caminho mı́nimo entre dois v́ertices
que est̃ao emIα[S]. Comoui é adjacente aui, ui deve pertencer aIα[S]. Masui pertence a um
subgrafo completo deT , assimui /∈ Iα[S], logoui /∈ H[S].

Para queui pertença aH[S], ui deve pertencer a algum caminho mı́nimo entre dois
vérticesque est̃ao emIα[S]. Comoui pertence a um subgrafo completo deT , ent̃aoui não pertence
a um caminhomı́nimo entre dois v́ertices deV (T ). Comoui é adjacente aui, ui devepertencer a
Iα[S]. Masui /∈ H[S], seui /∈ Iα[S], logoui /∈ H[S].

Por conseguinte,se ambosui, ui /∈ S, ent̃aoui, ui /∈ H[S], logoS não é um conjunto
envoltório deTT , o que implica em uma contradição, portantoh(TT ) ≥ n.

Para o limitesuperior, considereS = {u0, u1, u2, . . . , un}. Comod(u0, ui) = 3, para
todo1 ≤ i ≤ n, eu0, ui pertencema um caminho ḿınimo entreu0, ui, ent̃aou0, ui ∈ I[S]. Assim,
V (TT ) = I[S] = H[S], portantoS é um conjunto envolt́orio deTT como |S| = n + 1. Logo
h(TT ) = n+ 1, quandoT é umaestrela.

Como [Duarte, 2015] mostrou queh(PnPn) = 2, paran 6= 3 eP3 é umaestrela, vamos
supor que|V (T )| ≥ 5.

SejaT 6= Pn. ComoT nãoé uma estrela e|V (T )| ≥ 5, ent̃ao existem v́erticesu, v ∈ T
tal quedT (u, v) ≥ 3. ConsidereS = {u, v} tal queu, v ∈ V (T ) e a dist̂ancia entreu e v emT
é igual a3, veja na Figura 1(b). Visto quedT (u, v) = 3, existem v́erticesx, y ∈ V (T ) tal quex
e y est̃ao em um caminho ḿınimo entreu e v, P1 : u, x, y, v. Os v́erticesu, v ∈ V (T ) tamb́em
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est̃ao em um caminho ḿınimo entreu e v, P2 : u, u, v, v, logo I[S] ⊇ {u, v, x, y, u, v}. Como
d(x, v) = 2 ed(y, u) = 2, temos queI2[S] ⊇ {u, v, x, y, u, v, x, y}.

Comoux ∈ E(T ), ent̃ao ux /∈ E(T ), logo d(u, x) ≥ 2. SejaW = {w ∈ V (T ) :
w /∈ N({u, x}) \ {v, y}} eW = {w ∈ V (T ) : w é correspondente aw ∈ W}. Para todo v́ertice
w ∈ W , temos que todow ∈ W é adjacente au e x, assimw est́a em um caminho ḿınimo
entreu e x, logo W ⊆ I3[S]. Comoyv ∈ E(T ), ent̃ao yv /∈ E(T ), logo d(y, v) ≥ 2. Seja
Z = {z ∈ V (T ) : z ∈ N({u, x}) \ {v, y}} eZ = {z ∈ V (T ) : z é correspondente az ∈ Z}. Para
todo v́erticez ∈ Z, temos quez não é adjacente nem ay nem av, logo todoz ∈ Z é adjacente
a y e av e assimz est́a em um caminho ḿınimo entrey e v o que implica queZ ⊆ I3[S]. Logo
V (T ) ⊆ H[S].

ComoT é um grafoconexo, ent̃ao cada v́erticet ∈ V (T )\{u, x, y, v} é alcanḉavel a partir
de{u, x, y, v} ∈ I[S] e comoV (T ) ⊆ I3[S], ent̃aot ∈ Iα[S] para4 ≤ α ≤ h, emqueh é a altura
da árvore de busca em largura deT iniciando de{u, x, y, v}. ComoH[S] = Iα[S] = V (TT ),
ent̃aoS é um conjuntoenvolt́orio deTT , portantoh(TT ) = 2.

A Figura 1(a) cont́em um prismaSnSn e a Figura 1(b) contém um prismaTT com
T 6= Sn. Os v́erticesde cor preta representam um conjunto envoltório deSnSn e deTT , res-
pectivamente.

Sn Sn

u0 u0

u1 u1

u2 u2

un un

...

(a) Um prismacomplementar de uma estrelaSn.

T T

u u

x
x

y
y

v
v

z

z

z

z

w w

(b) Um prismacomplementar de umáarvoreT .

Figura 1:Árvores dos casos do Teorema 3.1.

Demonstramos no Teorema 3.2 que, para o prisma complementar de um grafoG desco-
nexo com pelo menos duas componentes conexas não triviais, o ńumero envolt́orio est́a relacionado
à quantidade de componentes conexas que o grafoG possui.

Teorema 3.2. SejaG um grafo desconexo. SeG possuik ≥ 2 componentes conexas, sendo pelo
menos duas delas não triviais, ent̃aoh(GG) = k + 1.

Demonstrac¸ão. SejaG um grafo comV (G) = {u1, . . . , un}. Suponha queG seja desconexo
com k ≥ 2 componentes conexas, sendo pelo menos duas não triviais. SejamG1, . . . , Gk as
componentes conexas deG. SejamG1, . . . , Gk os subgrafos induzidos pelos vérticesui ∈ V (G)
correspondentes aos vérticesui decada componente conexa deG.

Dado queG é desconexo, cada componenteGi, 1 ≤ i ≤ k, não é contaminada por
vértices das outras componentesGj , 1 ≤ j ≤ k, i 6= j. Como todo v́ertice deGi, 1 ≤ i ≤ k,
é adjacente atodo vértice deGj , 1 ≤ j ≤ k, parai 6= j, ent̃ao a dist̂ancia entre quaisquer dois
vértices deG é no ḿaximo2. Assim,cada componenteGi, 1 ≤ i ≤ k, nãoé contaminada somente
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por vértices deG, o que implica queh(GG) ≥ k. Como um v́erticevi de cada componenteGi,
1 ≤ i ≤ k, contamina apenas os vértices correspondentesvi emGi, ent̃aoh(GG) ≥ k + 1.

Considere queG possui pelomenos duas componentes conexas não triviais,Gi e Gi′ .
Sejamu1 eu2 dois v́ertices deGi tais queu1u2 ∈ E(G). SejaS o conjunto de v́ertices que contém
{u1, u2} e um v́erticeu de cada componenteGj com1 ≤ j ≤ k e j 6= i, ondej inclui i′.

Comod(u1, u2) = 2, u1u2u2 é um caminho ḿınimo entreu1 e u2, ent̃ao u2 ∈ I[S].
Tamb́em temosqueu1u1uu é um caminho ḿınimo entreu1 e u para todou ∈ S de cadaGj ,
1 ≤ j ≤ k comj 6= i, logou1, u ∈ I[S].

Como u1u2 ∈ E(G), ent̃ao u1u2 /∈ E(G). ComoG possui componentes conexas
G1, . . . , Gk, ent̃ao cada v́ertice de cada subgrafo induzidoGj deG, para1 ≤ j ≤ k, é adjacente a
todovértice de todo subgrafo induzidoGj′ deG, para1 ≤ j′ ≤ k, j 6= j′. Comou1u2 /∈ E(G),
ent̃ao d(u1, u2) = 2, logo todo v́erticex emGj , 1 ≤ j ≤ k com j 6= i, est́a emum caminho
mı́nimo entreu1 eu2, assimI2[S] cont́em todo v́erticedeGj , 1 ≤ j ≤ k, j 6= i.

Já queGi′ é uma componenteconexa ñao trivial deG, ent̃ao existem pelo menos dois
vértices,u3 eu4, que s̃ao adjacentes emGi′ . Temos queu3, u4 ∈ I2[S], já que todovértice de toda
Gj , 1 ≤ j ≤ k, j 6= i, est́a emI2[S]. Comou3, u4 ∈ I2[S] e d(u3, u4) = 2, ent̃ao todo v́ertice
w ∈ Gi est́a em um caminho ḿınimo entreu3 eu4, logoI3[S] cont́em todo v́erticew ∈ Gi. Desta
formaI3[S] cont́emV (G).

Resta mostrar queV (G) ⊆ H[S]. Considere agora, cada componente conexaGi, para
1 ≤ i ≤ k, em quei inclui {i′, j}. Como a componenteGi é conexa, então existe um caminho
entre cada par de vértices deGi. Como existe pelo menos um vérticeu contaminado em cadaGi,
ent̃ao todo v́erticeul ∈ Gi est́a em um caminho ḿınimo entreul e u, ou entreul e seu anteces-
sor previamentecontaminado, o que implica queul ∈ H[S]. Desta formaV (G) ⊆ H[S], logo
V (GG) = H[S]. Portanto,S é umconjunto envolt́orio deGG e temos queh(GG) = k + 1.

Ilustrando o Teorema 3.2 temos a Figura 2, na qual os cı́rculos representam ascomponen-
tes conexasGi, os ćırculos tracejados representam os subgrafosGi e as linhas tracejadas represen-
tam o conjuntodas arestas que ligam cada vértice deGi a cada v́ertice deGj . Os v́ertices de cor
pretarepresentam um conjunto envoltório deGG.

...

...

...

...

... ...

...

G G

u1 u1
u2

u2

u4 u4

Gi Gi

Gi′ Gi′u3
u3

Gj
Gju u

Figura 2:G desconexocomk ≥ 2 componentes conexas não triviais.
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Diferentemente da convexidadeP3 em que onúmero envolt́orio para prismas comple-
mentares de grafos conexosé limitado a5, [Duarte et al., 2015], verificamos que na convexidade
geod́etica, o ńumero envolt́orio para prismas complementares de grafosG eG ambos conexos pode
ser ilimitado, comodemonstrado no Teorema 3.3 a seguir.

Teorema 3.3.Para todo inteiron ≥ 2, existem grafos conexosG eG comh(GG) = n.

Demonstraç̃ao. Suponhaquen = 2. Considere os grafos conexosG eG comoP4 eP 4, respecti-
vamente. [Duarte,2015] mostrou queh(P4P 4) = 2. Portanto, paran = 2 existemgrafos conexos
G eG tal queh(GG) = n.

Suponha quen > 2. SejaKn um grafo completo comV (Kn) = {u1, u2, ..., un}. Con-
sidereG = (V,E) um grafo conexo em queV (G) = V (Kn) ∪ {v1, v2} e E(G) = E(Kn) ∪
{u1v1, u2v2}, veja essa construção na Figura 3.

Como limite inferior, queremos provar queh(GG) ≥ n. Mostraremos então que, para
todoS ⊆ V (GG) com|S| ≤ n−1,S nãoéum conjunto envolt́orio deGG. Para isso, verificaremos
que, se existem dois v́erticesui, ui ∈ V (GG) que ñao pertencem aS, paraalgum3 ≤ i ≤ n, estes
mesmos v́ertices,ui, ui não pertencerão aH[S].

SejaS ⊆ V (GG) tal que |S| ≤ n − 1. Para toda combinação den − 1 vértices de
V (GG), temos que, pelo menos algum vérticeui e seu v́erticecorrespondenteui, para1 ≤ i ≤ n,
não estar̃ao emS, já que|V (Kn)| = |V (Kn)| = n. Consideraremos algumas observações.

Observaç̃ao 1Seu1, u1 /∈ S, ent̃ao existemvérticesui, ui ∈ V (GG) que ñao pertencem aS, para
2 ≤ i ≤ n.
Suponha queu1, u1 /∈ S. Para toda combinaçãoS de at́en− 1 vértices deV (GG) ondeu1, u1 não
pertençamaS, temos queu1, u1 não pertencem, ou pertencem aH[S]. Seu1, u1 não pertencem a
H[S], de imediatoS não é um conjunto envolt́orio deV (GG). Poŕem, casou1 pertença aH[S],
temos queu1 pertence a um caminho mı́nimo entre dois outros vértices que estão emS ou em
Iα[S]. Uma vez que a distância entre cada par de vérticesuj , uk ∈ V (Kn) é igual a1, ent̃aou1
depende deu1 para entrar emH[S].

Para queu1 pertença aH[S], u1 deve pertencer a um caminho mı́nimo entre doisoutros
vértices que estão emS ou emIα−1[S]. Comou1 é adjacente apenas a{u1, v2}, ent̃ao para queu1
pertençaa Iα[S], é necesśario queu1 esteja primeiro emIα−1[S] ou queu1 eu1 entrem juntos em
Iα[S]. Logo, seu1 nãopertence aH[S], ent̃aou1 tamb́em ñao pertenceaH[S].

Dado queu1 /∈ S, e como a dist̂ancia entrev2 a qualquer vizinho deu1 é igual a2, ent̃ao
u1 pertence a um caminho mı́nimo entrev1 e algumuj , para2 ≤ j ≤ n, ou entrev1 e v2. Desta
forma, seu1 pertence aH[S], ent̃ao ao menosv1 ∈ Iα[S]. Mas, comov1 é adjacente apenas a
u1, v1, e a dist̂ancia entrev1 e qualquer outro v́ertice deV (GG) é no ḿaximo 2, ent̃ao v1 deve
pertencer aS. Desta maneira,S cont́em no ḿaximon−2 vértices deV (Kn)∪V (Kn). Ent̃ao pelo
menos algumvérticeui, para2 ≤ i ≤ n, e tamb́em seu v́ertice correspondenteui não estar̃ao em
S, já que|V (Kn)| = |V (Kn)| = n.

Observaç̃ao 2Seu2, u2 /∈ S, ent̃ao existemvérticesui, ui que ñao pertencem aS, para 1 ≤ i ≤ n,
ondei 6= 2.
O mesmo argumento da Observação 1 pode ser aplicado para mostrar que a Observação 2é válida.

A partir dos argumentos das Observações 1 e 2 constatamos que, seu1, u1 (u2, u2) não
pertencem aS, é posśıvel queu1, u1 (u2, u2) pertençam aH[S]. Se issoocorre, outros v́ertices
ui, ui, para algum2 ≤ i ≤ n, (1 ≤ i ≤ n, ondei 6= 2) não devem pertencer aS.

Observaç̃ao 3 Se os v́erticesu1, u2, u1, u2 não pertencem aS, ent̃ao existem v́erticesui, ui que
não pertencema S, para3 ≤ i ≤ n.
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Considere queu1, u1, u2, u2 /∈ S. Temos queu1, u2 e seuscorrespondentesu1, u2 podem ñao
pertencer, oupertencer aH[S]. Se esses quatro vértices ñao pertencem aH[S], de imediatoS não
é um conjunto envoltório deV (GG). Poŕem, seu1, u2 pertencemaH[S], como a dist̂ancia entre
cada par de v́erticesuj , uk ∈ V (Kn) é igual a1, ent̃aou1 não pertence a nenhum caminho mı́nimo
entreuj e uk, e o mesmo ocorre comu2. Deste modo, temos que ambosu1, u2 pertencem ao
mesmo caminho ḿınimo entre dois outros vértices que estão emS ou emIα[S]. Comou1, u2 /∈ S,
ent̃aou1, u2 pertencem aum caminho ḿınimo entrev1 e v2, logo v1, v2 ∈ Iα[S]. Contudo,v1 é
adjacente apenas a{u1, v1} e v2 é adjacente apenas a{u2, v2} e comod(v1, v2) = 1, ent̃aov1, v2
devem pertencer aS. Desta forma, cada combinação deS, neste caso, deve contern−3 vértices de
V (Kn) ∪ V (Kn), o que implica que pelo menos algum vérticeui ∈ V (Kn), para3 ≤ i ≤ n, bem
comoseu v́ertice correspondenteui ∈ V (Kn) não estar̃ao emS, já que|V (Kn)| = |V (Kn)| = n.

Até aqui conclúımosque, se|S| ≤ n− 1, ent̃ao algum parui, ui não deve estar emS. Se
u1, u1 /∈ S ouu2, u2 /∈ S ouu1, u1, u2, u2 /∈ S, ent̃aoui, ui /∈ S, para3 ≤ i ≤ n.

Agora, resta mostrarque, seui, ui /∈ S, ent̃aoui, ui /∈ H[S], para3 ≤ i ≤ n.
Suponha queui, ui /∈ S, para3 ≤ i ≤ n. Como adist̂ancia entre cada par de vértices

uj , uk ∈ V (Kn) é igual a1, ent̃aoui não pertence a nenhum caminho mı́nimo entreuj euk. Como
a dist̂ancia entre cada par de vérticesuj , uk ∈ V (Kn) é no ḿaximo 3, ent̃ao ui não pertence a
nenhum caminho ḿınimoentreuj euk, já que qualquer caminho mı́nimo entreuj euk que cont́em
ui tem dist̂ancia maior que3. Ent̃ao, comoui /∈ S, ent̃ao ui /∈ H[S], e comoui /∈ S, ent̃ao
ui /∈ H[S]. Logo,ui, ui /∈ H[S]. Portanto, toda combinac¸ãoS, de no ḿaximon − 1 quaisquer
vértices deV (GG), nãoé um conjunto envoltório deGG. Consequentemente,h(GG) ≥ n.

Para o limitesuperior, considereS = {u1, u2, ..., un}. Temos qued(u1, u2) = 3, logo
u1, u2, v1, v2 ∈ I[S]. Comod(u1, v1) = 2 e d(u2, v2) = 2, ent̃aov1, v2 ∈ I2[S]. Temos tamb́em
que todoui, para3 ≤ i ≤ n, est́a em um caminho ḿınimo entreu1, ui, logoui ∈ I2[S]. Como
V (GG) = I2[S] = H[S], ent̃aoS é um conjunto envolt́orio deGG de cardinalidaden. Portanto,
h(GG) = n, o que finaliza a prova.

A Figura 3 mostra a construção de umprisma complementar de um grafo conexoG tal
queG tamb́emé conexo.Os v́ertices de cor preta representam um conjunto envoltório deGG.

G G

u1
u1

u2 u2

u3
u3

u4 u4u5

u5

u6 u6

v1 v1

v2
v2

Figura 3:G eG conexos, comh(GG) = 6.

4. Consideraç̃oesFinais
Como uma extensão do trabalho de [Duarte, 2015], apresentamos o número envolt́orio de

prismas complementares deárvores e de grafos desconexos com pelo menos duas componentes não
triviais. Tamb́em mostramos que o número envolt́orio para prismas complementares de grafosG
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eG conexos pode ser ilimitado na convexidade geodética, ao contŕario da convexidadeP3. Algu-
mas sugestões de trabalho futuro são estudar o ńumero envolt́orio para prismas complementares de
grafos gerais e determinar a complexidade do seguinte problema de decisão:

Problema 4.1.Sejak um inteiro positivo. Dado um grafoG, decidir se o ńumero envolt́orio h(GG)
é menor ou iguala k.
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