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RESUMO

Este artigo apresenta um problema de programacio inteira biobjetivo com aplicacdes em
redes e transportes. Uma fung¢ao objetivo é do tipo totalizadora (min-soma) e a outra € do tipo gar-
galo (min-max). Um método exato baseado na técnica e-restrito € apresentado para gerar um con-
junto minimo completo de solu¢des Pareto-6timas, o qual foi implementado em linguagem C++.
Prova de otimalidade, uma aplicag@o envolvendo um problema de transporte e resultados computa-
cionais avaliando o desempenho do método através do solver CPLEX também sdo apresentados.

PALAVRAS CHAVE. Programacao Inteira Biobjetivo, Funcdao Gargalo, Solucao Pareto-
otima.

TOPICOS. ADM - Apoio a Decisdo Multicritério, PM - Programacio Matemitica, OC -
Otimizacao Combinatdria.

ABSTRACT

This paper presents a biobjective programming problem with applications in networks and
transportations. One objective function is of cost type (min-sum) and the other is of bottleneck type
(min-max). An exact algorithm is developed to generate a minimal complete set of Pareto-optimal
solutions, which it was implemented in C++. Optimality proof of the algorithm, an application
involving a transportation problem and computational experiments evaluating the performance of
the algorithm by CPLEX solver are also presented.

KEYWORDS. Biobjective Integer Programming, Bottleneck Function, Pareto-optimal
Solution.
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1 Introducao

O século 21 vive um cendrio de intensos gargalos tanto na rede de transporte, pelo cresci-
mento infrene da frota automobilistica e o ndo desenvolvimento das vias rodovidrias, como na
rede de comunicagdo, pelo desenvolvimento significativo dos equipamentos e das ferramentas de
tecnologias eletronicas. Neste sentido, o estudo e o desenvolvimento de técnicas de otimizagao,
tratando esses objetivos, se faz necessdrio.

Os problemas de fluxos em redes com multiplos objetivos representam uma classe de pro-
blemas da otimizacdo combinatdria multiobjetivo e possuem uma extensa variedade de problemas
de interesses praticos, por exemplo, em redes de comunicacio e sistemas de transporte. Para um
estudo aprofundado sobre esses problemas de fluxos em redes e problemas de otimizagdo com-
binatéria multiobjetivo veja [Ahuja et al., 1993; Ehrgott e Gandibleux, 2002; Ulungu e Teghem,
1994]. Muitos desses problemas de fluxos s@o tratados com programacio inteira multiobjetivo
(PIMO) [Klein e Hannan, 1982; Climaco et al., 1997; Alves e Costa, 2012].

A literatura traz varios métodos para determinar todas as solugdes eficientes, ou um sub-
conjunto pré-definido delas, para os problemas de PIMO, denominados de métodos geradores. A
técnica mais utilizada para achar solugdes eficientes é a escalarizacdo, empregada em quase to-
dos os métodos exatos e em muitas técnicas heuristicas, que transforma o problema de PIMO em
problemas com um tnico objetivo, os quais sdo resolvidos repetidamente. Dentre esses métodos
destacam-se o método das restrigdes (e-restrito). Ele cria um problema mono-objetivo, através
do problema original, mantendo apenas uma das funcdes objetivo e transformando as demais em
restrigdes. Veja [Ehrgott, 2006].

Em [Hansen, 1980] sao apresentados algoritmos de rotulagem, que trabalham diretamente
sobre o grafo, para diversos problemas de caminho bicritérios, dentre eles o problema com uma
funcdo objetivo totalizadora e outra gargalo. Posteriormente, [Climaco e Martins, 1982] apresen-
taram um problema genérico com duas fungdes objetivo totalizadora e um método para o problema,
que classifica os caminhos minimos, visando determinar os caminhos ndo-dominados. Dois anos
depois, [Martins, 1984] manifestou o interesse em problemas de caminho bicritérios em que uma
das fungdes € do tipo gargalo. Um algoritmo para determinar um conjunto minimo completo de
caminhos ndo-dominados € apresentado.

Problemas bicritérios em grafos generalizados, que sdo modelados com duas medidas de
desempenhos, sendo uma funcdo totalizadora e a outra uma fungdo gargalo, foi apresentado por
[Berman et al., 1990]. O artigo traz trés algoritmos com o intuito de achar todas as solucdes Pareto-
6timas, com base no método da restri¢do.

Para o problema de caminho tricritério, com uma fungo custo e duas func¢des gargalo,
[Pinto et al., 2009] apresentaram o primeiro algoritmo exato e polinomial. O método consiste
em determinar caminhos minimos em subredes, obtidas por um conjunto restrito de arestas de
acordo com limites para as funcdes gargalo. No ano seguinte, [Pinto e Pascoal, 2010] desen-
volveram um algoritmo com melhor desempenho computacional, para 0 mesmo problema. Em
2012, [Bornstein et al., 2012] generalizaram e estenderam o algoritmo anterior para problemas de
otimizag¢ao combinatdria multiobjetivo, com uma funcdo totalizadora e n fungdes gargalo.

Os algoritmos multiobjetivos, acima mencionados, sdo limitados a resolver problemas
em que os pesos, nos elementos que compdem as solugdes (por exemplo as arestas do grafo nos
problemas de caminho), sdo fixos. Isto deve ao fato de que eles trabalham com uma ordenagdo
nos pesos associados as fungdes objetivo de gargalo e, em cada iteracdo, definem e resolvem um
problema mono-objetivo incluindo ou excluindo elementos, com base em tal ordenacao.

Em diversos problemas em redes é comum ter como meta o roteamento de fluxos onde,
para cada fluxo, é destinado um caminho. Para estes casos, um objetivo classico é o balanceamento
de carga, que consiste em rotear os fluxos, minimizando o gargalo da rede. Outro objetivo comum,
em tais problemas, consiste em minimizar o nimero de saltos para o roteamento dos fluxos. Nestes
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problemas, os pesos associados aos elementos (links) passam a ser dindmicos, pois consistem dos
fluxos que serdo atribuidos aos links. Uma aplicacdo para este problema podem ser encontrado em
[Gélvez e Ruiz, 2013] ou [De Melo et al., 2014]. Esses trabalhos apresentam algoritmos heuristicos
para variantes desse problema.

Neste trabalho, um modelo de programacao inteira biobjetivo é apresentado e um método
de solugdo é proposto para resolver esse modelo de forma exata. O método proposto se baseia
na técnica e-restrito e trabalha de forma interativa, resolvendo, em cada iteracdo, um subproblema
mono-objetivo de programacao inteira. A fun¢do objetivo destes problemas mono-objetivo consiste
em minimizar o ndmero total de saltos para o roteamento dos fluxos e, por restricdes, lidamos com o
gargalo da rede, que € dado pelo valor da carga da(s) aresta(s) mais sobrecarregada(s). Esse método
obtém um conjunto minimo completo de solucdes Pareto-6timas.

Na sec¢ao seguinte é apresentado o modelo para o problema, acompanhado de defini¢cdes e
notacdes utilizadas nesse trabalho. Uma aplicacdo € exibida nessa mesma se¢do. Na terceira secao
¢ apresentado o método, juntamente com um exemplo que ilustra o seu funcionamento e provas de
otimalidade. A sec¢do 4 traz e discute os resultados computacionais. As consideracdes finais sdo
exibidas na ultima secao.

2 O Problema

Considere um conjunto de fluxos F, com |F| = r, a ser roteado em um grafo orientado
G = (V,E), onde V representa o conjunto de nés e E o conjunto de arestas, com |V|=ne |[E| = m.
Cada fluxo f € F deve ser roteado por um tnico caminho em G, indo da sua origem sy € V ao seu
destino dy € V. Para cada aresta e, € E, indode s € V parad €V, e fluxo f € F, definimos uma
varidvel bindria x ¢(s4), que ird indicar se o fluxo f vai passar (ou néo) pela aresta ey,.

Assim, o modelo de programacio inteira biobjetivo, que formulamos para o problema, de
rotear os r fluxos, minimizando o gargalo da rede e o nimero total de saltos, segue-se abaixo.

(P) minimizar max Z Xf(sd) (1)
feF
minimizar Z Z Xf(sd) ()
feFeycE
sujeito a:
Y X = X X =1 VfEF (3)
esfd €E esd/ eE
Z xf(sd)— Z xf(ds) :0, VSEV—{df,Sf},VfEF (4)
e €E eqs €E
Xf(sd)E{O,l},vesdEEerEF 5

Enquanto (1) busca minimizar a carga da(s) aresta(s) mais congestionada(s), (2) busca
minimizar o total de saltos para o roteamento dos fluxos. As duas restricdes em (3) garantem que
cada fluxo f € F saia da sua origem, sy, e alcanga o seu destino, dy. Além disso, as restri¢oes (3),
(4) e (5) garantem, juntas, que cada fluxo segue apenas por um tnico caminho entre sua origem e
seu destino.
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Temos que (1) € dita uma funcio gargalo e (2) uma fungio totalizadora. Podemos observar
que estas duas fungdes objetivo sdo conflitantes, pois minimizar a carga da(s) aresta(s) mais con-
gestionada(s) deve implicar em caminhos mais longos para os fluxos. Da mesma forma, minimizar
o nimero total de saltos deve levar a um maior valor para a funcdo gargalo. Claro, dependendo
da instancia, podemos ter caminhos mais curtos e disjuntos para os fluxos. Isto &, para estes casos
existe uma solucdo com no médximo um fluxo em cada aresta, € o nimero total de saltos € minimo,
ou seja, ela minimiza as duas fun¢des ao mesmo tempo. Porém, estes casos sdo raros.

Sejam X, o conjunto vidvel de (P), e z(x) = [z1(x), z2(x)], 0 vetor objetivo associado
a x € X, onde:

z1(x) = max fosd e 2(x Z Z Xf(sd)-

ed €E 7T feFeyckE

Para x, x’ € X, dizemos que x domina x’' quando z(x) < z(x') e z(x) # z(x'). Assim,
uma solucdo vidvel x € X € uma solugdo Pareto-otima se nao existe nenhuma outra solugao em
X que domine x.

O conjunto X * C X, formado por solu¢des Pareto-6timas, € um conjunto minimo com-
pleto quando: 1) para cada par de solugdes x*, ¥ € X * temos z(x*) # z(X) ; e, 2) para qualquer
solugdo Pareto-6tima x € X existe x* € X * tal que z(x) =z(x").

Uma aplicacdo. Suponha uma via rodovidria representada por um grafo onde, cada trecho (aresta)
ligando duas cidades (nds), exista um ponto de parada (fiscalizagdo obrigatéria ou pedigio). A
funcdo zp pode representar o total de paradas dos caminhdes, de uma determinada companhia de
transporte, que trafegam por esta via. A fungdo z; visa medir a densidade do trafico no trecho mais
congestionado. A companhia pode estar interessada em, simultaneamente, minimizar a quantidade
total de paradas dos seus caminhdes e balancear a carga na via, minimizando o gargalo.

3 O Algoritmo

Nesta secao é apresentado um método biobjetivo para a obtencdo de um conjunto minimo
completo de solugdes Pareto-6timas para o problema (P). Em cada itera¢do um subproblema mono-
objetivo € definido e resolvido, o qual é um problema de programacao inteira 0-1, denominado por
(Pa).

A funcéo objetivo de (Py) é dada por zp, isto é, a fungdo totalizadora (2) do problema
biobjetivo (P). As restricdes de (Py) sdo (3), (4) e (5) de (P), juntamente com uma restri¢do sobre
o gargalo, a qual é definida através do pardmetro d.

(Py) minimizar{ Z Z xf(sd)}

fE€Feyu€E

sujeito a:

Y Y= X Xy =1 VfEF

egdeE YdfGE

Z Xf(sd) — Z Xf(ds) =0,VseV— {df,Sf} VfeF

e €E eqis €E

Y x¢a) < O, Vesa €E
feF

Xf(sd) € {0,1},Vesu € EeVfEF
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A escolha de manter a fungao totalizadora (2) como fungao objetivo, e tratar a funcéo
gargalo (1) como restricdo, se deve ao fato de (2) ser uma funcdo linear e (1) nio ser. Porém,
as restricdes associadas ao pardmetro o, que limitam os valores de (1), sdo lineares. Logo, esta
estratégia nos permite resolver o problema (P) por programacio linear.

Inicialmente fazemos o= oo, e apds a obtengdo da solugdo 6tima X para (Py), fazemos
o = 7 (X) — 1. Desta forma, o gargalo da nova solug@o, X, obtida na itera¢do seguinte, serd menor
do que o da anterior, renomeada para X. Entdo, caso o valor de z; seja 0 mesmo para estas duas
solugdes, temos que a solugdo anterior é dominada pela nova solugdo, dai a solucdo anterior é
deletada. Assim, segue o algoritmo até uma iteracdo em que (Py) seja invidvel. O algoritmo
completo é apresentado a seguir.

Algoritmo 1.

1. X* «— 0; o0 « oo.

. Enquanto (Py,) ndo for invidvel faca

X « solugdo dtima de (Py,)

X* —X*U{x}

o — z1(X) -1

Se | X*| > 1 e z3(X) =2z2(%) entdo
X* — X*—{%}

© N o U R W

XX

O decremento de exatamente uma unidade no valor de @, de uma iterag@o para a préxima,
€ necessdrio para garantir a obtencdo de um conjunto minimo completo de solu¢des Pareto-Gtimas.
Como os valores de z; sdo inteiros, a atualizacdo de o garante que qualquer solucio, com z; menor
do que o da ultima solugdo obtida, sera viavel para o subproblema atual. Porém, embora o sofra
esse pequeno decréscimo, a solug@o obtida pode ter um valor para z; menor do que este limite. Por
exemplo, se em uma dada iteragdo temos o = 15 e obtemos uma solu¢do com z; = 10, na iteragdo
seguinte o limite passa a ser o = 9.

Temos que a matriz tecnoldgica dos problemas (Py,) € totalmente unimodular. Desta forma,
a resolucdo da relaxagdo linear destes problemas pelo algoritmo Simplex, quando estes admitem
solugd@o Gtima, resultard em uma solug@o Gtima inteira. Isto acelera a resolugio de (P) pelo Algo-
ritmo 1. Além disso, podemos observar que de um (Py) para o préximo apenas o vetor do lado
direito sofre alteracdo (nas tltimas posi¢des, associadas ao pardmetro ). Assim, a técnica de pés-
otimizag¢do, aplicando o algoritmo Simplex dual, pode acelerar ainda mais a execucao do Algoritmo
1.

Exemplo de funcionamento. Considere o conjunto de fluxos F = {f1, f2, f3, fa, fs} a ser roteado
no grafo da Figura 1(a), onde o n6 2 € a origem de todos os fluxos, o né 3 é o destino dos fluxos
f1, fre fz3,eond4éodestinode f; e fs.
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(c) Segunda iteragdo. (d) Terceira iteragdo.

Figura 1: Exemplo de execucdo do Algoritmo 1.

Na primeira iteracdo tem-se o = o e obtemos a solugdo 6tima x!, com z;(x!) = 4 (quatro
fluxos na aresta (2,3)) e zo(x') = 7 (sete saltos para o roteamento dos fluxos), conforme Figura 1(b).
Na segunda iteracdo, resolvendo (Py) para o, = 3, obtemos a solugdo 6tima x2, com z;(x?) =3 e
22(x*) = 7, conforme Figura 1(c). Como ocorreu empate no valor de 75, eliminamos x' do conjunto
de solugdes. Veja que, de fato, x> domina x'. Na terceira iteracdo, para o = 2, obtemos x> com
z1(x%) =2 e 22(x*) = 9, conforme Figura 1(d). Na iteraciio seguinte o algoritmo é finalizado, apés
detectar que (Py), o0 = 1, é invidvel. A tabela abaixo resume a execucdo completa do algoritmo.

Tabela 1: Solucdes geradas pelo Algoritmo 1.

Tteragdo (k) o (Po) 2(F) [ 2Eh X"
1 oo | Vidvel 4 7 0
2 3 Vidvel 3 7 {x?}
3 2 | Vidvel 2 9 {x2,x3}
4 1 | Invidvel - - {x2, x3}

A seguir apresentamos resultados que comprovam a otimalidade do Algoritmo 1.

Proposicao 1. No final do Algoritmo 1 todas as solucoes em X * sdo Pareto-dtimas para (P).

Justificativa. Seja x uma solugio Pareto-6tima qualquer de (P) e x* uma solugio qualquer em X *,

no final do algoritmo, obtida resolvendo o problema (Py). Mostraremos, a seguir, que x* ndo é
dominado por x, o que implica que x* é Pareto-6tima de (P). Para o caso em que z(x) > z1(x*)
temos, obviamente, que x* nio é dominado por x. No caso de z; (x) < z;(x), temos que x é vidvel
para (Py). Como a solugdo 6tima em relagdo a z; , obtida em (Py), foi x¥, temos z5(x¥) < z2(x).
Logo, x* somente seria dominado por x se 75 (x) = z2(x¥) para z; (x) < z1 (x¥). Mas, 71 (x) < 71 (x*)
implica em x ser vidvel para algum (Pg), 0 < o.. Neste caso a comparagio feita na iteragdo seguinte a
que x* foi obtida nos levaria a excluir x*, pois z,(x) = z2(x*), o que seria um absurdo, uma vez que
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xk e X*, no final do algoritmo. Observe que se x* foi obtido na dltima iteracio do algoritmo, entio
z1 atinge seu valor minimo em x*, consequentemente, z; (x*) < z;(x). No caso de z;(x¥) = z;(x)
terfamos x vidvel em (Py) o que levaria z5(x*) < z5(x). Portanto, x* ndo é dominado por x. O

Proposicao 2. Para qualquer solugdo x, Pareto-dtima para (P), existe uma solu¢do equivalente em
X * no final do Algoritmo 1.

Justificativa. Seja o o menor valor inteiro maior ou igual a z;(x) para o qual uma iteragdo do
algoritmo foi executada. Isto implica que x é vidvel para (Py). Seja x* a solugdo 6tima de (Py)
obtida nesta iteragio. Consequentemente, temos que z2(x*) < z3(x). Por outro lado, como x é
solugdo Pareto-6tima, entdo z;(x¥) > z;(x). Veja que o caso z;(x¥) > z;(x) é impossivel, pois
com isso terfamos executado uma outra iteragiio & < o tal que & > z1(x). Logo, z1 (x%) = z;(x) e
zz(xk) = Zz(x). OJ

Portanto, o conjunto X *, no final do Algoritmo 1, é um conjunto minimo completo de
solucdes Pareto-Gtimas para (P). Todas as solugdes x* € X * sio Pareto-Gtimas (Teorema 1) e para
qualquer solugdo Pareto-6tima x existe uma solucdo equivalente em X *, isto €, com o mesmo vetor
objetivo (Teorema 2). Além disso, pelo Passo 6 do Algoritmo 1, todas as solugdes x € X * tém
vetores objetivos distintos.

Proposicao 3. A complexidade do Algoritmo 1 é O(rg(a)), onde r é o niimero de fluxos e g(a) é a
complexidade de (Py,).

Justificativa. O pior caso, na primeira iteracdo, € que exista pelo menos uma aresta que por ela
passe todos os r fluxos, isto €, o gargalo € igual a r. Na segunda iteracdo, o pior caso, seria que o
gargalo fosse igual a r — 1. Seguindo desta forma, terfamos exatamente r iteracdes. Portanto, como
a complexidade de cada itera¢do é g(a), temos que a complexidade do Algoritmo 1 é O(rg(a)). O

Consequéncia da Proposicio 1. A cardinalidade de X*, no final do Algoritmo 1, é limitada supe-
riormente pelo niimero de fluxos, r.

Justificativa. Pelo Teorema 3 , o nimero maximo de iteragdes € r. Além disso, pelo Algoritmo 1,
no maximo uma solugfo ¢é inserida em X *, por iteracdo. Logo, a cardinalidade de X * € limitado
superiormente pelo nimero de fluxos. O

4 Resultados Computacionais

Os resultados computacionais, aqui apresentados, sdo referentes a implementagdo do Al-
goritmo 1 para a resolugdo do problema (P), definido sobre grafos aleatérios. As implementagdes
foram feitas em linguagem C++ e compiladas com o Microsoft Visual C++ 2010. O modelo
matematico foi implementado em C++ utilizando a biblioteca Concert do CPLEX 12.4 ¢ os ex-
perimentos foram executados em um PC com processador Intel Core 2 Duo T6400 e memdria
RAM de 4Gb.

Grafos com n = 50, 100 e 150 nds foram obtidos gerando aleatoriamente 71.n arestas, onde
cada né possui grau de entrada e saida iguais a m. A densidade do grafo deu origem a dois grupos
de instancias, um com m = 4 e outro com m = 8. Os nds de origem e de destino de cada fluxo f € F
também foram gerados aleatoriamente, considerando trés configuragdes distintas. Na primeira, to-
dos os fluxos ttm o mesmo destino e as origens sdo variadas. Na segunda, todos os fluxos t€ém
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a mesma origem e o mesmo destino. E, na terceira configuracdo, a origem e o destino sio varia-
dos. Nao apresentamos o caso em que os fluxos t€m a mesma origem e destinos variados, pois 0s
resultados sao andlogos aos da primeira configuracdo. A quantidade de fluxos considerada foi de
r=125,50,75,100, 150, 200 e 300.

As Tabelas 2 e 3 mostram o nimero de nds (n), a quantidade de fluxos (), a cardinalidade
do conjunto minimo completo (|X *|), o nimero de iteragdes em que Py, foi resolvido (/) e o tempo
de CPU, em segundos, para executar o algoritmo (¢). Os resultados apresentados sdo valores médios
para 10 diferentes instancias do conjunto de dados, com m = 4 e m = 8, respectivamente.

Tabela 2: Resultados para i = 4. Tabela 3: Resultados para i = 8.
Tipos de Fluxos n r |X*| It t Tipos de Fluxos n r |X*| It t
Origens 50 25 1 5 4,76 Origens 50 25 2 5 5,61
quaisquer e 50 50 1 8 11,24 quaisquer e 50 50 1 6 12,62
mesmo destino 50 150 1 10 32,97 mesmo destino 50 150 2 10 54,51
Mesma 50 25 14 16 22,31 Mesma 50 25 13 19 24,54
origem e 50 50 21 26 50,60 origem e 50 50 33 37 80,93
mesmo destino 50 150 61 69 265,15 mesmo destino 50 150 90 95 567,00
Origens 50 25 2 3 4,17 Origens 50 25 1 2 3,29
quaisquer e 50 50 2 4 26,91 quaisquer e 50 50 2 3 7,83
destinos quaisquer 50 150 3 7 36,07 destinos quaisquer 50 150 2 4 44,70
Origens 100 | 50 1 7 14,89 Origens 100 | 50 1 5 15,44
quaisquer e 100 | 100 1 10 37,55 quaisquer e 100 | 100 1 8 49,18
mesmo destino 100 | 300 1 20 214,85 mesmo destino 100 | 300 1 14 271,79
Mesma 100 | 50 13 18 48,14 Mesma 100 | 50 25 34 98,83
origem e 100 | 100 16 23 83,14 origem e 100 | 100 45 56 355,5
mesmo destino 100 | 300 136 143 1573,47 mesmo destino 100 | 300 124 143 2864,76
Origens 100 | 50 2 3 10,87 Origens 100 | 50 2 2 7,32
quaisquer e 100 | 100 2 5 30,65 quaisquer e 100 | 100 2 3 24,53
destinos quaisquer | 100 | 300 3 8 167,82 destinos quaisquer | 100 | 300 2 5 151,89
Origens 150 | 75 1 7 34,19 Origens 150 | 75 2 8 50,81
quaisquer e 150 | 150 1 11 100,75 quaisquer e 150 | 150 1 9 110,02
mesmo destino 150 | 300 1 20 305,92 mesmo destino 150 | 300 1 15 414
Mesma 150 | 75 12 18 69,44 Mesma 150 | 75 47 53 348,76
origem e 150 150 46 53 397,56 origem e 150 150 97 101 1387,04
mesmo destino 150 | 300 24 37 550,47 mesmo destino 150 | 300 187 193 5125,61
Origens 150 | 75 2 4 20,42 Origens 150 | 75 2 3 18,24
quaisquer e 150 | 150 2 5 72,82 quaisquer e 150 | 150 2 3 52,83
destinos quaisquer | 150 | 200 2 6 92,35 destinos quaisquer | 150 | 200 2 4 87,74

A Tabela 4 apresenta a porcentagem da quantidade de solugdes geradas pelo Algoritmo
1 que sdo Pareto-6timas (Rel;) e a porcentagem da quantidade de iteracdes em relagdo ao limite
maximo que poderia ocorrer (Rely), conforme o Coroldrio 1. Esses resultados sdo valores médios
para 60 diferentes instancias de conjunto de dados, sendo dez de cada um dos seis cendrios, con-
siderandor <n,r=ner > n.

Tabela 4: Resultados médios para in =4 e in = 8.

r<n r=n r>n
Tipos de Fluxos Relacdo | Média Desvio Padrao | Média Desvio Padriao | Média Desvio Padrao
Origens quaisquer e | Rel; 29% 18% 17% 7% 11% 11%
mesmo destino Rely 13% 5% 9% 3% 6% 2%
Mesma origem e Rel; 64% 4% 65% 4% 65% 4%
mesmo destino Rely 53% 3% 47% 3% 97% 15%
Origens quaisquer e | Rel; 72% 22% 60% 21% 54% 18%
destinos quaisquer Rel 6% 3% 4% 1% 3% 2%

A seguir sdo comentados os resultados computacionais, com base nos valores apresentados
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nas Tabelas 2, 3 e 4.

a) Todos os fluxos com origens quaisquer e mesmo destino

Para este cendrio € facil ver que o gargalo minimo ( b, ) € dado por by, = {L-‘ , pois
todos os fluxos t€ém o mesmo destino. Pelo fato dos fluxos terem origens distintas e pelangzstrutura
k-regular do grafo, mesmo reduzindo o limite na restricdo do gargalo, continuamos encontrando,
em muitos casos, caminhos com a mesma quantidade de saltos para os fluxos. Isto justifica o baixo
nimero de solu¢des Pareto-6timas em X *.

O aumento no nimero de fluxos implicou no aumento do niimero de iteragdes, porém,
a propor¢do de iteragdes em relacdo ao limite maximo de iteracdes possiveis foi reduzida. Ja a
quantidade média de solugdes Pareto-6timas nao sofreu alteragdes significativas. Além disso, para
todas as instincias deste grupo, o nimero de iteragdes foi, no maximo, 13% do limite superior
possivel de iteragdes.

b) Todos os fluxos com a mesma origem e mesmo destino

; r . .
Como o gargalo estd entre by, = [;W € bpax = r, Pois no pior caso podemos ter todos
m

. r . ~
os r fluxos passando por uma certa aresta, entdo podemos ter até (r — [7-‘ + 1) iteracdes. Observe
m

que para esta classe de instdncias, por termos a mesma origem e o mesmo destino para todos os
fluxos, é muito provdvel termos todos os fluxos passando pelo mesmo caminho. Neste caso, a
primeira solug¢do atinge o gargalo maximo, que é b,,,, = r. Em muitos casos, para este grupo,
ocorreu de obter, em cada iteragdo, uma solucdo com uma piora no nimero de saltos e melhorando
o gargalo em poucas unidades. Isto € o que justifica o alto nimero de solucdes Pareto-6timas.

¢) Todos os fluxos com origens e destinos quaisquer

Como para estas instincias as origens e os destinos dos fluxos sdo distintos, tivemos um
gargalo muito pequeno j4 na primeira iteracdo. Neste caso o niimero de iteracdes e o nimero de
solugdes Pareto-Gtimas s@o extremamente baixos, como pode ser observado nas tabelas. De fato,
o nimero de iteracOes para estas instancias foi sempre menor ou igual a 6% do limite mdximo de
iteracdes possiveis.

5 Consideracoes Finais

Os algoritmos apresentados em [Berman et al., 1990; Pinto et al., 2009; Pinto e Pascoal,
2010; Bornstein et al., 2012] sdo eficientes (polinomiais), mas limitados a problemas em que os
pesos dos elementos que compdem a solucdo sejam fixos.

Problemas em redes similares ao apresentado aqui, isto €, que também visam rotear um
conjunto de fluxos por caminhos minimizando o gargalo da rede e o comprimento dos caminhos, sdo
tratados com algoritmos heuristicos em [Gdlvez e Ruiz, 2013; De Melo et al., 2014]. Uma diferenca
na formulacao dos problemas € que, enquanto nestes dois trabalhos o comprimento de cada caminho
¢ considerado individualmente, aqui elaboramos uma tnica func¢ao totalizadora que busca minimi-
zar o numero de saltos para todos os caminhos. Isto nos possibilitou tratar o problema de forma
exata, o que consiste na contribuicdo deste trabalho.

Nos resultados computacionais, observamos que para instancias com fluxos de origens
e/ou destinos variados, o nimero de solugdes Pareto-6timas no conjunto minimo completo é ex-
tremamente baixo. Isto consiste em um resultado importante, pois facilita a tomada de decisdo em
torno de qual solugdo escolher para fazer o roteamento dos fluxos.
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Pesquisas futuras podem lidar com extensdes das ideias apresentadas aqui. Acrescentar
restrigdes ao modelo de modo a impor um limite superior para o comprimento de cada fluxo; con-
siderar capacidades para as arestas; lidar com fluxos de pesos variados; e, considerar outros fluxos
j4 existentes na rede.

Agradecimento. Os autores agradecem os valiosos comentarios e sugestdes feitos pelos avalia-
dores deste trabalho.
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