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RESUMO

Esse artigo apresenta uma biblioteca de funcdes e predicados sobre grafos para lingua-
gem MiniZinc. Esta linguagem destina-se a constru¢do de modelos computacionais nas 4reas de
otimizagdo combinatdria ou discreta, programacdo por restricdes e pesquisa operacional. Estas
dreas abordam problemas combinatdrios os quais pertencem a classe NP de problemas. Muitos dos
problemas NPs sdo modelados com estruturas complexas, tais como grafos. Neste contexto, hd uma
motivacdo em se construir uma biblioteca de grafos, pois esta é uma estrutura computacional fun-
damental destinada & aplicagdes computacionais em geral. O uso desta biblioteca € ilustrada com
dois problemas classicos da area de grafos: verificar se um grafo é completo e obter o conjunto de
cliques—k. Finalmente, o problema do cliques—k é modificado para o problema do clique maximo,
onde alguns experimentos sdo realizados.

PALAVRAS CHAVE. Linguagens orientadas a modelos. Biblioteca de grafos. Programacao
por restricoes. Otimizacao combinatéria.

Tépicos: TAG - Teoria e Algoritmos em Grafos, OC - Otimizacdo Combinatéria, EDU - PO
na Educacao

ABSTRACT

This article presents a library of functions and predicates on graphs to MiniZinc lan-
guage. This language aims at creating computational models to combinatorial or discrete optimi-
zation, constraint programming and operational research. These areas approach combinatorial NP
problems. Many of such NP problems are modeled as complex structures, such as graphs. In this
context, there is a motivation to develop a graphs library, due to this to be a fundamental structure
aiming at general computer applications. The usage of this library is demonstrated by two classical
problems on graphs: checking if a graph is complete and obtaining the k—clique set. Finally, the
k—clique problem is modified to the problem of maximum clique, where some other experiments
were done.

KEYWORDS. Modelling languages. Graphs library. Constraint Programming. Combinato-
rial Optimization.
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1. Introducio

Em nosso cotidiano, nos deparamos com problemas dificeis de serem implementados e
cujo tempo de resposta nem sempre sdo satisfatorios. Outros ainda, faceis de serem implementados
com linguagens de programacao apropriadas, mas de dificeis solu¢des, como o problema da mochila
bindria Papadimitriou [1994]; Sipser [2012]. Por exemplo, em uma pesquisa de uma passagem aérea
entre dois pontos, felizmente temos respostas em segundos. Em geral, dado dois pontos, origem e
destino da viagem, e dada a disponibilidade de hordrios de uma tnica companhia, ndo se tem muitas
combinagdes possiveis. Contudo, se todas companhias fossem integradas, e que voce pudesse trocar
de avido e de companhia em alguns pontos intermedidrios, ai sim, este nimero de possibilidades
cresceria. Neste caso, o tempo de resposta cresce mais rapidamente que o tamanho destas entradas,
isto €, um crescimento exponencial.

Para estes problemas, uma resposta com um algoritmo em tempo polinomial da ordem
O(t(n)¢), ainda é desconhecido. Aqui, a medida de complexidade € a funcéo assintética big-O
onde t(n) é o custo ou tempo dispendido do cdlculo de uma instincia do problema com a entrada
de tamanho n. A constante ¢ em O(t(n)¢) é uma constante tal que ¢ > 0 Papadimitriou [1994];
Sipser [2012].

Assim, estes problemas combinatoriais sdo onipresentes no mundo real e efetivamente
requisitam solugdes aceitaveis em tempo e recurso dispendido. As solucdes apresentam aspectos
quantitativos e qualitativos tais como: esta solucdo € 6tima? Esta € inica ou hd muitas que atendem
os requisitos? Ou ainda, demonstre que o problema admite uma solucio exata. Em geral, estes
sdo relacionados ha problemas de: escalonamentos, planejamento, jogos, atribui¢do, diagndsticos,
multi-critérios, etc. Invariavelmente, estes encontram-se com uma complexidade dentro das classes
NP e NP-dificeis Papadimitriou [1994]; Sipser [2012].

Neste contexto, os problemas cuja estruturagao de uma solucao algoritmica exata ou apro-
ximada, e que conduzam h4 um significativo nimero de espago de estados sdo de interesse de
pesquisa por dreas diversas. Assim, um problema que exija uma constru¢do algoritmica, cuja com-
plexidade ultrapasse a ordem de complexidade O(2t(")c), este € um problema exponencial dificil.
Estes problemas sdo conhecidos como problemas das classes NPs, ndao-polinomiais por uma Mé-
quina de Turing ndo-deterministica Papadimitriou [1994]; Sipser [2012].

Diversas pesquisa se voltam a estes problemas, dreas como Pesquisa Operacional (PO),
Programacdo por Restrigdes (PR) Rossi et al. [2006]; de Sa [2016], Inteligéncia Artificial (IA), a
Computacao Evoluciondria (CE), etc. Um dos objetivos recorrentes destas dreas € a busca de meto-
dologias, algoritmos e linguagens que resolvam estes problemas de modo eficiente. Um algoritmo
¢ eficiente hd um problema é quando o mesmo apresenta um resultado em um tempo aceitdvel ao
mesmo.

Uma destas dreas que ataca estes problemas NPs, € conhecida como a Programagao por
Restrigdes (PR) Apt [2003]; de S4 [2016], onde os problemas combinatoriais sdo alguns exemplos
das classes NPs Rossi et al. [2006]; Dechter [2003]. A estratégia da PR € filtrar e consequente-
mente encolher o espaco de estados para encontrar uma solugdo vélida, ou solugdes, ou algumas,
ou a solucdo 6tima, ou comprovar a inexisténcia de uma solucdo vélida. Adicionalmente, outras
heuristicas sao aplicadas durante a fase de busca e exploracdo das drvores remanescentes no espago
de estados do problema, detalhes em Apt [2003]; Dechter [2003].

Quanto as solugdes de problemas, estes precisam ser modelados e resolvidos por alguma
linguagem de programacio. Adicionalmente, alguns destes problemas sdo modelados com estrutu-
ras complexas, tais como tabelas, grafos, arvores, etc, aplicados ha problemas tais como caixeiro
viajante, atribui¢@o de tarefas, escalonamentos, etc Papadimitriou [1994].

Nesta dire¢ao, esta a contribuicao deste artigo € apresentar uma biblioteca com predicados
e funcdes sobre grafos para linguagem MiniZinc Nethercote et al. [2007]; Stuckey et al. [20xx];
Community [2015]. A motivac@o desta biblioteca € a inexisténcia da mesma no Minizinc bem
como em solvers cldssicos da drea da pesquisa operacional. Atualmente, esta biblioteca encontra-se
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em fase de uso e melhoramentos.

A organizacdo das secdes deste artigo se encontram da seguinte forma: na secfio 2 é
apresenta a linguagem Minizinc e caracteristicas. Na secdo 3 a biblioteca proposta é discutida no
tocante a seu uso e problemas. Na sec@o 4 a biblioteca € utilizada para ilustrar a solu¢do de dois
problemas cldssicos: verificar se um grafo é completo, e clique—k Papadimitriou [1994]; Sipser
[2012]. Na sec@o 5 o problema problema clique—k € modificado para um problema de otimizacao,
cujo objetivo é encontrar o clique maximo de k. Alguns experimentos, benchmarks, sdo realizados
sobre clique maximo (X4, ) € resultados sao discutidos.

2. Fundamentacio

Devido a limitagao de espaco, a motivacdo em torno de topicos tais como: otimizagdo
combinatdria, modelagem, programacao por restri¢des, etc, € aqui omitida. Contudo, apresenta-se
a ferramenta computacional que pode ser usada nestas dreas, no caso, a linguagem MiniZinc.

2.1. A Linguagem MiniZinc

A linguagem MiniZinc surgiu como uma proposta de se criar uma linguagem padrdo para
modelagem de problemas na area de Otimizacdo Combinatéria Nethercote et al. [2007]. A pro-
posta € que um mesmo modelo expresso nesta linguagem possa ser computado por outros solvers,
de outras linguagens como GECODE, Gurobi, Jacop, etc. Além disto, suas caracterisitcas sdo a
simplicidade!, a expressividade e a facilidade de implementagio Nethercote et al. [2007]. A sim-
plicidade se encontra principalmente na sintaxe, e na expressividade dada por permitir modelar
problemas de natureza diversas.

De acordo com Nethercote et al. [2007], antes da linguagem de programaciao MiniZinc,
ndo existia uma linguagem padrao para a modelagem de problemas de programacao por restrigcdes.
Praticamente cada solver possuia sua propria linguagem de modelagem. Isto dificultava a tarefa
de realizar experimentos para comparar o desempenho de diferentes solvers para um determinado
problema.

Esta linguagem apresenta um conjunto simplificado de sintaxe, e sua semantica segue um
padrdo ou paradigma de programacio, no qual restricoes conjuntivas declaram um problema a ser
computado. Assim a semantica computacional ($) de um modelo de problema ¢ definida por:

(I)(Mp) =CiNCoNCsN...NCy (D)

Um exemplo ilustrativo da sintaxe do cddigo desta linguagem ¢é dado por:

var -5 .. 15 : x;

constraint x > 10; % Cl
constraint x <= 15; % C2
constraint x mod 3 == 0; % C3

solve satisfy;

output ["VAR x = ", show(x) 1;

O cédigo € auto-explicativo, tal que a varidvel x apresenta um dominio entre —5 e 15, e 0
modelo do problema, My, é dado pelas seguintes restricoes: z > 10 Az < 15 A (z mod 3 = 0).
Neste caso, as respostas sdo 12 e 15. Mais exemplos s@o encontrados em https://github.
com/claudiosa/CCS/minizinc/.

!Considera-se aqui um usuério com sélidos conhecimentos de matematica.
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2.2. Importancia e Motivacao aos Grafos

As estruturas de grafos s@o onipresentes na modelagem de problemas dificeis. Os pro-
blemas dificeis e em geral interessantes apresentam um caracter exponencial na relacdo as suas
entradas. Por exemplo, uma rede social de pessoas, em que se deseja saber quantas pessoas estdo
conectadas entre sim, apds um nivel n de profundidade na rede. Este é um caso cldssico em que
uma sugestao de amigo, pode surgir quando duas ou mais pessoas, tenham em comum, uma relagdo
que ndo é ainda comum hd um amigo comum. Neste caso, surge a sugestdo de amizade.

Outro problema cldssico, sdo as redes de suprimentos, abastecimentos, etc. Seja um con-
junto de cidades que devem ter suas demandas supridas, seja por uma matéria-prima, energia elé-
trica, etc, qual procedimento de rota alternativa ocorre em caso de falha de uma das cidades prove-
doras de insumos?

Enfim, todos estes problemas apresentam uma modelagem, na qual invariavelmente a
estrutura de dados € um grafo. Por defini¢do, um grafo é composto por um conjunto de nés ou
vértices que modelam estas entidade fisicas e um conjunto de arestas que conectam estas entidades.
Estas arestas podem representam uma relagdo entre dois ou mais nés. Por exemplo, a distancia
entre duas cidades A e B, nds ou vértices, tem um custo de X. Detalhes e defini¢des podem ser
encontradas em Diestel [2000]; Netto [1979].

Vale salientar que hd muitos outros problemas de grafos os quais ndo sdo exponencias
(NP-Completos e NP-Dificeis), mas com aplicagdes reais igualmente importantes, tais como: fluxo
maximo de rede, caminho minimo entre dois pontos, drvore geradora minima, etc, € que sdo apenas
polinomiais. Estes problemas se encontram na classe de problemas polinomiais, a qual se encontra
dentro da classe NP Dasgupta et al. [2006].

3. A Biblioteca de Grafos

O objetivo desta biblioteca é facilitar a codificacdo e legibilidade de criar modelos em
MiniZinc para solucionar problemas que envolvam grafos. Para isto, esta biblioteca oferece um
conjunto de restrigdes relacionadas a teoria dos grafos, tais como: caminhos, ciclos, nimero cro-
matico, conectividade, entre outras.

A biblioteca é composta de diversas funcdes e predicados®. Apesar de uma funcdo possa
conter diversas restricdes, para o usudrio da biblioteca hd uma abstracdo de que estd sendo aplicada
uma unica restri¢do. Deste modo, as fungdes e predicados da biblioteca também sdo considerados
como restrigdes declarativas, disponiveis para linguagem.

Cada uma destas funcdes é implementada em arquivos separados em cddigo MiniZinc
(.mzn). Para que a cada modelo desenvolvido ndo seja necessdrio incluir um novo arquivo especi-
fico, na chamada de uma funcéo, foi criado um tnico arquivo chamado graphs.mzn. Este arquivo,
contém um include individual para todas as fungdes ou arquivos que constituem a biblioteca. Isto é
feito pela inclusdo da seguinte linha de comando no cédigo fonte:

include "../lib/graphs.mzn";

O conceito de uso e a sintaxe € idéntica a biblioteca de restricdes glo-
bais provida pelo MiniZinc. Todos os cddigos desta biblioteca, suas funcionalida-
des, e exemplos, estdo disponiveis em um repositério publico que pode ser aces-
sado pelo link https://github.com/claudiosa/CCS/ — minizinc —
experimental_graph_library ou de S4 e Filho [2016]. Todos estes cddigos estdo
sujeitos a constantes atualizagdes, e no futuro, devem integrar o repositdrio da linguagem.

Como as func¢des desenvolvidas tratam com grafos, é necessdrio definir a forma de re-
presentacdo computacional padrido a ser utilizada. A matriz de adjacéncias foi escolhida como
estrutura de representacdo de um grafo. Tal escolha foi feita pela simplicidade e pelo fato de o Mi-
niZinc ndo proporcionar uma estrutura de listas e nem vetores de tamanho dindmico, para construir

No caso da linguagem MiniZinc, predicados sdo equivalente a fungdes booleanas. Contudo, a construgdo apresentam
uma sintaxe diferenciada.
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listas de adjacé€ncias. Assim, devido a auséncia de vetores dindmicos, adota-se a estrutura de matriz
de adjacéncias para representar os grafos.

As fungdes da biblioteca permitem que os elementos das matrizes de adjacéncias sejam
representados tanto por inteiros ou por booleanos. Quando os elementos da matriz sdo inteiros,
considera-se que o valor 0 (zero) representa a auséncia de uma aresta, enquanto que qualquer outro
valor ndo nulo representa a presenca de uma aresta, sendo o peso desta igual ao valor da posi¢cdo na
matriz. Quando o peso das arestas ndo € necessario, os elementos da matriz podem ser booleanos,
sendo que o valor t rue indica a presenca de uma aresta e o valor false indica a auséncia.

A biblioteca construida contém diversas fungdes que simplificam o trabalho de cons-
truir modelos em MiniZinc. As funcionalidades oferecidas pela biblioteca sdo baseadas nas res-
tricdes globais disponibilizadas pela biblioteca Grasper of Grasper [2015] da linguagem ECLiPSe
of ECLiPSe [2015] e nos conceitos cldssicos sobre grafos. Assim, as fungdes desenvolvidas nesta
biblioteca sao dadas por:

e order_fn: obter a ordem de um grafo;

e vertex_set: retornar o conjunto de vértices de um grafo;

e is_adj_matrix_square: garantir que uma matriz de adjacéncias seja quadrada;
e complete: validar se um grafo é completo;

e clique: encontrar os cliques em um grafo;

e vertex_colouring: obter uma coloracio de vértices para um grafo;
e matching: encontrar emparelhamentos em um grafo;

e exists_path: avaliar a existéncia de um caminho entre dois vértices;
e path: encontrar os caminhos entre dois vértices;

e cycle: encontrar os ciclos em um grafo;

e connected: verificar se um grafo é conexo;

e strongly_connected: verificar se um grafo é fortemente conexo;

e hamiltonian_cycle: obter um ciclo hamiltoniano.

Devido uma questdo de espaco neste artigo, a discuss@o destas funcdes € restrita hd duas
destas. Estas sao ilustradas na préxima sec¢ao.

4. Tlustrando o Uso da Biblioteca

Das virias funcdes disponiveis nesta biblioteca, foram escolhidos dois exemplos de uso.
Outros exemplos de uso estdo disponiveis no diretério examples do repositério da biblioteca
desenvolvida de Sa e Filho [2016]. Um exemplo inicial € a verificagao se um grafo € completo ou
ndo, num segundo exemplo, o problma dos & cliques de um grafo.

4.1. Completo

Uma propriedade de ser obtida de um grafo € verificar se este é ou ndo completo. Isto &,
se todos os pares possiveis de vértices do grafo estdo relacionados por uma aresta. O valor do total
de arcos € dado por #arcos= @ onde n € o total de vértices.

Para este problema, a biblioteca oferece a funcionalidade do predicado complete, o
qual permite verificar se um grafo é completo ou ndo. O cédigo desenvolvido para o predicado
complete & apresentado na tabela 1 (ver pagina 6)°.

Este predicado recebe uma matriz de adjacéncias representando um grafo e o retorno € um
valor t rue ou false, indicando se o grafo € completo ou ndo. A linha 3 apenas cria um conjunto
contendo os indices desta matriz, para isto usa-se a fun¢do vertex_set do MiniZinc. Na linha

3 As referéncias de paginas estdo sendo feitas de modo redundante, devido as flutuacdes de referéncias as tabelas e
figuras do IXTEX.
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Tabela 1: Predicado para validar se um grafo é completo

predicate complete(array[int,int] of int: graph) =
let {
set of int: V = vertex_set(graph);
}
in (
is_adj_matrix_square (graph) /\
forall (u, v in V, where u < v) (graph[u,v] != 0 /\ graph[v,u] != 0)
);

6, um predicado é chamado para indicar se a matriz ¢ quadrada ou ndo. Na linha 7, que garante que
para todos os pares de vértices distintos do grafo, exista uma aresta no direcionada que liga estes
vértices. Um exemplo simples de utilizagc@o deste predicado pode ser visto na tabela 2 (ver pagina
6). O predicado complete foi reusado na construgdo de outras fungdes disponiveis na biblioteca
de S4 e Filho [2016].

Tabela 2: Exemplo de uso do predicado complete

include "../lib/graphs.mzn";

int: N;
array[1..N, 1..N] of int: adj_mat;

constraint complete(adj_mat);

solve satisfy;

4.2. Clique—k

Um problema correlato ao grafo completo é encontrar cligues deste grafo. Um clique é
um subgrafo completo, isto €, um conjunto de vértices de um grafo em que todos estes vértices estdo
relacionados entre si diretamente. O tamanho de um clique, k£ é dado pela quantidade de vértices
presentes neste sub-grafo completo.

A B
Clique size: 4
° {1,2,4,5}

Figura 1: Exemplo de grafo com um clique de tamanho 4

Seja o exemplo do grafo da figura 1 (ver pagina 6). Na figura 1, hd um clique de tamanho
4, sendo que este é formado pelo conjunto de vértices {1,2,4,5}, visto que todos estes vértices
estdo conectados entre si.

A biblioteca construida disponibiliza uma fun¢do para encontrar cliques. Esta fungdo é
chamada de clique e funciona de modo semelhante ao predicado complete. Esta fungdo ¢ apresen-
tada na tabela 3 (ver pagina 7).
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Tabela 3: Fung¢@o para encontrar cliques

function var set of int: clique (array[int,int] of int: graph, var int: size) =
let {

set of int: V = vertex_set(graph);

var set of V: clique_set;

array[V] of var bool: bool_set;

constraint
is_adj_matrix_square (graph);
constraint
assert(dom(size) subset 1..order(graph),
"The domain of the clique size must be [I..order(graph)]"”, true);
constraint
card(clique_set) == size;
constraint
link_set_to_booleans(clique_set, bool_set);
constraint
forall(u,v in V, where ul=v) (
(bool_set[u] /\ bool_set[v]) —> (graph[u,v] != 0 /\ graph[v,u] != 0)
);
/
in (
clique_set

);

Assim como no predicado de grafo complete, a entrada é dada por uma matriz de
adjacéncias. O valor k£ de um inteiro indica o tamanho do clique, sendo que este é uma varidvel de
decisdo. Pois temos que saber se k pode ser encontrado ou nfo a partir de um grafo. O retorno da
funcdo clique € um conjunto de inteiros, sendo que este contém todos os vértices que fazem parte
do clique-k encontrado.

As principais diferencas desta funcdo em relagio ao predicado complete estdao nas linhas
13 e 17. Na linha 13, restringe-se a cardinalidade do conjunto de vértices que fazem parte do clique
a ser exatamente igual ao parAmetro informado. A restri¢cdo presente na linha 17 faz com que todos
os vértices que sejam parte do conjunto do clique-k, estejam conectados entre si, garantindo que o
conjunto de vértices escolhido de fato forma um clique. Ou seja, um sub-grafo completo.

Tabela 4: Exemplo de uso da funcédo clique

include "graphs.mzn";

int: N;
array[1..N, 1..N] of int: adj_mat;
var set of 1..N: clique_vertexes;

var 1..N: clique_size;
constraint clique_vertexes = clique (adj_mat, clique_size);
solve maximize clique_size;

output[" Clique size:" ++ show(clique_size) ++ "\n" ++ show(clique_vertexes)];

Um exemplo de uso do modelo que utiliza a fungdo cligue é encontrar o maior clique de
um grafo. Este exemplo estd na tabela 4 (ver pagina 7). Como exemplo, seja o grafo da figura 1,
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cuja matriz de adjacéncia é uma entrada apresentada na tabela 2 (ver pagina 8).

Figura 2: Exemplo de entrada

/%
1-——4-——
I\ /| |
[ X | 3
[/ \| |
5———-2-——-
x/
N=5;
adj_mat = [|
o, 1, 0, 1, 1,1
i, 0, 1, 1, 1,
o, 1, 0, 1, 0O,
1, 1, 1, 0, 1,|
1, 1, 0, 1, 0 |71;

~
~

Para este exemplo, uma das saidas para um clique-3 e um clique-4 é dada na tabela 3 (ver
pagina 8).

Figura 3: Saidas de clique-3 e um clique-4

Clique size:3
{1,2,4}
Clique size:4
{1,2,4,5}

Lembrando, que o MiniZinc é uma linguagem completa, isto €, apresenta todas as respos-
tas possiveis no espago de busca. Neste exemplo, apenas uma saida estd sendo apresentada, para
k=3ek=4

5. Um Experimento

Nesta se¢do € explorado o uso da funcdo clique-k nesta biblioteca de S4 e Filho [2016],
para um problema NP-dificil: o clique-mdximo Papadimitriou [1994]; Sipser [2012]. Neste pro-
blema, ocorre uma otimizacao a qual € alcancada ap6s uma busca exaustiva a todos os resultados de
clique-k. O maior k € 0 K44, Ou clique-méximo. Os casos de testes foram retirados de Dharwad-
ker [2016].

Neste sitio é apresentado um algoritmo em tempo polinomial para este problema para o
caso de n vértices, com vértices de grau minimo igual a § e clique médximo de no minimo 5. Ou
seja, o grau 9 definido para o grafo vai definir uma quantidade minima de cliques maximos (K ,4z)-

As amostras retiradas de Dharwadker [2016] sdo propositais e representam grafos clds-
sicos da drea, bem como os casos dificeis para o clique mdximo. Embora seja apresentado um
algoritmo polinomial em Dharwadker [2016], este € restrito para certas situacdes das escolhas de
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¢ e partir de um nimero minimo de cliques maximos que se deseja. Em outras palavras, isto ndo
apresenta elementos suficientes para demonstrar que P = NP ou que P # N P. Mas, algumas
amostras sio cldssicas da drea e relevantes no contexto da teoria do grafos.

O cédigos fontes, scripts, amostras, destes experimentos se encontram em https://
github.com/claudiosa/CCS/experiments/clique_article. O ambiente de pro-
gramacao foi sob um notebook dual-core, velocidade 1.2 GHz, 3 Gb RAM, ambiente Debian-Linux.
A versdo do MiniZinc foi a 2.02, sob o seu uso default de solver: o mzn-gl2fd Community
[2015]; Marriott e Stuckey [2015]. Nenhuma modificagdo substancial foi feita sobre a fungdo do
clique, exceto pela op¢do em maximizar o valor de k. Isto é, o maior clique existente num dado
grafo.

Os experimentos para o estudo do clique médximo tem seus resultados apresentados na
tabela 5 (ver pagina 9). As colunas desta tabela indicam: a quantidade de vértices de cada grafo
(Nyert), seguido pelo tempo de processamento (1) em segundos, o tamanho médximo do cique
encontrado ( K,42), € sua solucdo.

Tabela 5: Experimentos com grafos de N vértices

Nyert H T (seg.) \ Kiae \ Solugdo

4 0.094 4 T{1. 4

6 0.115 3 {1,2,3}

8 0.098 3 | {1,4,8)

10 0.117 4 [{1,4,8,9}

20 0.1194 10 | {11 .. 20}

30 0.2193 15 | {2,4,6,8,10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30}

40 0.2428 12 | {4,6,9,16,17,19,20, 21, 27, 31, 36, 38}

50 0.4408 14 | {11,12,13,14,17, 20, 23, 25, 26, 29, 32, 35, 38, 39}

60 3347568 | 20 | {3,4.9,10,14,16,21,2325,29,33,  35,39,40,4547,
49,54,56,58 }

70 2.1352 14 | {11,22,27,37,40, 41, 44, 47, 54,57, 59, 60, 67, 69}

80 3.7672 14 | {7,9,10, 22,25, 26, 27, 28,31, 35, 36, 39, 41, 44}

90 9.011 19 | {27.31,36,37,42,47,51,52,54,56,57,59,61,62,72,78.84,
85,88 }

100 152853 | 17 | {4,6,7,12,13,15,16,18,21,22,24,25 27, 30,39,84,86}

150 || 7449133 | 26 | {91,94,97,103,106,107,108,109,112,113,115,117,
118,126,127,130,132,133,136,138,139,141,142,
145,147,148}

200 || 4179.8565 | 18 | {2, 11, 12, 85, 87,96, 101, 106,108,109, 114,115,
119,122, 123,126, 131, 136 }

As amostras com N = 40, 50, 70, 80, 90, 100, 150 e 200 foram retirados da parte inicial
do grafo 450 do sitio http://www.dharwadker.org/clique/ ou Dharwadker [2016]. A
amostra com um grafo de 450 vértices ndo executou em tempo aceitavel para os testes realizados
neste hardware disponivel. Uma heuristica com melhoramentos deve ser aplicada considerando
o valor ¢, a estimativa de um valor minimo de K., bem como os parimetros do search do
MiniZinc. Estas amostras podem ser consideradas como aleatdrias, considerando os resultados
apresentados na tabela 5 (ver pagina 9). Por outro lado, de modo proposital, no sentido de que um
mesmo grafo foi aumentando gradativamente até o limite de N = 200.

O caso de N = 60 ¢ uma amostra atipica, conhecida como grafo do complemento de
Berge Dharwadker [2016]. Para este grafo se deseja um K4, minimo de valor igual a 20. O de-
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talhe € que este grafo apresenta muitos K4, = 20, precisamente foram encontrados 7200 cliques
maximos neste grafo. Como ocorre em buscas completas em otimizac¢do, todos os maximos tive-
ram que serem encontrados pelo solver, afim de garantir que o maior clique tem valor 20. Contudo,
ressalta-se que o conjunto potencial de solugdes é da ordem de C2), onde C' é expressio cldssica
da andlise combinatéria C¥. Lembrar que respostas em combinatéria a ordem dos valores nio
interessam. Por exemplo, uma resposta igual a {a, b, c} é equivalente a {a, ¢, b}.

Ao compararmos os resultados da tabela 5 (ver pagina 9) com os valores encontrador em
Dharwadker [2016], a numerag@o apresentada nos resultados dos vértices, difere de uma unidade
1. Isto deve-se ao fato da implementacdo feita em MiniZinc o grafo é numerado a partir de 1,
enquanto que os resultados apresentados em Dharwadker [2016], os vértices sdo numerados a partir
do 0, valor inicial de vetores na linguagem C++.

Claramente, a natureza exponencial dos resultados para este problema é mantida, mas é
inequivoco que a biblioteca proposta é consistente e correta com os resultados, com respostas de
tempo aceitaveis. Caso o objetivo deste trabalho fosse exibir desempenho, o que é desejavel em
casos prdticos, algumas heuristicas poderiam ser aplicadas tais como: aumentar a capacidade de
processamento da maquina, mudangas no cédigo para casos especificos acelerar a busca, mudangas
nos parimetros do search* bem como testar outros solvers disponiveis a0 MiniZinc.

Exemplificando destas idéias, usamos um computador do tipo desktop de 4 niicleos com
4 Gb RAM, 2.4 GHz, para a amostra N = 60. Em seguida, foi usado um solver que suporta
paralelismo o mzn-gecode, usando 8 clones’ (equivalente as threads da linguagem Java) nesta
computacdo. Se fez uma comparagdo desta amostra neste computador com o solver mzn-gl2fd,
usado nos experimentos da tabela 5 (ver pdgina 9). O tempo de processamento destes experimentos
foram obtidos diretamente via o comando time do Linux. Estes resultados s@o dados por:

Stime (mzn—-gecode -p 8 —a clique_ex.mzn data_clique_60.dzn)
Clique size:20
{1,5,7,11,15,16,20,22,26,30,31,36,37,41,45,46,51,52,56,60}

Stime (mzn—-gl2fd clique_ex.mzn data_clique_60.dzn)
Clique size:20
{3,4,9,10,14,16,21,23,25,29,33,35,39,40,45,47,49,54,56,58}

real 2m38.079s

O conjunto clique encontrado é um valor diferente do apresentado da tabela 5 ver pagina
9), devido o tipo do solver, neste caso foi o mzn-gecode. Como ja explicado, hd muitos cliques
com k = 20, haja visto o tipo da amostra apresentada. Logo, este é apenas mais um valor possivel
do conjunto das 7200 solugdes existentes para este grafo. Assim, a solucdo paralela (1m23s) para
este caso foi quase duas vezes mais rdpida que a sequencial (2m38s). Contudo, muitos testes
deveriam ser feitos, sob diversas variacdes de parimetros que a PR permite fazer, afim de validar
alguma conclusdo especifica do processamento paralelo sob o sequencial.

4 Aqui reside os dois fatores de impacto do paradigma da PR: sequéncia de escolha das varidveis e selecdo de valores
de seus dominios.
>Ver parimetro —p 8 no exemplo.

774



> Anais do XLVIII SBPO

Simpoésio Brasileiro de Pesquisa Operacional
XLV| | | SBPO Vitéria, ES, 27 a 30 de setembro de 2016.

6. Conclusoes

Os problemas NP-completos e NP-dificeis apresentam complexidades exponenciais, haja
visto, que sua natureza combinatorial torni-os de dificil solugcdo. Estes problemas sdo encontra-
dos com exemplos reais, tais como: planejamento de agendas, escalonamento de tripulacdes ou
motoristas, escalonamento de aeronaves e hordrios, escalonamento de recursos em geral, desdobra-
mento de proteinas, algoritmos para encontrar um conjunto de amigos comuns entre si (exemplo do
clique-k), redes de abastecimento, etc.

Estes problemas apresentam caracteristicas intrinsecas em sua modelagem, cuja estrutura
fundamental em geral sdo grafos. Os grafos sdo estruturas de dados gerais e de dificil implementa-
cdo computacional. Nesta direcdo, as linguagens e algoritmos que resolvam problemas que envol-
vam grafos sao de extrema importancia. Contudo, hé algoritmos de grafos que ndo necessariamente
estejam nas classes NP-completo e NP-dificil.

Assim, este artigo apresenta uma biblioteca de grafos para a linguagem MiniZinc Mar-
riott e Stuckey [2015]; Community [2015]. Esta é orientada a modelos matemadticos com elevada
grau de abstracdo e clareza de implementacdo. Atualmente o MiniZinc tem sido utilizado em dreas
tais como a Programacio por Restri¢des (PR), Otimizacdo Combinatdria e Pesquisa Operacional.
Quanto ao MiniZinc, um de seus destaques € a elegancia de sua modelagem, cuja natureza declara-
tiva é complementada por expressdes matemadticas, representando as restricdes do problema dentro
de um dominio de valores.

Assim, este artigo a biblioteca desenvolvida para grafos € ilustrada em dois casos de uso:
a verificacdo se um grafo é completo ou nfo, construindo um predicado booleano; e uma fung¢do
de implementacdo para clique-k. O algoritmo do clique-k foi explorado com alguns benchmarks,
afim de exibir seu desempenho haja visto que uma otimizacdo foi requerida: encontrar o clique
maximo. Este problema é pertence a classe NP-dificil, os quais sdo os mais dificeis da classe dos
NP-completos Papadimitriou [1994]; Sipser [2012].

A estrutura desta biblioteca segue os padrdes da linguagem MiniZinc, dispdem de exem-
plos de uso, etc. Esta encontra-se disponivel no sitio da referéncia: de Sa e Filho [2016].

Como trabalhos futuros e encaminhamentos, tem-se:

e Realizar testes massivos para avaliar seu desempenho e contorno das especificagdes;

e Aprimorar algumas estruturas internas, como por exemplo: trocar as estruturas sets por ar-
rays. Embora sets apresente muitas facilidades, a mesma nem sempre é compativel com
alguns solvers;

e Disponibiliza-la nas futuras distribui¢des do MiniZinc. Encontra-se em avaliacio pela comu-
nidade do MiniZinc;
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