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RESUMO

Neste trabalho analisamos uma regularizacdo do tipo Tikhonov para o Problema de
Equilibrio (EP) em espagos de Banach reflexivos. Consideramos o caso da bifun¢@o ser mondtona
e o caso de ser pseudomondtona. Estendemos, para espacos de Banach reflexivo, os resultados
obtidos em espacos de Hilbert em [Oliveira et al., 2013]. O mais relevante desses resultados cor-
responde a equivaléncia da limitagdo da sequéncia gerada pelo problema regularizado e a existéncia
de solucao do problema original. Por outro lado, nés provamos que essa sequéncia converge fraca-
mente a uma solugdo do problema. Finalmente, apresentamos um exemplo de uma funcio regula-
rizada que satisfaz as hipdteses em um espaco de Banach reflexivo préprio.

PALAVRAS CHAVE. Regularizacao do tipo Tikhonov, problema de equilibrio, resultados de
existéncia, bifuncao convexa, espacos de Banach reflexivo

Tépico: Programacao Matematica

ABSTRACT

In this work we analyse a Tikhonov-type regularization for the Equilibrium Problem (EP)
in reflexive Banach spaces. We consider the case where the bifunction is monotone and the case
where it is pseudomonotone. We extend, for reflexive Banach spaces, the results obtained in Hilbert
spaces in [Oliveira et al., 2013]. The most relevant of these results is related to the equivalence
between the boundedness of the sequence generated by the regularized problem and the existence of
solution of the original problem. On the other hand, we proof that the sequence converges weakly to
a solution of the problem. Finally, we present an example of a regularized function which satisfies
the assumptions in a proper reflexive Banach space.

KEYWORDS. Tikhonov-type regularization, equilibrium problem, existence results, convex
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1. Introducao

Seja X um espago de Banach reflexivo e X ™ seu dual topoldgico. Se z* € X*ex € X,
o produto de dualidade e norma sdo denotados respectivamente por (z*,z) e ||-||. Seja K um
subconjunto fechado e convexo de X e seja f : K x K — R uma bifun¢do de equilibrio, isto &,
f(z,z) =0, Vx € K. O problema de equilibrio (EP), consiste em

encontrar € K, tal que
EP(.K) { f(@,y) >0,Vy € K. (b

Denotamos o conjunto solugéo do problema de equilibrio EP(f, K) por S(f, K).

O problema de equilibrio contém, como casos particulares, problemas de otimizag¢ao con-
vexa, de complementaridade, de desigualdades variacionais, de equilibrio de Nash, de ponto fixo,
etc., veja, e. g., [Alleche et al., 2015], [Bigi et al., 2012], [Blum e Oettli, 1994], [Fan, 1972],
[Tusem et al., 2009], [Iusem e Sosa, 2003] e suas referéncias.

No presente trabalho, um esquema do tipo Tykhonov € proposto para resolver problemas
de equilibrio. O seguinte problema regularizado é considerado:

Encontrar & € K tal que

H(@y) = f(Z,y) +79(Z,y) 20 VyeK, (1.2)
onde v > 0, g € uma bifuncao de equilibrio fortemente mondtona em K, e satisfaz a condi¢do

<400 Vzxe K. (1.3)
lyll—+oo 1Y — ||

Neste trabalho, estendemos os resultados dados em espagos de Hilbert e de dimensdo finita de
[Hung e Muu, 2011] e [Oliveira et al., 2013] para espacos de Banach reflexivos. Sob hipéteses
usuais, mostramos a existéncia de solucdo de (1.2), quando f é monétona. Para o caso pseudo-
mondtono, assumimos hipdteses consideradas na literatura para provar a existéncia de solucio e
a relacdo entre a limitagdo da sequéncia e o conjunto solucdo. Além disso, provamos que toda a
sequéncia converge fracamente para a solu¢do do problema de equilibrio. Um exemplo no espago
de Banach reflexivo que nao é Hilbert é fornecido.

Na primeira secdo, apresentamos algumas defini¢des, notacdes e resultados que serdo
usados no trabalho. Em seguida, definimos a regularizacdo do tipo Tikhonov para problemas de
equilibrio, estabelecemos a existéncia de solug¢do de (1.2) para o caso monétono, €, mostramos a
relacdo entre a existéncia de solugdo e a limitacdo da sequéncia gerada. Na dltima secdo, considera-
mos, sob hipdteses razodveis, o caso ndo mondtono. Mostramos que, se o conjunto solucao for ndo
vazio, toda a sequéncia converge fracamente para a solucdo do problema de equilibrio, além disso,
exibimos um exemplo no espaco de Banach reflexivo.

2. Preliminares
Nesta secdo apresentamos conceitos e propriedades em espacos de Banach. Também
adaptamos algumas propriedades da literatura que vamos usar ao longo deste trabalho.

Definicao 1 Uma bifuncdo i) : K x K — R é chamada de:
(i) Fortemente mondtona em K com modulo B > 0, se,

U(z,y) +¥(y,z) < —Bllz —y|> Vr,y€ K.
(ii) Monotona em K, se,

U(x,y) +¢(y, ) <0, Vr,ye K.
(iii) Pseudomonotona em K, se,

Vae,y € K, p(x,y) > 0= (y,z) <O0.

Note que (1) = (ii) = (iii).
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Notacfio 1 Denotamos por z* — x, a convergéncia fraca de {z*} para x, ou seja, para cada
¥ e X¥, <l‘*,$k> — (x*, x), quando k — +o0.

Definicao 2 Uma funcdo p : K — R é fracamente semicontinua superior em x € K, se, para
toda sequéncia {z*} C K tal que ¥ — x (k — +00), tivermos

lim sup (z*) < o(z).

k—+o00
A fungdo é chamada de fracamente semicontinua superior, se ela é fracamente semicontinua supe-
rior em cada ponto T € K.

Definicao 3 Uma funcdo ¢ : K — R é fracamente semicontinua inferior em x € K, se, para
toda sequéncia{z*} C K tal que 2* — x (k — +00), tivermos

lim inf o(2%) > p(z).

k—+o00
A funcgdo é chamada de fracamente semicontinua inferior, se ela é fracamente semicontinua inferior
em cada ponto x € K.

O seguinte lema, sera util para provar a existéncia de solugdo do problema regularizado, quando f
€ pseudomondtona.

Lema 1 (Lema FKKM, [Fan, 1972]) Sejam E um espaco vetorial real topolégico de Haussdorff,
A um subconjunto ndo vazio de F e T : A = E um operador ponto conjunto que satisfaz:

(i) T'(a) é fechado, Va € A;

(it) da € A tal que, T(a) é compacto;

(iii) Para todo subconjunto finito {a1, - - - ,a,} C A, temos, conv{ay,--- ,ap} C U_; T'(a;).

Entdo (\,e4 T(a) # 0.

A seguinte propriedade foi estabelecida em [Iusem, 2011], quando a bifuncdo é definida em todo o
espaco X.

Lema 2 Sejam B e K subconjuntos fechados e convexos de X. Considere as fungdes f(x,-) :
K — R convexa, para todo x € K, satisfazendo f(x,z) =0,Vx € K, e, h : K — R convexa.
(i) Se T minimiza h em K N B e T pertence ao interior de B, entdo & minimiza h em K.

(ii) Se T resolve o problema EP(f, K N B) e T pertence ao interior de B, entdo T resolve
o problema EP(f, K).

Demonstracao: (i) Se  minimiza h em KN B, entdo h(z) < h(z), Vz € KNB. Queremos mostrar
que h(z) < h(y), Yy € K. Suponha, por absurdo que, existe um y € K tal que h(y) < h(Z). Isso
implica y # Z.

K € um conjunto convexo e h é uma fungdo convexa, logo ty + (1 — t)z € K, Vt €
(0,1) e, ja que T pertence ao interior de B, existe um ¢ > 0 tal que, V¢ € (0,¢/ ||y — Z||), temos
ty+ (1—t)z € Be

h(ty+ (1 —t)z) <th(y) + (1 —t)h(Z) < th(Z) + (1 — t)h(Z)

Isso contradiz o fato que z minimiza h em K N B. Portanto h(Z) < h(y), Yy € K.
(i) Se T resolve o problema EP(f, K N B), entdo

f(z,y) >0, VYye KNB.
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Defina h : K — Rpor h(y) = f(z,y) (y € K). Note que
h(y) = f(z,y) > 0= f(z,Z) = h(z), VYye KNB.

Isto €,  minimiza h em K N B. Como, por hipétese h é uma fungdo convexa e T pertence ao
interior de B. Podemos aplicar o item (i) para obter que * minimiza h em K. Logo

h(y) > hz), Vye€K,

isto é,
f(@,y) =h(y) > hz) = f(z,2) =0, Vy€EK.

Portanto, podemos concluir que  resolve o problema EP(f, K). O

Proposicao 1 ( [Brézis, 2011], pg. 69) Suponha que X é um espaco de Banach reflexivo e seja
{x*} uma sequéncia limitada em X. Entdo existe uma subsequéncia {x*i} de {x*} que converge
na topologia fraca.

Proposicao 2 ( [Brézis, 2011], pg. 71) Seja X um espaco de Banach reflexivo. Seja C' C X um
subconjunto fechado, limitado e convexo de X. Entdo C' é fracamente compacto.

Proposicao 3 ( [Pascalli e Sburlan, 1979], pg. 5) Seja X um espaco de Banach e H : X —
R U {400} uma funcdo propria, convexa e semicontinua inferior. Se v € int(dom(H)), entdo

OH (z0) # 0.

Corolario 1 Seja X um espaco de Banach reflexivo, K C X um conjunto convexo fechado tal
que in(K) # 0 e h : K — R uma funcdo convexa, fracamente semicontinua inferior. Entdo
Oh(xo) # 0, para todo x € int(K).

Demonstracdo: Defina H : X — RU {+oo} por H(z) = h(z),se z € K e H(z) = +00, se
x € X\K. Entdo H & prépria, pois dom(H) = K D int(K) # (. H é convexa e semicontinua
inferior, pois h € convexa, fracamente semicontinua inferior e K é convexo fechado. Se zy €
int(K), entdo x¢ € int(dom(H)). Pela proposicdo 3 e pela definicdo de H, Oh(zg) = OH (xg) # 0.
O

3. Uma Regularizacao do Tipo Tikhonov para o Problema de Equilibrio
Para o problema EP(f, K), consideramos a seguinte bifungdo regularizada f, : K x
K —R:

fy(av,y):f(x,y)—kvg(x,y), (31)

ondey > 0eg: K x K — R é uma bifun¢gdo de equilibrio fortemente mondtona de médulo
B > 0. Vejaque fy(z,z) =0Vz € K.

Algumas das seguintes hipéteses serdo consideradas para f ou g. Sejay : K x K — R uma
bifunc¢do de equilibrio.

(BO) int(K) # 0.

(B1) ¢(-,y) : K — R é fracamente semicontinua superior para todo y € K.

(B2) ¢(x,-) : K — R é convexa e fracamente semicontinua inferior para todo = € K.
(B3) v ¢é fortemente monétona de médulo 8 > 0.

(B4) lim sup M <400 VzeK.
lyll——+oo Iy — |
(B5) Para toda sequéncia {z"} C K com lim, ,; [|2"| = +oo, existem u € K e

no € N tais que (2", u) < 0, Vn > ng.
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Lema 3 Sejam f e g bifungées de equilibrio satisfazendo Bl e B2. Entdo ¥y > 0, a bifungdo f-
satisfaz Bl e B2.

Demonstracao: Dadoy > 0ez,y € K.

i) E consequéncia imediata da propriedade de limite superior da soma de fungdes.

ii) Resulta das propriedades de soma de fun¢des convexas e limite inferior da soma de
funcoes. O

Teorema 1 ( [Iusem et al., 2009], Teorema 4.3) Seja) : K x K — R uma bifuncdo de equilibrio.
Suponha que 1 é pseudomondtona, satisfazendo Bl, B2 e B5, entdo S(v, K) # (.

Lema 4 Suponha que f é uma bifuncdo de equilibrio mondtona e g é uma bifungdo de equilibrio
fortemente mondtona de modulos 3 > 0. Entdo f. é fortemente mondtona de modulo 3 > 0.

Demonstracao: Sejam z,y € K e~ > 0.

(@ y) + [y, @) = f(z,y) +vg(z,9) + fy, 2) +v9(y, 2) =
= f(z,y) + f(y,2) +v(9(z,y) + 9(y,2)) =
<0—98z—yl*.

Assim, f., é fortemente mondétona de médulo /3, em particular, monétona. O

Lema 5 Supondo B0 e assumindo que f é mondtona satisfazendo Bl-B2 e g satisfazendo Bl, B2 e
B3. Entdo f., satisfaz BS.

Demonstracdo: Seja {z"} C K uma sequéncia tal que ||z"| — +oo. Queremos mostrar que
Ju € K and ng € Ntal que f, (2", u) < 0, Vn > ng. Por hipétese, int(K) # (). Seja u € int(K).
Pelo lema 4, temos que f,, é fortemente mondétona de médulo 73, isto €,

P w) + fy (u,2") < =y l|la" — ul|?.
Logo
F@"u) < = fy(u, ™) — B 2" —ul®.
A partir de agora, defina h : K — R por h(y) = f,(u,y). Entdo
fr(@"u) < —h(a") = 7B [la" = ul|*. (3.2)

Como u € int(K) e por B2, pelo coroldrio 1, obtemos que dh(u) # (). Portanto, existe z* € Oh(u).
Assim, (z*, 2" —u) < h(z™) — h(u).

—h(z") < (2% u—2") = h(u) < |2 |lu = =[] = h(u) (3.3)
Usando o fato que h(u) = f,(u,u) = 0, as desigualdades (3.2) e (3.3), temos

fr(@™ u) < —h(z") =48 |la" — ul?

125w = 2™ =B [J2" —u

= 2" —ull (I} = v8 =" — ull ). (3.4)

IAIA

2
I

Passando ao limite quando ||z"|| — 400, concluimos que lirf (@™ u) = —oc.
n—-—+0oo

Portanto, existe um ng € N, tal que f,(z",u) < 0, para todo n suficientemente grande.
Assim, podemos concluir que a hipétese B5 € satisfeita. g
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Teorema 2 Supondo B0, assumindo que f satisfaz Bl, B2 e monotonicidade, e g satisfaz Bl, B2 e
B3. Entdo, para qualquer v > 0, EP( f-, K) possui solugdo iinica, denotada por (7).

Demonstracao: Pelo lema 3, f, satisfaz B1 e B2, o lema 4 garante que f., € monétona e pelo lema
5, temos que f, satisfaz B5. Aplicando o teorema 1 para f,, concluimos que S(f., K) # (.
Para mostrar que a solugdo ¢ tinica, suponha que & e Z sdo solugdes de £ P(f,, K). Segue

que:
< fy (@ 2) +79(2, 2) (3.5)
0 < f4(2,2) +79(2,7) (3.6)
Somando (3.5) e (3.6), obtemos
0 < f(8,8) + f(%,8) +1(g(2.5) + 9(2,2)) <052 - 2] <0. (3.7)
Portanto, & = 7. U

Consideramos uma sequéncia de pardmetros de regularizagdo {7} e construimos uma
Anci = k1 .
sequéncia de solucdes {z"} := {z(v)} C K, do problema

encontrar () € K, tal que
Fu (@) y) = (), y) +mg(z(w),y) = 0,Vy € K,

Abaixo, mostraremos o principal resultado para o caso monétono.

BP0 1) G9)

Teorema 3 Suponha que f é mondtona satisfazendo as condicdes B1-B2 e g satisfazendo B1-B4.
Se {xk} é uma sequéncia de solugdes dos problemas EP(f.,,K) e v, — 0, entdo as seguintes
sentengas sdo equivalentes:

(i) A sequéncia {x*} é limitada.

(ii) O conjunto solugcdo S(f, K) é ndo vazio.

Demonstracao: A sequéncia esta bem definida pelo teorema 2. Suponha que a sequéncia
{z*} ¢ K é limitada. Dado que X é um espaco de Banach reflexivo, pela proposicio 1, temos
que existe {7} C {2*} tal que 2% — Z (j — +00). O conjunto K ¢é fechado e convexo, logo
fracamente fechado, logo z € K. Temos que

kaj(l’kjvy) >0, VyelkK.

Assim, 0 < fﬁ,kj (xFi y) = f(ak,y) + vkjg(:rki,y). Passando ao limite, obtemos

0 <lim sup[f(a:kj,y) + ’ijg(likjay)]

Jj—+oo
< limsup f(z*,y) + limsup *ykjg(xkj Y)- (3.9
Jj—+oo Jj—+oo

Como v, — 0, f e g satisfazem B1, segue que f(z,y) > 0, Vy € K. Portanto S(f, K) € ndo
vazio.
Reciprocamente, suponha que S(f, K) # (). Seja {z"} uma sequéncia de solugdes de
EP(fy,K)ex € S(f, K), entdo
0 < fr (2", 2) = f(2¥,2) + mo(a®,2) e
0< f(z,2").

Somando ambas as desigualdades e usando a monotonicidade de f, temos

0< f(@*,2) + f(2,2%) + 1g(2", ) < wg(a®, )
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Logo g(z*,z) > 0, portanto

o 4) < g(z,2) + (o, 7) < = ot — 2]

entao,
L <o
[|z* — :vll_

isto é,
g(z, "
- = p et -]
JoF — 2]

Como g é uma bifun¢io monétona e g(z*, z) > 0, segue que

lg(z,2%)|  g(z,a" 5” _””H
% — 2] k- xH -

Suponha que a sequéncia {2*} seja ilimitada. Neste caso, existe {z*/} C {2*} tal que H:ckﬁ H —
400, logo
— k]
lim sup M > limsup 8 kaﬂ — iH = +o0.
J—+oo Hx 7 —HTH Jj—+o0

Uma contradi¢io com B4. Portanto a sequéncia {2*} é limitada.
O

4. Caso Nao Monotono

No caso em que f é mondtona, o problema perturbado £ P( f,, , K') é fortemente monétono.

Logo EP(f,,, K) possui solugdo tinica. Quando f é pseudomondétona, o problema regularizado
pode nio ser fortemente monétono, nem mesmo pseudomondtono. A partir de agora, K, denotara
a interse¢do de K com a bola B(0,n) de raio n com centro na origem. Note que K, é convexo,
fracamente fechado e limitado, porque esta contido em B(0, n), portanto é fracamente compacto
pela proposicao 2.

O préximo lema estende o lema 3.1 de [Oliveira et al., 2013], de espacos de Hilbert para
espacos de Banach reflexivos. Observe que, na hipétese do lema pedimos a convexidade, mas na
prova precisamos apenas que conjunto {y € K; f,(z,y) < 0} seja convexo Vz € K, em vez da
convexidade de f,(z, -). Este lema pode ser uma importante ferramenta para trabalhos futuros. Note
também que ndo € usada a monotonicidade das bifungdes, além disso, é possivel usar o seguinte
lema, para provar a existéncia de solu¢do do problema regularizado quando K ¢é limitado.

Lema 6 Suponha que f e g satisfazem Bl e B2. Entdo, para cada v > 0, existe T € K, tal que
f(Z,y) >0, para todo y € Ky,

Demonstracio: Pelo lema 3, f, satisfaz B1 e B2. Fixe v > 0 e n € N. Defina T}, : K,, = X por

To(y) :={z € Ky : fy(x,y) > 0}.

Mostraremos que 7, satisfaz as hipéteses do lema 1. Usaremos aqui o fato que X é um espago de
Banach reflexivo com a topologia fraca, que certamente o torna um espago vetorial topoldgico de
Haussdorff. Para isso, sejay € K, e {x*} C T}, (y) uma sequéncia tal que ¥ — 7. Se 2* € T},(y),
Vk € N, temos f,(z*,y) > 0. Usando B1, obtemos que Z € T, (y), logo T,,(y) é fracamente
fechado e verifica (i) do lema 1. Agora, se yo € K, T,(yo) C K. Como T),(yo) é fracamente
fechado e limitado, usando a proposicéo 2, temos que T, (yo) é fracamente compacto. Assim, T,
satisfaz (ii). Para o item (iii), suponha por absurdo que, existe um subconjunto finito {y1,- -, y,}
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de K, e yo € conv{y, - ,y,} tal que yo & U_; T0.(vi), logo, yo ¢ {z € Ky; fy(z,y;) > 0},
Viel, (I, :={1,---,p}). = fy(vo,u:) <0, Vi E I, = yi € {y € Kpn; fy(y0,y) < 0}. Como
f~(yo, -) é convexa, o conjunto {y € Ky; f+(yo,y) < 0} é convexo, logo

conv{y1, -+ ,yp} C {y € Kpn: fy(y0,y) <0}

Usando o fato que yo € conv{yi,---,yp}, segue que f,(yo,y0) < 0, absurdo. Portanto (iii) é
satisfeita. Pelo lema 3,
m To(y) # 0
yeKn
Logo, existe T € K, tal que f,(Z,y) > 0, Vy € K,,. O

No seguinte teorema, mostraremos que S( f, /') é nao vazio quando f é pseudomonétona.

Teorema 4 Suponha que f satisfaz Bl, B2 e B5, e g satisfaz B1-B4. Entdo, para todo v > 0,
S(fy, K) é nao vazio.

Demonstracao: Sejay > 0. Pelo lema 3, f, satisfaz B1-B2. Vamos provar que f., satisfaz BS. De
fato, seja {#"} C K uma sequéncia tal que lirf |z"|| = +o0 e u € K. Temos,
n—-+00

(@™ u) = f(z", u) + vg(x",u)
< f(a™u) — vg(u, ™) — B 2" — ul?

g(u,z")
= ")+l = ull | TR B )
g(u,x
< s+ ot~ [ ES T = g an . @
Passando ao limite em (4.1) com n — 400 e usando B4, temos que lim sup ——— lg(u, 2")] < +o00;

n—+o0 Hl‘”— |
usando B5, temos que existe um ng € N tal que f(2",u) < 0. Logo fy(z",u) < 0, Vn > ny.

Assim, para cada y > 0, temos que f satisfaz BS.

Pelo lema 6, existe 2" € K, tal que f,(z",u) > 0 para todo y € K, logo ™ resolve o
problema EP(f,, K,). Agora, analisaremos dois casos:

(i) Existe n € N tal que ||z"|| < n. Neste caso, 2" € int(B(0,n)), e pelo lema 6, 2"
resolve o problema EP(f,, K,) = EP(v, K, N B(0,n)). Pelo item (ii) do lema 2, segue que x"
resolve o problema EP(f., K).

(i) ||=™|] — +oc. Neste caso, B5 garante a existéncia de um v € K and ng € N tal que

f(a",u) <0, Vn > ng. 4.2)

Tome 7 > ng tal que ||ul| < n. Entdo u € K N B(0,n) = K5 e, como x™ resolve o
problema EP(f,, Ky), segue que

fy (@™, u) > 0. 4.3)
Comparando (4.2) e (4.3), obtemos i
fy(a", u) = 0. 4.4)
De (4.4), temos ) )
f’}’(xn’u) :OS f’y(l‘nay)? \V/yGK* (45)

Seja h : K — R uma fungdo convexa, definida como h(y) = f (2™, y). Jaqueu € KNB(0,7) =
Kp, por (4.5), w minimiza h em K5. Como |ju|| < 7, u € 1ntB(O n). Segue do item (i) do lema 2
que w minimiza h em K. Segue de (4.4) que:

0= fy(z" u) = h(u) < h(y) = f,(="y), VyeK. (4.6)
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Pela desigualdade (4.6), concluimos que 2" resolve o problema EP(f,, K).
O
No préximo teorema, estabelecemos nosso principal resultado para o caso pseudomondtono.

Teorema 5 Suponha que f é pseudomondtona e satisfaz Bl, B2 e BS, e g satisfaz Bl - B4. Se {z*}
é uma sequéncia de solugoes de (3.8) e vy, — 0, entdo as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(i) A sequéncia {x*} ¢é limitada.
(ii) O conjunto solugcdo S(f, K) é ndo vazio.

Demonstracio: Aplicando o teorema 4 com y = ~y;, para cada k € N, que a sequéncia {z*} estd
bem definida. Supondo (i) , a limitacio da sequéncia {#*} € K C X e o fato que X é um espaco
de Banach reflexivo, implicam que, deve existir uma subsequéncia {z¥/} C {z*} convergindo
fracamente para = € K.

Como f(-,y) e g(+,y) satisfazem B1 e usando que v, — 0, obtemos

0 < limsup f,, (¢, y) = limsup[f(z", y) + 1, 9(z", )]
j—r+oo J—r+oo

< limsup f(z*, y) + limsup (2", y)

Jj—+oo Jj——+oo

< f(z,y) WyeK. @.7)

De (4.7), temos que Z é solugdo de EP(f, K), logo S(f, K) # 0.
Agora, assumindo (ii). Tome Z € S(f, K'). Mostraremos que a sequéncia {z*} é limitada.
Ja que 2% € S(f,,, K), temos:

f(@,2") >0 e f,(a*z)>0. (4.8)
De (4.8) temos que f (2", Z) < 0, pois f é pseudomonétona. Note que:

De (4.9) obtemos que g(z*,z) > 0. Usando B3, temos
k k k 2
g(z",7) + g(z,2") < —5”:6 —jH ) (4.10)

Como g(z*,z) > 0, segue de (4.10) que ¢(z,z") < —p H:::’€ - :EHQ
A conclusio de que {z*} ¢ limitada é obtida usando o mesmo argumento da prova da
segunda parte do teorema 2.
O

Teorema 6 Sob as mesmas hipdteses do teorema 5, se S(f, K) # 0 e v — 0, entdo a sequéncia
{a*} € S(f,, K) é fracamente convergente para a solugdo do problema EP(f, K), que por sua
vez, € unica solug¢do do problema:

{ Encontrar 1 € S(f,K), tal que, 4.11)

g(&,y) >0, VyeS(f K)

Demonstracdo: Se o conjunto solugdo S(f, K) é ndo vazio, o teorema 5 garante que a sequéncia
{x*} é limitada. Portanto existe pelo menos um valor de aderéncia fraco. Seja Z um valor de
aderéncia fraco de {z*}, entdo existe {z%/} C {2*} tal que 2% — Z (j — +00). Pelo teorema 5,
z € S(f, K). Temos

f(xkjaz) + p)/kjg(xkj7z) Z 07 Vz € K,Vj cN. (412)
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Sejax € S(f, K), entdo
f(z,2%) >0, pois 2" e K.
Pela pseudomonotonicidade de f, obtemos
f(a",z) <0, (4.13)
mas z € K, portanto, por (4.12):
F(@™, @) + i, g(ab, ) > 0.
Logo, pela equacdo (4.13), ’ijg(:vkj,:c) > —f(z%,2) > 0. Assim,

g(z¥,2) >0, jeN

= 0 < limsup g(z", ) < g(z, 2)
Jj—+oo

= I resolve :

Encontrar & € S(f, K), tal que, 4.14)
9(2,2) 20, VzeS(f K) '
Para mostrar que a solucdo € tnica, suponha que Z e & sdo solugdes do problema. Segue que:
g(,%) >0 (4.15)
9(2,7) 20 (4.16)

Somando (4.15) e (4.16), obtemos
0<g(#,7) +g(& &) < B2 —|° <0,

Portanto, & = Z, isto é, todo valor de aderéncia fraco de {:1:’C } é solucdo de (4.14), assim, concluimos
que toda a sequéncia é fracamente convergente para a solugéo do problema de equilibrio EP(f, K).
g

4.1. Exemplo
O préximo teorema pode ser encontrado em [Kien, 2002]. E importante para fornecer

um exemplo no espago [P(N). Ressaltamos que LP (€2, 1) = IP(N), se considerarmos 2 = Ne p a
medida de contagem em P(N). Para cada = € X, a aplicagdo dualidade é definida por:

Tp(a) = {a* € X*; (%, 2) = |l |l2*], [l*]| = |l=["~}.

Teorema 7 Suponha que X = LP(Q, p), p € (1,+00). Entdo valem as seguintes propriedades:
(a) Se 1 < p < 2, entdo <J () = Jp(y),xz —y) > _41 |z — y||?, para todo z,y € X.
(b) Se p > 2, entdo (Jy(x) — Jp(y),x —y) > p221p |l =yl , para todo z,y € X.

Exemplo 1 Consideramosp € (1,400), X := IP(N), K := {(&,)nen € P(N); &, € [0,+00),Vn €
N}. Defina f,g : K x K — R por f(z,y) = (F(z),y —z) e g(x,y) = (Jp(z),y — x), onde
Jp : IP(N) — I9(N) ¢ a aplicagdo dualidade, q satisfaz 1/p+1/q = 1 e F : IP(N) — [9(N) ¢
definida por F(x) = e1 /(1 + ||z|},). Veja que g satisfaz B4, pois,

9z, 9)| _ [{p(@)yy —2) [ _ [ Jp@)] lly — «|
ly — ] ly—zll = lly—<l

< [[Jp(@)]-
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Logo

< || Jp(z)]| < +00.
lyl—+o0 1Y — 2| b

Para ver que f satisfaz BS, seja {x"} C K uma sequéncia tal que ||z"| — 400 (n — +00). Tome
u=(0,1,0,0,---) € K. Entdo

fl@"u) = =2 /(1+ |2"|5) <0 ¥neN.

Sabemos que [P(N) é um espaco uniformemente convexo, logo J é uniformemente continua em
cada subconjunto limitado de P(N). Portanto g satisfaz Bl. Para mostrar que g satisfaz B3,
sejam x,y € K. g(z,y) + g(y,z) = (Jp(z) — Jp(y),y — ), e, pelo teorema acima, temos
(Jp(z) — Jp(y),y —x) < =Bz —y||", onde B = (p—1)/64er =2sep € (1,2], B =1/p?2r~1
er =p,sep € [2,+00).
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