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RESUMO

A conectividade algébrica é uma medida muito abordada na Teoria Espectral de Grafos,
pois esta relacionada com diversas invariantes do grafo como, por exemplo, corte maximal,
conectividade de vértices, robustez da rede, entre outros. A confiabilidade de uma rede representa
a capacidade da rede permanecer conexa apds a falha de alguns de seus vértices e/ou arestas. Por
isso, a confiabilidade é uma medida importante para diversos casos reais, como redes de transporte,
transmissdo de energia e comunicacdo. Embora a conectividade algébrica, um pardmetro
deterministico, e a confiabilidade, que é um parametro probabilistico, tenham conceitos que se
relacionam, a literatura carece de abordagens que associe ambos. Este trabalho tem como objetivo
avaliar o incremento obtido na conectividade algébrica e na confiabilidade de redes a partir da
insercdo de arestas. Para isso, é avaliada a estratégia de insercéo de arestas com base no vetor de
Fiedler.

PALAVRAS CHAVE. Conectividade algébrica, confiabilidade de redes, vetor de Fiedler.
Topicos: Teoria Espectral dos Grafos; Confiabilidade de Redes

ABSTRACT

Algebraic connectivity is a large discussed measure in Spectral Graph Theory, since it is
related to several graph’s invariants, such as maximal cut, vertex connectivity, network robustness
and others. The network reliability represents the capability of the network to remain connected
since its vertices and/or edges are subjected to failure. Therefore, the reliability is an important
measure for many real cases, such as transport networks, energy transmission and communication.
Although the algebraic connectivity, a deterministic parameter, and the reliability, which is a
probabilistic parameter, have related definitions, the literature lacks studies when relating both.
This paper aims to evaluate the increase in algebraic connectivity and reliability of network by the
insertion of edges. In order to achieve this, we use the strategy of inserting edges based on the
Fiedler vector.

KEYWORDS. Algebraic connectivity. Reliability of Networks. Fiedler vector.
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1. Introducéo

A Teoria Espectral dos Grafos (TEG) teve inicio com o trabalho de Huckel em 1931,
relacionado com a quimica quantica e posteriormente com a tese de doutorado de Cvetkovic, no
inicio da década de 1970. O recente crescimento deste tema se deve a ampla capacidade de grafos
modelarem problemas reais relacionados a redes, sejam eles na area da biologia, fisica, engenharia,
redes sociais, logistica, entre outros. Um importante pardmetro estudado na TEG é a conectividade
algébrica, relacionado por muitos autores com a robustez da rede, como pode ver visto em
[Nagarajan et al. 2015], [Alenazi et al. 2014], [Oliveira et al. 2012], entre outros, uma vez que essa
medida é relacionada com a conectividade de vertices e de arestas de um grafo, vide [Fiedler 1973].
Todos estes trabalhos citados buscam aumentar a conectividade algébrica de grafos de formas
variadas, como por exemplo, através do desenvolvimento de heuristicas para inser¢éo de arestas
ou através de parametros topoldgicos do grafo, com o objetivo de tornar a rede mais robusta. No
entanto, hd uma escassez na literatura da definicdo e formalizacdo do conceito de robustez, como
invariante do grafo, bem como s@o encontrados poucos trabalhos que mostram uma relagdo
matematica explicita entre robustez e conectividade algébrica, sendo essa relagdo muitas vezes
tratada de forma intuitiva, porém pouco explorada do ponto de vista tedrico. Em [Chvatal 1972],
por exemplo, encontra-se a defini¢do do parametro denominado pelo autor de toughness, porém a
literatura ainda carece de referéncias sobre robustness. Por outro lado, existe um conceito que pode
estar diretamente relacionado com a robustez da rede, mas cuja relacdo com a conectividade
algébrica é pouco abordada na literatura. Este conceito é a confiabilidade da rede, definida como a
capacidade de uma rede permanecer conexa ap0s a falha de suas arestas e/ou vértices. Esta medida
tem ampla aplicabilidade pratica, uma vez que em diversas situacdes a capacidade de uma rede
permanecer conexa € essencial para o funcionamento de um sistema, como por exemplo em redes
logisticas ou redes de transmissdo de energia elétrica. Por isso, de forma semelhante a
conectividade algébrica, podem ser encontrados diversos trabalhos que visam o aumento da
confiabilidade de redes, por exemplo, pela inser¢do de arestas no grafo, como pode ser visto em
[Lyrae Oliveira 2011] e [Silva 2010]. Deste modo, uma vez que a conectividade algébrica é tratada
por muitos autores como um parametro relacionado com a robustez da rede e como a literatura
também apresenta o conceito de confiabilidade da rede, com ampla capacidade de aplicacdo
pratica, este trabalho tem como objetivo avaliar a variagdo que a confiabilidade da rede tem a partir
do uso de estratégias que visam o aumento da conectividade algébrica do grafo que modela a rede.
O desenvolvimento desta ideia se deve, em parte, ao trabalho de Jamakovic e Uhlig [Jamakovic e
Uhlig 20071, no qual os autores mostram que conforme o namero de vértices do grafo aumenta, a
conectividade algébrica tende a ficar distante da conectividade de arestas, que também é uma
medida relacionada com o quédo robusta uma rede €, o0 que é detalhado na Secdo 2. Nesse sentido,
desenvolvemos esse trabalho que tem como objetivo analisar se as estratégias de aumento da
conectividade algébrica também sdo boas estratégias para o incremento da confiabilidade de uma
rede. A importancia dessa analise se deve ao fato de que o célculo da confiabilidade da rede é um
problema NP-Hard, vide [Shpungin 2006]. Por isso, a obten¢do de uma forma de aumento da
confiabilidade da rede sem a necessidade de testar todas as possibilidades de insercdo de aresta é
importante para que o tomador de decisdo tenha respostas rdpidas e com baixo custo
computacional. Este trabalho est4 organizado em trés se¢fes. A Secdo 2 descreve conceitos basicos
da teoria dos grafos, teoria espectral dos grafos e confiabilidade de redes. A Secdo 3 descreve a
metodologia utilizada e o algoritmo implementado. Os resultados computacionais séo apresentados
da Secéo 4 e na Secéo 5 as conclusdes.

2. Preliminares

Nesta se¢do sdo apresentados 0s conceitos basicos para a compreensdo deste trabalho que
podem ser vistos em [Biggs 1993] e [Diestel 2000].
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2.1. Teoria dos Grafos e Teoria Espectral dos Grafos

Um grafo é uma estrutura G = (V, E), onde V é o conjunto discreto cujos elementos sdo
denominados de vértices ou nés e E € o conjunto de arestas de G, que representam as inter-relaces
entre os vértices. O numero de vértices do grafo é denotado por n = |V| e 0 nUmero de arestas por
m = e(G) = |E|. O grafo G é denominado orientado se existe uma orientacdo indicando o sentido
da aresta, caso contrério é denominado ndo-orientado. Se existirem duas ou mais arestas
conectando o mesmo par de vértices dizemos que elas sdo paralelas e se uma aresta envolver um
Unico vértice, ela é denominada laco. Um grafo ndo-orientado sem lagos e sem arestas paralelas é
denominado grafo simples e um grafo que possui pelo menos duas arestas paralelas é denominado
multigrafo. Neste trabalho, quando ndo mencionada tal distin¢do consideramos G um grafo
simples. Os veértices v; e v; sdo adjacentes se existe a aresta v;v; € E. O grau de um veértice v; €
V7, denotado por d(v;) é o numero de arestas ligadas diretamente a ele. A sequéncia de graus de
um grafo é dada por d(G) = (d(vy), ... ,d(v,)), onde d(vy) = -+ = d(v,). O grau minimo de
um grafo G, §(G), é definido como §(G) = d(v,) e o0 grau maximo, A(G), como A(G) = d(v,).
Um caminho em um grafo é uma sequéncia de arestas distintas que conectam uma sequéncia de
vértices distintos. O comprimento de um caminho é o nimero de arestas existente nele. Se existe
um caminho ligando qualquer par de vértices em G, dizemos que G é conexo. Caso contrério, G é
desconexo. Um vértice é denominado vértice de corte quando ao ser removido do grafo o torna
desconexo. Um grafo conexo sem ciclo é denominado arvore. A conectividade de arestas de G,
denotada por A(G), é o menor nimero de arestas que devem ser removidas para tornar o grafo
desconexo. De forma similar, a conectividade de vértices de G, denotada por k(G), € o menor
numero de vértices que ao serem removidos tornam G desconexo. Um conjunto de arestas corte de
cardinalidade A é um conjunto composto por A arestas tais que a sua remocao torna o grafo
desconexo. O nimero de todo os conjuntos de corte de arestas de cardinalidade A de G é denotado
por m, (G).

Um grafo G pode ser representado por diversas matrizes como, por exemplo: matriz de
adjacéncia, incidéncia, Laplaciana e Laplaciana sem sinal. A matriz de adjacéncia de um grafo G
com n Vértices, denotada por A(G) é uma matriz quadrada de ordem n, cujas entradas séo:

_ 1,seij € E;
% = {0, caso contrario’

Uma propriedade da matriz de adjacéncia é que a soma das entradas de cada linha é igual
ao grau do veértice correspondente a linha. A matriz Laplaciana de G, denotada por L(G), é uma
matriz simétrica definida por: L(G) = D(G) — A(G), onde D(G) é uma matriz diagonal cujos
elementos da diagonal principal sdo os graus dos vértices de G e A(G) sua matriz de adjacéncia.
Os autovalores de L(G) sdo denotados por ptq = =+ = py,—1 = U, = 0. Em[Merris 1994] e [Fiedler
1973] tem-se que L(G) é semidefinida positiva e que p,_; = 0 se, e somente se, G é desconexo.
O segundo menor autovalor, u,_; € conhecido como conectividade algébrica do grafo e denotado
por a(G) = un—_,. A conectividade algébrica é um invariante que desempenha um papel
importante na TEG e esta associado a outros invariantes importantes, como por exemplo,
conectividade de vértice e de aresta, nimero isoperimétrico e didmetro, corte maximal, niUmero
independente, dentre outros, como por ser visto em [Abreu 2007]. O autovetor associado a
conectividade algébrica é denominado vetor de Fiedler. O vetor de Fiedler € importante paraa TEG
e pode ser encontrado em diversas abordagens, tais como na clusterizagdo de grafos e
desenvolvimento de algoritmos para a criagdo de clusters e também em confiabilidade de redes,
vide [Wang e Mieghem 2008]. A Figura 1 apresenta o grafo G, sua matriz Laplaciana, sua
conectividade algébrica e o autovetor de Fiedler. O grafo G foi obtido da base de dados de redes
Topology Zoo e denominado GetNet [Topology Zoo 2017].
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a(G) = 0.66 vetor de Fiedler = (1, 0.33, —0.69, —2, 0.1, 0.61, 0.7)

Figura 1 — Grafo G, sua matriz Laplaciana, conectividade algébrica e vetor de Fiedler.

Uma propriedade importante sobre a(G) é sua relagdo com a conectividade de vértices e
de arestas de um grafo. De acordo com Fiedler, em [Fiedler 1973], tem-se que a(G) < k(G) <
A(G) < 5(G). Dai a importancia que a conectividade algébrica possui para a conexidade de um
grafo, uma vez que ela é limite inferior das conectividades de vértices e de arestas de G. Nesse
sentido, podem ser encontrados diversos trabalhos na literatura que relacionam a conectividade
algébrica com a robustez, como por exemplo [Chan e Akoglu 2015]. Um importante resultado
relacionado a conectividade algébrica é o Teorema do Entrelagamento, vide [Haemers 1995], que
trata da variacdo de a(G) a partir da insergdo de uma aresta no grafo. O grafo G + {e} é o grafo
obtido de G pela insergdo da aresta e.

Teorema 1: Seja G um grafo com n vértices e e € E. Entdo:
(G +e) = u(G) = = pn_2(G) = pin_1(G +e) = pyp_1(G) = pyp (G +e) = pup(G) =0

A importancia do Teorema 1 decorre que a partir dele tem-se um limite superior para o
aumento da conectividade algébrica de um grafo a partir da insercdo de uma aresta. De fato, ap6s
a insercdo de uma aresta em um grafo G, pelo Teorema 1 tem-se que u,_1(G) <
=a(G+e)=p-1(G+e) < u,_,(G). Porexemplo, considerando G da Figura 1 temos que seus
autovalores sdo 5.3, 4.3, 2.6, 2.1,0.88,0.66, 0 e, portanto, a conectividade algébricade G é a(G) =
0.66. Logo, 0.66 < a(G + e) < 0.88. Ao inserirmos em G por exemplo, a aresta v, v, tem-se que
a(G + vyvs) = 0.82.

2.2.Confiabilidade de Rede

A confiabilidade de uma rede é a probabilidade da rede permanecer conexa apoés a falha
de vértices e/ou arestas do grafo que a modela. Neste trabalho focaremos apenas no caso em que
as arestas sdo propensas a falha com a mesma probabilidade p e os vértices sdo perfeitamente
confidveis. As probabilidades de falha das arestas sdo consideradas independentes, isto é, a falha
de uma aresta ndo altera a probabilidade de falha das demais arestas do grafo. Kelmans, em
[Kelmans 1996], definiu a confiabilidade de uma rede pela seguinte expresséo:

P(G,p) = £iL3 my pi(1 — p)e@L. (1)
Observe que esta funcdo probabilistica envolve parametros deterministicos: a conectividade de
aresta, 1 = 1 (G), e o nimero de conjunto de cortes de arestas de cardinalidade i, m;(G). A funcdo
de ndo confiabilidade é dada pela seguinte expressao:
R(G,p) = 1— P(G,p) =1— {9 mpi(1—p)*@-L (2

De acordo com Shpungin, [Shpungin 2006], o calculo da confiabilidade é um problema
da classe NP-Hard, uma vez que exige o calculo de todos os m;, para todo A < i < e(G). Para
contornar esse problema € obtida uma aproximacdo de (2) através dos dois primeiros termos do

somatorio, para valores de p < 1/2, conforme mostrado em [Teixeira et al. 2014], dada pela
expressao
R(G,p)=1-P(G,p) = 1—-mp*(1—p)™* + myp™1(1—p)¥@~471 (3)
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Dada a rede GetNet apresentada na Figura 1, sua confiabilidade através da equacéo (3),
sabendo que para esta rede temos m; = 2 e m;,; = 17 e arbitrando p = 0,1 entdo R(G,0,1) =
0.81.

Como pode ser observado, o calculo da confiabilidade leva em consideracdo o parametro
da conectividade de aresta, A, a qual é limitada inferiormente pela conectividade algébrica, vide
[Fiedler 1973]. No entanto, de acordo com Jamakovic e Uhlig, [Jamakovic e Uhlig 2007], é
mostrado que a(G) tende a ficar significativamente distante de A(G), conforme n — co. Por isso,
a motivacdo do estudo em se analisar o quanto que a conectividade algébrica se distancia da
conectividade de aresta conforme o nimero de vértices aumenta e sendo a conectividade de aresta
um input para o calculo da confiabilidade da rede. Nesta linha, analisamos se as estratégias de
incremento de a(G) proporcionam um bom aumento de R(G, p).

3. Metodologia

Na literatura existem algumas estratégias para o aumento da confiabilidade de uma rede
através da insercdo de arestas. Dentre elas podemos destacar a realizada por Silva, [Silva 2010],
em sua tese de mestrado que fez alguns experimentos computacionais e observou que o melhor
incremento na confiabilidade ocorria na insercdo de uma aresta entre um vértice de menor grau e
um vértice com menores medidas de centralidade. No entanto, estas estratégias possuem, em
muitos casos reais, a desvantagem da necessidade de escolha entre diversas op¢fes, uma vez que
o grafo em estudo pode possuir mais de dois vértices com mesmo grau minimo e/ou com menores
medidas de centralidade. Por isso, optamos por introduzir nesse trabalho a estratégia do vetor de
Fiedler, apresentada por Wang e Mieghem, [Wang e Mieghem 2008]. Essa estratégia consiste na
insercdo de uma aresta entre os pares de vertices com maior diferenca em modulo de suas
respectivas entradas do vetor de Fiedler, denotada por a = |ul- — uj|, onde u; € u; séo as entradas
do vetor de Fiedler correspondentes aos vértices v; e v;. Estes autores mostraram que dado um

grafo G, a nova conectividade algébrica ap0s a inser¢do de uma aresta e, a(G + e), tem 0s seguintes
limitantes:

2
min {a(G) +

004 ]

s (@) — e | £ a6 +6) < mine + a6), -2 (),

onde u,,_, € o terceiro menor autovalor da matriz Laplaciana de G e o termo ¢ é obtido pela

- —2)2 1

expressdo € = % + (@ + B(2—a?*))z = 0,0onde B = p,_»(G) — a(G) = 0. Desta forma,

guando maior for @, menor sera &, 0 que tende a aumentar o limite inferior de a(G + e). Estas

relagdes podem ser exemplificadas pela rede GetNet exibida na Figura 1 inserindo a arestae =

vVs. Para esta rede, temos a(G) = 0.66, u,_,(G) = 0.88,0 vetor de Fiedler é (1,

0.33,—0.69,—2.06, 0.10, 0.61, 0.70). Desta forma, temos que § = 0.22, « = 0.27 €
022—-2  (0.22-2)2

1
> +0.22(2 — 0.27%))z = 0.21.

&

Portanto, 0.66 < a(G + v,vs) < 0.73.

Chan e Akoglu [Chan e Akoglu 2015] também langaram mé&o deste método com o objetivo de
aumentar a conectividade algébrica de grafos através da metodologia de edge rewire, isto é,
remocao de uma aresta e inclusdo de uma nova.

Definida a estratégia de inser¢do de arestas com o objetivo de aumentar a conectividade
algébrica a ser avaliada, selecionamos 30 redes obtidas da base de dados Topology Zoo. O Topology
Z00 é um projeto que visa levantar a topologia de redes ao redor do mundo e atualmente conta com
250 redes reais, apoiado pelo governo australiano e pela Universidade de Adelaide [Topology Zoo
2017]. Das 30 redes escolhidas tem-se 6 categorizadas como arvores e outras 24 ndo sendo arvore.
Para todos estes casos realizamos todas as inser¢des possiveis de arestas e para cada uma destas
novas redes geradas calculamos o valor da confiabilidade e da conectividade algébrica do novo
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grafo, conforme o pseudocodigo exibido a seguir. Em todos os casos, a probabilidade de falha de
arestas foi arbitréria e dada por p = 0.1.

Pseudocddigo 1: Rotina de insercdo de arestas e cdlculo da variacdo de pardmetros

Entrada: Grafo G, com n vértices e m arestas

1. Calcular a conectividade algébrica do grafo G - a(G)

2. Calcular o vetor de Fiedler do grafo G

3. Calcular a confiabilidade da rede modelada pelo grafo G - R(G, p)

4. Identificar todas as w possibilidades de insercdo de arestas (onde |w| = C;,, , — m)
5. Com k variando de 1 até w:

5.1. Inserir a aresta e, que liga os vértices v; e v;, tal que i # jVi,j=1,..,n

5.2. Calcular a conectividade algébrica a(G + ey)

5.3. Calcular a confiabilidade R((G + ey),p)

5.4. Calcular o aumento percentual da conectividade algébrica e da confiabilidade de (G + e;)
comrelacdo a G

5.5. Calcular a = |u; — ;]

5.6. Armazenar na matriz M o incremento percentual na conectividade algébrica, 0 aumento
percentual na confiabilidade e o valor de a para a ligagdo entre os vértices v; e v;

5.7. Remover a aresta e,

Saida: Aumento percentual na conectividade algébrica e na confiabilidade da rede através da
ligacdo entre os vértices v; e v; e respectivos a = |u; — ;]

A rotina apresentada no Pseudocddigo 1 foi implementada em Python, utilizando o
software matematico CoCalc, onde também foram realizados os calculos de autovalores,
autovetores e confiabilidade. O CoCalc pode ser acessado através do endereco www.cocalc.com.
A Tabela 1 apresenta as 30 redes obtidas no Topology Zoo, com seus nimeros de Vértices, n, e
arestas, m, € 0 nimero de conjuntos de corte de arestas de cardinalidade 1 e A + 1.

Tabela 1: Redes - Topology Zoo

Rede n|m\m;m; Rede n|m|\m;im; Rede nim m;|\m,.
Aarnet 19 | 22 | 6 | 131 |EEnet 13 | 13 [ 10| 78 |KAREN 25]28| 13 | 290
Abilene 11 | 14 | 11| 142 | Epoc 6 7 6 35 |KREONET|13|12|12 | 66
ATMnet 21 | 22 | 2 | 124 |ERNET 30 | 31 | 24| 450 | MARWAN |16|15| 15| 105
BBNplanet 27 | 28 | 17 | 344 |FUNET 25 | 30 | 3 | 134 |[NSF 13|14 3 | 56
BSONetwork | 18 | 23 | 7 | 139 |Gambia 28 | 28 |17 | 361 |PIONIER [36|39| 13 | 497
BT Europe 23 | 37 | 7 | 242 | GetNet 7 8 2 17 |Restena 19120 9 | 154
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L 3
’a,ﬂ*\n

Claranet 15 | 18 | 6 | 97 |GlobalNetRu 8 7 | 7| 21 |Rhnet 16(18| 5 | 100
Compuserve 15 | 31 | 3 | 53 |GRENA 16 | 15 | 15| 105 |RNP 31134 15| 429
DataXChange | 6 | 11 | 1 | 10 |ILAN 14 | 15 | 9 | 93 |T-lex 12113 8 | 70
EasyNet 19 | 24 | 6 | 134 |JGN2plus-Japan | 18 | 17 | 17| 136 |TWAREN |20]19|19 ] 171

A fim de exemplificar a rotina apresentada no Pseudocddigo 1, tomemos como exemplo a
rede GetNet, apresentada na Figura 1 da Secéo 2 mostrando apenas a primeira iteracao.

1) a(G) = 0.66
2) Vetor de Fiedler = (1, 0.33, —0.69, 2.06, 0.1, 0.61, 0.7)
3) R(G,0,1) =0.81

4) Possibilidades de insercdo de arestas: vyvs, VoVs,VoVs, VoVs, Vo Vg,
V1V3, V1Vs, Va Vs, VaVe, V3Vy, U3Vs, V3Vs, Vs Vg

Célculos iniciais

a(G

a =

+ e) =082

R((G + €1),0,1) =0.95
Aumento percentual em a(G) = 25%

Aumento percentual em R(G,0.1) = 16%

|u0 - u3| = 3.06

Iteragdo 1: Insercdo da aresta

€1 =VoV3

Célculos de parametros da Iteragdo 1

4, Resultados

Inicialmente nesta secédo, apresentamos os resultados obtidos a partir da relagdo aumento
da conectividade algébrica e o vetor de Fiedler. Das 30 redes analisadas, em apenas 7 casos 0 maior
aumento da conectividade algébrica foi obtido através da insercdo de uma aresta entre 0s vértices
com maior diferenga, em maddulo, de suas respectivas entradas referentes ao vetor de Fiedler, ou
seja, 0 maior valor de a. Esse resultado representa somente 23% dos casos. Em todas as outras
redes o maior aumento de a(G) nédo foi decorrente da inser¢do de uma aresta entre os vértices com
maior valor de a, conforme mostra o Grafico 1, denotado pela legenda “Sem relagdo”.

Relagdo entre aumento de a(G)
através de a maximo

m Com relagdo

m Sem relacdo

Grafico 1: RelagOes entre aumento da conectividade algébrica e vetor de Fiedler.
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E importante ressaltar que o nimero de apenas 23% dos casos nos quais o maior valor de
a de fato acarretou 0o maior incremento de a(G) ndo pode ser visto como contraditério com o
esperado. Wang e Mieghem em [Wang e Mieghem 2008] mostram que existe uma correlacdo
positiva entre a e a(G) para grafos aleatdrios, isto &, ao escolher o par de arestas com maior valor
de « tem-se alta probabilidade de se obter um dos maiores aumentos na conectividade algébrica,
porém ndo necessariamente é através dessa estratégia que se obtém o maior aumento. Este ponto
pode ser mais bem explicado pelo Gréfico 2, no qual séo levantadas para todas as 23 redes cujo
maior aumento de a(G) néo foi o relacionado com o maior valor de a. Neste grafico, 0 maior
aumento percentual dentre todas as possibilidades de insercao de arestas realizadas € mostrado pela
cor azul; o aumento percentual na conectividade algébrica obtido pela insercdo de uma aresta no
par de vértices com maior diferenca do vetor de Fiedler pela cor vermelha e, por fim, o aumento
percentual em a(G) através da insercdo de uma aresta aleatoria, pela cor verde. E importante
ressaltar que a escala do gréfico varia de 0 a 200%. Por exemplo, a rede MARWAN teve um
aumento no valor de a(G) de 0,075 para 0,22, 0 que representa um aumento percentual de quase
200% no valor da conectividade algébrica.

Comparagdo entre o vetor de Fiedler e inser¢do aleatdria - Conectividade algébrica
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W Maior % na ividade algébrica mA to % na conectividade algébrica através do vetor de Fiedler Aumento % na conectividade algébrica através de insergSes aleatdrias

Gréfico 2: Comparagéo entre 0 maior aumento na conectividade algébrica, vetor de Fiedler e
arestas aleatérias

Estes resultados podem ser exemplificados pela rede GetNet, conforme mostrado na
Tabela 2 que esta ordenada de forma néo crescente pelo parametro a. Como pode ser visto, 0 maior
incremento de a(G) nédo foi obtido pelo maior valor de a, no entanto o resultado obtido através
desta estratégia foi proximo ao maior possivel quando comparado a outros. Vale ressaltar que 0s
valores de u; € u; sao referentes ao vetor de Fiedler da rede GetNet original, e ndo o vetor obtido
apos a insercdo de uma aresta, pois 0 novo vetor nao faz parte da estratégia de inser¢éo.

Tabela 2: RelacGes de alfa e conectividade algébrica - Rede GetNet

v; v; a(G + vv)) u; U; a | Aumento em a(G)
0 3 0,829 1 -2,1 | 3,06 25%
3 6 0,845 -2,1 0,71 | 2,77 27%
3 5 0,824 -2,1 0,61 | 2,68 24%
1 3 0,889 0,34 -2,1 2,4 34%
3 4 0,847 -2,1 0,11 | 2,17 28%
0 2 0,741 1 -0,69 | 1,69 12%
2 6 0,763 -0,69 0,71 1,4 15%
2 5 0,739 -0,69 0,61 | 1,31 11%
0 4 0,683 1 0,11 0,9 3%
4 6 0,687 0,11 0,71 | 0,61 4%
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0 5 0,666 1 0,61 | 0,39 0%
0,665 1 0,71 | 0,3 0%
1 5 0,667 0,34 0,61 | 0,28 1%

Como pode ser observado, a diferenca entre 0 maior aumento obtido e a diferenca obtida
pela insercéo indicada pelo vetor de Fiedler é significativamente menor que a diferenca entre o
maior aumento e 0 aumento através da inser¢do de uma aresta aleatdria. Portanto, o0 método do
vetor de Fiedler foi melhor, em todos os casos, do que a inser¢do de uma aresta aleatdria, uma vez
que em todos os testes esteve sempre mais proximo do maior incremento possivel.

Agora, mostramos as relagdes entre o incremento na confiabilidade da rede e a estratégia
de insercdo de arestas através do vetor de Fiedler. Conforme mostra o Gréfico 3, das 30 redes
analisadas, em 26 casos — 87% do total — o maior aumento da confiabilidade foi obtido através da
insercdo de uma aresta entre o par de vértices com maior valor de «, indicando boa relagdo entre
essa estratégia e 0 aumento da confiabilidade da rede, R(G, p).

Rela¢ao entre aumento da
confiabilidade através de a maximo

A

Gréfico 3: Relagdes entre aumento da confiabilidade e vetor de Fiedler

m Com relagdo

W Sem relagdo

87%

Tomemos novamente como exemplo a rede GetNet. Tem-se que a confiabilidade da rede
é igual a 0.81, conforme calculado na Secéo 2.2. A maior diferenca em modulo das respectivas
entradas do vetor de Fiedler da rede foi dada pelos vértices v, e v e, conforme mostrado na Tabela
3 foi este mesmo par de vértices cuja insercdo de uma aresta trouxe 0 maior aumento na
confiabilidade, tal que R(G + v,v5,0.1) = 0.95, 0 que representa um aumento de 16% com
relacdo a original.
Tabela 3: Relagdes de alfa e confiabilidade - Rede GetNet

v; V; R(G+ viv;,0.1) | u u; a Aumento em R(G, p)
0 3 0,95 1 -2,1 | 3,06 16%
3 6 0,91 -2,1| 0,71 | 2,77 12%
3 5 0,91 -2,1 | 0,61 | 2,68 12%
1 3 0,90 0,34 -21 | 2,4 11%
3 4 0,90 -2,1 | 0,11 | 2,17 11%
0 2 0,90 1 -0,69 | 1,69 11%
2 6 0,84 -0,69| 0,71 | 1,4 3%
2 5 0,84 -0,69| 0,61 | 1,31 3%
0 4 0,89 1 0,11 | 0,9 10%
4 6 0,83 0,11 | 0,71 | 0,61 2%
0 5 0,90 1 0,61 | 0,39 11%
0 6 0,90 1 0,71 | 0,3 11%
1 5 0,83 0,34 | 0,61 | 0,28 2%
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As 4 redes que ndo seguiram a tendéncia foram: Compuserve, Gambia, PIONIER e T-lex.
De forma similar, o Grafico 4 apresenta, para estes casos, 0 maior aumento percentual obtido na
confiabilidade, o aumento percentual obtido através da estratégia de insercdo de aresta entre o par
de vértices com maior valor de a e 0 aumento percentual na confiabilidade ap6s a insercao aleatoria
de arestas. Como pode ser observado, embora este método nao tenha trazido o maior aumento
possivel nestes casos, ele foi capaz de obter um incremento muito proximo do maximo obtido. Por
exemplo, na rede Compuserve a diferenca foi de 4.6 pontos percentuais e nas demais redes foi de
apenas 1 ponto percentual quando comparamos 0 maior aumento possivel da confiabilidade e o
aumento da confiabilidade obtido por @. Novamente, o vetor de Fiedler obteve um resultado melhor
em todos o0s casos quando comparado & uma insercao aleatoria de aresta.

Comparacgdo entre o vetor de Fiedler e insergdo aleatéria - Confiabilidade

Compuserve Gambia PIONIER T-lex

= Maior % na iabili ] % na iabili através do vetor de Fiedler % na iabili através de i aleatérias

Gréfico 4: Comparagéo entre 0 maior aumento na confiabilidade, vetor de Fiedler e arestas
aleatorias

Por fim, iremos avaliar a relagdo entre 0 aumento da conectividade algébrica e impacto
deste aumento no incremento da confiabilidade da rede. Das 30 redes analisadas houve 4 casos nos
quais a aresta inserida através da maior diferenca entre o vetor de Fiedler, a, foi aquela que
acarretou tanto no maior aumento da conectividade algébrica como também no maior aumento da
confiabilidade da rede. Estas redes sdo: Abilene, BBNplanet, DataXChange e ERNET. A Tabela 4
mostra uma sintese dos resultados obtidos para a rede Abilene, mostrada na Figura 2, considerando
0s 10 primeiros maiores valores de a, dentre todas as 41 possibilidades de insercdo de arestas para
esta rede. Os valores de confiabilidade e conectividade algébrica sdo, para esta rede,
respectivamente 0.92 e 0.32. Apds a inser¢do de uma aresta entre 0s Veértices v, e v; 0S aumentos
de confiabilidade e conectividade algébrica foram, respectivamente, de 6% e 129%, sendo estes
0s maiores aumentos percentuais dentre todas as possibilidades de inser¢do de arestas.

Tabela 4. Relac@es entre conectividade algébrica e confiabilidade - Rede Abilene

v;|vj| a | a(G+ vv)) | R(G+ v;v;,0,1) | Aumento em R(G, p) | Aumento em a(G)
0|3(196 0,74 0,98 6% 129%
0|4 186 0,73 0,97 5% 126%
213|118 0,62 0,97 5% 93%
1|3]1,79 0,63 0,97 5% 95%
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0| 6174 0,65 0,97 5% 102%

2141 1,7 0,62 0,97 4% 94%

141,69 0,62 0,97 4% 92%

0|5]159 0,53 0,97 5% 64%

2161159 0,57 0,96 4% 77%

16158 0,58 0,96 4% 80%
5. Concluséao

Embora muitos trabalhos na literatura apresentem uma relacdo da conectividade algébrica
com a robustez da rede, tal que muitos destes buscam definir estratégias de inser¢des de arestas na
rede com o objetivo de melhorar a(G), a literatura carece de defini¢des formais tanto a respeito do
conceito de robustez de uma rede, como também sobre a relacdo entre a robustez e a conectividade
algébrica. Com o objetivo de tentar avaliar a relacéo entre estes dois conceitos, este trabalho trouxe
para compor esta discussao o pardmetro de confiabilidade de uma rede. Com isso, buscamos avaliar
0s incrementos que a confiabilidade de uma rede tem a partir de estratégias abordadas na literatura
cujo objetivo consiste em incrementar a conectividade algébrica utilizando o vetor de Fiedler. Para
isso, foram escolhidas 30 redes reais da base de dados de redes Topology Zoo. Em todos estes casos
foram realizadas todas as possiveis insercGes de arestas e 0s respectivos calculos de aumento
percentual da conectividade algébrica e aumento percentual da confiabilidade da rede, quando
comparado com o grafo original. Primeiramente, os resultados ratificaram a existéncia de uma
relagdo entre o vetor de Fiedler e 0 aumento de a(G), conforme proposto por em Wang e Mieghem
[Wang e Mieghem 2008]. Neste sentido, & importante notar que a escolha da aresta a ser inserida,
quando baseada no maior valor de @, ndo trouxe, na maioria dos casos, 0 maior incremento possivel
em a(G). Ainda assim, esta metodologia conseguiu, na maior parte dos testes, incrementos muito
préximos do maior possivel, indicando boa correlagdo positiva. No que tange a relacdo entre a
estratégia do vetor de Fiedler e o incremento na confiabilidade da rede os resultados foram
significativamente melhores: em 87% dos testes realizados a aresta inserida com a maior diferenca
a também foi a aresta que trouxe o maior aumento na confiabilidade da rede. Uma vez que o célculo
da confiabilidade da rede em todas as possiveis inser¢des de arestas é computacionalmente custoso,
ja que o computo de R(G, p) é da classe NP-Hard, a estratégia de insercio de arestas através da
analise do vetor de Fiedler além de ser um bom método para a melhoria da conectividade algébrica
também se mostrou um excelente método para o incremento da confiabilidade rede, permitindo ao
tomador de decisdes uma resposta rapida e computacionalmente menos custosa que o teste de todas
as possiveis insercdes. Este resultado também indica uma boa relagdo entre conectividade algébrica
e confiabilidade da rede. Este trabalho se limitou & anélise do método do vetor de Fiedler para
insercdo de arestas com o objetivo de se incrementar ao maximo a(G), porém a literatura também
apresenta outros ndo explorados aqui, como: a analise entre os vértices mais distantes da rede, a
verificacdo dos vértices com menores medidas de centralidade ou, simplesmente, a ligacdo entre
vértices com menor grau. Cabe, portanto, para trabalhos futuros a verificagdo destes métodos e o
impacto que eles trazem para 0 aumento da confiabilidade da rede, bem como a investigacdo dos
motivos que fazem com que determinados grafos n&o tenham o maior incremento de R(G, p) obtido
através da insercdo de uma aresta entre o0s vértices com maiores valores de a.
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