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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo o estudo de problemas andlogos ao problema da ar-
vore de Steiner em grafos com aplicacdes no roteamento de rede da Internet das Coisas. Assim,
definimos problemas que garantam uma conexao eficiente entre os dispositivos eletronicos numa
rede e analisamos suas respectivas complexidades. Embora os problemas de decisdo aqui estu-
dados sejam NP-completos, como estdo demonstrados, conseguimos resultados interessantes em
relacdo ao tempo de execucdo, tornando-os de cunho polinomial ao fixarmos alguns pardmetros por
constantes.

PALAVRAS CHAVE. Arvore de Steiner, Grafos, Internet das Coisas, Roteamento,
Complexidade.

ABSTRACT
This paper aims at the study of problems analogous to the Steiner tree problem in graphs
for applying in IoT network routing. Hence, we define problems that guarantee an efficient con-
nection among electronic devices in the network, and we analyze their respective complexities.
Although the decision problems studied here are NP-complete, we get satisfactory results regarding
the execution time, turning them into polynomial time by defining some parameters as constants.
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1. Introducio

Imagine um mundo onde os dispositivos eletrdnicos que ja fazem parte do nosso cotidiano
se comunicassem por uma rede de forma independente, sem a¢do humana, de modo a tornar o nosso
dia a dia mais fécil e eficiente. Por exemplo, considere uma geladeira conectada ao seu smartphone
por intermédio da internet, entio com uma programagdo adequada poderiamos fazer com que a
geladeira envie informagdes de aviso sobre produtos que estdo prestes a vencer, ou até mesmo
manter as informagdes dos produtos que nela contém. Além disso, a geladeira também poderia
pesquisar na web quais mercados oferecem os melhores precos para os itens que estdo faltando e
envid-los para o seu smartphone. Claro que a interatividade na troca de informagdes € interessante
para um ndmero considerdvel de dispositivos, como por exemplo, numa plantacdo onde podemos
instalar dezenas de sensores capazes de medir o nivel hidrico e niveis de nutrientes do solo, e
dependendo dos indices, que sejam capazes de acionar outros dispositivos para o tratamento do
solo. Esses dispositivos conectados em rede e outros que garantem a confiabilidade e a seguranca
na transmissdo de dados constituem a Internet das Coisas. Para mais informagdes sobre o tema
indicamos [Atzori et al., 2010].

De [Lin e Liu, 2010], na comunica¢do de rede sem fio se destacam diversos padrdes, tais
como a tecnologia de banda ultralarga que utiliza transmissao via rddio, a tecnologia Bluetooth e
a tecnologia ZigBee. Este tltimo, o padrdo ZigBee, se destaca na drea de rede pessoal (wireless
personal area network - WPAN) e, consequentemente, na Internet das Coisas. Embora seja um
pouco lento comparado com outras tecnologias, o padrao ZigBee tem a capacidade de conectar
milhares de dispositivos numa unica rede e possui um custo baixo, se comparado com as outras
tecnologias citadas. O padrdo é constituido por trés elementos:

e ZigBee Dispositivo Final (ZDF): o dispositivo que se deseja conectar a rede, como um sensor,
por exemplo;

e ZigBee Roteador (ZR): responsavel por rotear o envio e recebimento de pacotes na rede;

e ZigBee Coordenador (ZC): responsdvel por criar, gerenciar, rotear dados, armazenar infor-
magdes, comunicar com outras redes e, além disso, determinar pardmetros como o niimero
maximo de elementos que podem ser conectados num roteador e a profundidade da rede
(distancia mdxima do ZC a qualquer outro dispositivo ZDF).

Como podemos observar, o dispositivo ZC € muito importante na rede, principalmente
por ele definir a faixa de enderegos que limitam o nimero maximo de dispositivos ZR’s e o nimero
maximo de dispositivos ZDF’s que ele e qualquer outro dispositivo ZR podem enderecar. Além
disso, este padriao adota trés tipos de topologias: drvore, malha e cluster tree. Veja na Figura 1
exemplos das topologias citadas.

Cluster Tree

Arvore

@ ZigBee Coordenador (R) ZigBee Router (D) ZigBee Dispositivo Final

Figura 1: Topologias ZigBee.
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A troca de informagdes eficiente de uma rede depende de diversos fatores. Um deles € o
roteamento dos elementos que a compde. Nao hd como nao falar de conexdo 6tima sem mencionar
o problema da arvore de Steiner. O problema da arvore de Steiner foi definido originalmente no
espaco euclidiano, onde no principio eram dados trés pontos no espaco e desejava-se encontrar o
quarto ponto, de modo que a soma das distancias das semirretas ligando todos esses quatro pontos
seja minima. Esse problema clédssico vem sendo discutido desde o século XVIII conforme em
[Brazil et al., 2014], mas foi em 1943 que ganhou maior notoriedade apds a publicacdo de What Is
Mathematics? [Courant e Robbins, 1943]. Além disso, uma generaliza¢do do problema é definida
como: dado um conjunto S de pontos no plano, desafia-se a encontrar um novo conjunto de pontos
S’ que interligue S, de forma que seja minima a soma das distancias das semirretas entre todos
os pontos de S U S’. Isso realmente é um desafio, ja que este problema é NP-dificil por [Garey e
Johnson, 1979]. Os pontos de S sdo chamados de terminais e os novos pontos encontrados em S’
sdo chamados de pontos de Steiner.

Conforme em [Hakimi, 1971], em grafos também ha uma versao do problema da arvore
de Steiner. O problema consiste em: dado um grafo conexo G = (V(G), E(G)) com pesos w(e)
ndo negativos associados a cada e € F e um subconjunto de vértices W de GG, deve-se encontrar um
subgrafo conexo 7" contendo W, onde }_ . E(T) w(e) seja minimo. E facil notar que T' é sempre
uma arvore. Analogo ao espaco euclidiano, os vértices de W sao chamados terminais e os vértices
V(T)\W sdo chamados de vértices de steiner. Na Figura 2 temos que dado o grafo em (i) com
W = {a,b,c}, uma drvore de Steiner para W estd em (¢ii), pois ndo hd como conectar W com
custo inferior a 9.

(i) (iif)

Figura 2: Em (7) temos um grafo, onde W = {a, b, c}. Em (i¢) temos uma drvore geradora contendo W

com custo total 10 (5+45), jd em (¢4¢) temos uma subgrafo conexo contendo W com custo total 9 (3+3+3).

O problema da arvore de Steiner possui uma versao de decisdo definida como: dado um
grafo G conexo e ponderado, um subconjunto W C V (G) e um inteiro ndo negativo \, pergunta-se,
Existe uma drvore T' em G conectando W tal que . c gy w(e) < A?

Infelizmente, o problema da arvore de Steiner ¢ NP-dificil em grafos assim como no
espaco euclidiano [Garey e Johnson, 1979]. No entanto, quando o nimero de terminais é fixado
por uma constante, existe um algoritmo polinomial desenvolvido por [Dreyfus e Wagner, 1971] que
resolve o problema da 4rvore de Steiner em grafos na ordem O(n3 +n?28~! +-n3%=1), onde n é o
nimero de vértices do grafo GG e k£ o tamanho conjunto W.

O problema da arvore de Steiner possui diversas aplicacdes na criagdo de conexdes 6timas,
isto é, conexdes que possuem custo minimo entre os elementos envolvidos. Como exemplos, na
construcio de VLSI [Kahng, 1991], estudos em aproximagdes genéticas com construcio de arvores
filogenéticas [Weng et al., 2012] e conexdo em redes multicast [Hakimi, 1971].

Uma justificativa para introduzir o problema da arvore de Steiner ao padrido ZigBee se
deve ao fato que os algoritmos implementados numa rede ZigBee geralmente utilizam para o rote-
amento algoritmos que se preocupam apenas com a profundidade da rede, ndo na conexdo 6tima
entre seus elementos. Por exemplo, ao considerarmos ZC o vértice a, ZR o vértice d e dois ZDF’s
como os vértices b e ¢ na Figura 2, e assumir a profundidade maxima de rede igual a 6, o algoritmo
implementado no roteamento encontrard como solugdo a drvore do item (i) para o grafo do item
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(i), e como ja mencionamos ela ndo é uma conexdo 6tima, na qual é dada uma arvore de Steiner
no item (7i7). Além disso, ainda observando a Figura 2, temos que a comunicagio entre b ¢ ¢ dada
pela conexdo em (i) é dispendiosa se compararmos com a conexio do item (7iz).

Em [Dourado et al., 2014], os autores definiram uma arvore de conexao que possui simi-
laridade com o problema da arvore de Steiner, definido como: dado um grafo GG, um subconjunto
de vértices W C V(G) e dois inteiros ndo negativos ¢ e r, deseja-se verificar se existe uma drvore
T em G conectando W, tal que em 7T existem no maximo ¢ vértices de grau 2 e r vértices de grau
maior que 2, todos diferentes de 1. Assim, de forma andloga, definimos um problema de conexao
propicio ao que desejamos.

PROBLEMA DA ARVORE DE CONEXAO POR 2 PARAMETROS (2PCT)

Instancia: Um grafo G conexo e ponderado, um subconjunto W C V(G), um
vértice ¢ € V(G)\W e os inteiros ndo negativos « e 3.

Pergunta: Existe uma drvore 7" em G conectando W U {c} cujos vértices em T’
ndo possuem grau superior a «, a distancia de ¢ a qualquer outro vértice de W em
T seja no maximo 3 e todos os vértices de W sdo folhas em 7?7

Podemos observar que esse problema contempla em sua esséncia elementos comuns ao
padrdo ZigBee, com W representando os ZDF’s, o vértice ¢ representando o ZC e os vértices res-
tantes sendo os ZR’s disponiveis para a conexdo de W U {c}. J4 o inteiro ndo negativo a é o
valor estipulado por ZC que limita 0 méximo de dispositivos conectados aos ZC e ZR’s, e o inteiro
ndo negativo 3 o valor de profundidade da rede. Assim, para um dado conjunto de elementos do
ZigBee distribuidos numa regifo, poderiamos construir um grafo ponderado G representando esses
elementos, onde os pesos poderiam corresponder ao tempo de resposta de um ponto ao outro, dis-
tancia entre elementos etc., e disso encontrariamos uma conexao para alguns ZDF’s representados
por W conforme a topologia de drvore ou cluster tree, respeitando os valores de « e 3 dados.

Vale ressaltar que 2PCT € um problema de conexdo similar ao problema de decisdo da
arvore de Steiner, porém ndo preconiza a obrigatoriedade de T ser de custo limitado, apenas limita
o grau dos vértices em V' (7')\W e a distancia de c aos outros vértices em W/, além dos vértices de
W serem folhas de T'. No entanto, o que desejamos sdo arvores de conexdes dtimas, isto €, arvores
de custo minimo que satisfacam o problema 2PCT. Assim sendo, considere a versdo de decisdo do
problema de arvores de conexdes com custo limitado a seguir:

PROBLEMA DA ARVORE DE STEINER POR 2 PARAMETROS (2PST)

Instancia: Um grafo G conexo e ponderado, um subconjunto W C V(G), um
vértice ¢ € V(G)\W e os inteiros ndo negativos «, § e A.

Pergunta: Existe uma drvore 7' em G conectando W U {c¢} tal que
2eer(s) w(e) < A, cujos vértices em T’ ndo possuem grau superior a o, a distan-
cia de c a qualquer outro vértice de W em 7" seja no maximo (3 e todos os vértices
de W sao folhas em 1'?

Todavia, uma versao de otimizacdo apreciada para o 2PST ¢é definida para valores minimos
de A. Entdo, qualquer resultado de complexidade referente ao problema 2PST refletira diretamente
a sua versao de otimizacao.

2. Analises de Complexidade

Nesta secdo veremos alguns resultados importantes para os problemas definidos. Mas
antes, considere os grafos G = (V(G), E(G)) conexos e ponderados, onde |V (G)| = ne |E(G)| =
m. Denote também que para qualquer par de vértices u e v de G, dist(u, v) representa a distdncia
entre © e v no grafo G.
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Proposicao 1 2PCT estd em NP.

Prova: Dado um certificado, isto €, uma arvore 1", podemos efetuar a busca em largura
em 7" a partir de ¢ no conhecido tempo O(n + m) e verificar se " respeita os limites méximos de «
e . Portanto, 2PCT estd em NP. [

Agora mostraremos que 2PCT é NP-completo. Para isso, faremos uso de argumentos que
comprovam a NP-completude de 2PCT.

Teorema 2 O problema 2PCT é NP-completo para o = 3 fixo.

Prova: O problema 2PCT estd em NP pela Proposicao 1. Para redugdo polinomial,
faremos uso do problema do caminho hamiltoniano (HP) em grafos que é conhecido ser NP-
completo [Garey e Johnson, 1979]. O problema consiste em: dado um grafo G, pergunta-se se
existe um caminho' que passe por todos os vértices?

Seja (G) uma entrada genérica do HP. Usaremos a fungdo transformacio f : (G) —

(G' W, ¢, a, B) descrita a seguir:

i. Conjunto de Vértices: V(G') = V(G)U{z, : parau € V(G)};
ii. Conjunto de Arestas: E(G') = E(G) U {zyu : parau € V(G)};
iti. Atribua: w(e) = 1,Ve € E(G');

iv. Conjunto de Terminais: W = {z,, : u € V(G)};

v. O vértice ¢ pode ser qualquer vértice de V' (G);

Vi. @ = 3;

vit. B =n.

Na Figura 3, temos uma ideia da construgdo do grafo G’ de G e a obteng@o da solugéo de
um caminho hamiltoniano P a partir de uma drvore de conexdo 7" encontrada em G’.

Agora, provaremos que HP diz sim para uma instincia (G) se, e somente se, também for
sim para 2PCT com a entrada (G, W, ¢, a, 3):

(HP = 2PCT)

Se para (G) existe um caminho hamiltoniano P, temos que V (G) = V (P) e que cada vértice
em P tem grau no méximo 2. Entdo, como existe a aresta z,,u em E(G'), para cada u em P,
podemos conectar todos os vértices W através de P acrescentando exatamente uma unidade
no grau de cada vértice em P. Disso, temos uma arvore que conecta W com no maximo
grau 3 e todos os vértices de W sdo folhas. Além disso, o vértice ¢ € V(G) = V(P), entdo
qualquer outro vértice u € V(@) tem distdncia no maximo n — 1 de ¢, caso ambos seja
extremos distintos de P. Entdo, a distincia de c a z,, é limitada por n. Portanto, temos um
certificado de sim para 2PCT.

(HP <= 2PCT)
Agora, considere que para (G', W, ¢, «, 3) temos uma drvore 7' em G’ que conecta todos 0s
vértices de W U {c¢} com grau no maximo 3. Por construcdo, todos os vértices de W sdo
folhas. Entdo, V(7')\W é um caminho, pois é conexo e com exatamente um grau a menos
cada um dos vértices em 7. Portanto, temos um certificado sim para HP.

"Um passeio que nio se repete vértice.
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Figura 3: Ideia da construcdo de G’, onde os vértices de W estdio em cinza e vértice ¢ estd em branco (o

vértice a) e a solugdo do caminho hamiltoniano P em G obtido de uma édrvore de conexdo 7" existente em
G'.

Assim, o problema 2PCT é NP-completo. -

Além disso, podemos concluir o seguinte resultado:

Corolario 3 O problema 2PCT é NP-completo para qualquer que seja o > 3 e inteiro ndo negativo

B fixos.

Prova: Para o = 3, segue do Teorema 2. Agora, para o > 4, basta seguir o0 mesmo
raciocinio de construgdo do Teorema 2, onde desejado um « > 3, crie os vértices x}, x2 ..., z%~2
adjacente a cada u de V(G) e os insiram em W. Com isso, usando os mesmos argumentos do
Teorema 2 para a existéncia de um caminho hamiltoniano, podemos concluir a NP-completude
para todos esses a’’s.

No caso do /3, podemos usar a mesma construgdo do Teorema 2, mas atribuindo a cada
aresta peso zero, ja que podemos atribuir valores ndo negativos para as arestas. Com isso, para

qualquer o > 3 e inteiro néo negativo /3 fixos, temos que o problema é NP-completo.

Assim, do Corolario 3, podemos concluir que o problema é NP-completo para valores
fixos de @ > 3. No entanto, o problema 2PCT € polinomial quando o valor de « € ilimitado. No
algoritmo a seguir mostramos o Algoritmo de Dijkstra [Dijkstra, 1959] modificado para encontrar
uma arvore de conexao por 2 parametros.
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Algoritmo 1 2PCT com « ilimitado.

Entradas: O conjunto de vértices V (G);

A matriz de adjacéncia A, onde para i,j € V(G) temos Afi, j] = w((i,7));
O subconjunto de vértices W;

O vértice c € V(G)\W;

O valor constante de 3.

Est. Auxiliares: Um vetor d, onde para cada i € V(G) temos que d[i] = dist(c,1);
Um Min-Heap H de vértices de G organizado de forma néo decrescente para valores

P NN R WD

— = = = \O
W= o

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

de d;

Um vetor ant, onde cada i € V(G) temos que ant|[i] = u implica u antecessor de 7

no caminho de c a 7;
Um conjunto S para sinalizar os vértices ja verificados pelo algoritmo;

Saida:  Se existir, uma drvore de conexdo 7', onde todo vértice z € W é folha e dist(c, z) < f3,

caso contrario 0.

Inicio do Algoritmo
para cada u € V(G)\{c} faca
d[u] < oo e antfu] « ()
d[c] < 0, ant[c] < ¢

H < INSERT(V(G)) % insere todos os vértices no Min-Heap H
enquanto H # () faca
u < EXTRACT(H) % extrai o elemento no topo do Min-Heap H
S+ Su{u}

se u ¢ W entdo
para cada v vizinho de u e v ¢ S faca
se d[u] + Alu, v] < d[v] entdo
se d[u] + Alu,v] < (3 entdo
d[v] < d[u] + Alu,v], ant[v] < u

RECTIFY(H,v) % corrige o Min-Heap H apds as atualiza¢des de d[v]
V(T) < {c}, E(T)«+ 0 % aqui se inicia a construgdo da drvore T'
para cada z € IV faca
se ant[z] # () entdo % verifica se z foi alcan¢ado por um caminho no mdximo 3
V4 z
sendo retorne () % ndo temos a drvore T desejada

enquanto v ¢ V(7T') faca
V(T) « V(T)U{v}, E(T) < E(T) U {(ant[v],v)}, v < ant[v]
retorne 1’

Fim do Algoritmo

Teorema 4 O Algoritmo 1 funciona no tempo O(mlogn + nlogn + 3n — 1).

Prova: Como ja foi mencionado, o Algoritmo 1 € o algoritmo de Dijkstra com leves modificacdes.
Uma delas estd na linha 8 do algoritmo que nos garante que teremos uma arvore 1" contendo W U
{c}, de modo que os vértices de W sdo folhas de 7" e na linha 11 temos a garantia esses vértices
ndo distam mais do que 5 do vértice ¢ em suas ramificagoes.

Assim, se para alguma entrada do problema 2PCT com « ilimitado existir uma drvore T’

que o satisfaca, entdo o algoritmo serd capaz de retorna 1" ou outra arvore que também seja solugio.
Essa justificativa se deve ao fato que 1" possui ramificacdes de c até aos vértices de W, e cada
ramificacio é uma caminho que satisfaz a condi¢do de ndo passar por nenhum outro vértice em W e
satisfaz o comprimento 3. Entdo, a linha 11 produzird verdade no teste 16gico para essa ramificagdo
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ou para qualquer outra de igual ou menor valor. Portanto, o algoritmo de Dijkstra serd capaz de
alcancar todos os vértices de W, produzindo assim os caminhos que formam as ramifica¢des de T’
ou outra arvore que satisfaz todas as condi¢des do problema com « € ilimitado.

Agora, em relag@o ao tempo temos que da linha 1 a 3 s@o necessarios n passos. Na linha
4, a insercdo dos vértices no Min-Heap também acarreta a constru¢do do mesmo, que € feito no
tempo O(n). A extragdo dos elementos de um Min-Heap na linha 6 tem o custo O(logn) para
a organizacdo dos elementos do Heap e é executado n vezes por causa do tamanho inicial de H
que ¢ igual ao tamanho de V(G). Entdo podemos que concluir que o tempo de execugdo desta
linha é O(nlogn). Ja que retificacdo dos elementos no Heap feita na linha 12 também tem o custo
O(logn) e se repete para toda vizinhanga de cada vértice apenas uma vez, podemos concluir que
estd linha tem custo O(mlogn). Por dltimo, vem a constru¢éo da drvore que possui no pior caso
n — 1 arestas, onde cada elemento de W é verificado sem repeticdo de arestas. Assim, o tempo
totalizado é de O(mlogn +nlogn +3n—1). o

Outro fato importante € que o problema também permanece polinomial com os parametros
« e (8 sejam fixados por uma constante, caso o grafo G de entrada possua arestas cujos pesos sejam
inteiros positivos. Uma técnica simples para tal feito é construir de forma exaustiva uma 4rvore de
conexao por 2 parametros usando Backtracking. Na Figura 4, temos uma arvore de busca usando
o Backtracking, onde a altura da arvore é limitada por 5 e cada né diferente da raiz localizado no
determinado nivel possui no maximo o — 1 arestas ao préximo nivel, ji que possui 1 incidente
do nivel anterior. No caso da raiz ¢, por ndo possuir nenhuma aresta incidente do nivel anterior,
tem no maximo « arestas saindo para o proximo nivel. Como um grafo G nem sempre ¢ regular,
podem ter graus distintos para os seus vértices, entdo podemos garantir que o grau de todos os seus
vértices ndo é maior que o grau maximo A do grafo. Além disso, podemos assumir sem perda de
generalidade que av < A. Portanto, como devemos escolher « vértices do nivel 2 adjacentes a raiz e
o — 1 vértices no nivel 7 4 1 adjacentes a vértices no nivel 7, para ¢ diferente do nivel da raiz, temos
que as possibilidades para araiz é C} e C’Z:ll para os vértices restantes, conforme demonstrado na
Figura 4.

Figura 4: Arvore de busca baseado no Backtracking.

Assim, o Backtracking aplicado no grafo G com arestas cujos pesos sdo inteiros positivos,
teria que no pior caso verificar todas as possiveis arvores candidatas a solugc@o. O custo para isso
¢ dado pelo principio multiplicativo das arestas escolhidas em cada nivel. Se garantirmos que os
pesos das arestas sdo inteiros positivos, entdo temos que a arvore de busca exaustiva possui no
maximo S niveis. Assim, temos o seguinte resultado:

CX x O x ... x O} (D

-1
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Como C{ = % X ngll, aplicando em (1) temos:

A A
—x Ot x oyt x ..o xoxTt = —x ()P )
B—1
Podemos notar que C2~} é O((A — 1)®1). Além disso, sabemos que A < n — 1.

Portanto, podemos concluir que a Equagéo (2) é %O((n —2)2 )8 = O(%(n — 2)28=8). Assim,
concluimos o seguinte resultado:

Teorema 5 Dado como entrada um grafo de arestas cujos pesos sdo inteiros positivos, o problema
2PCT pode ser verificado polinomialmente na ordem O(%(n —2)*8=8) caso o e B sejam fixos.

Agora mostraremos que o problema 2PST tem o mesmo grau de dificuldade ou até pior
que o problema 2PCT.

Corolario 6 O problema 2PST é NP-completo para qualquer que seja o > 3 e 3 fixos.

Prova: O resultado segue da construgio do grafo G’ conforme o Teorema 2, onde atribui-
mos a A o valor 2n — 1 (n — 1 arestas do caminho P e n arestas dos vértices extras x,,). Com isso,
mostramos para « = 3 e § = n. Agora, com os mesmos argumentos mostrados no Corolario 3,
onde, para um grafo de arestas nulas, podemos atribuir A = 0. Assim, concluimos a prova.

Além disso, diferentemente do caso 2PCT, o problema 2PST, permanece NP-completo
mesmo com ¢ ilimitado.

Teorema 7 O problema 2PST é NP-completo com « ilimitado.

Prova: O problema estd em NP, pois basta usar os mesmos argumentos da Proposicao 1, onde se
inclui apenas a verificagdo do custo total da drvore. Para reducdo, faremos uso para reducdo do
problema da Cobertura Exata por 3-conjuntos (X3C) definido como: dado conjunto finito X com
| X' | = 3q e uma colegdo C de subconjuntos de X com 3 elementos cada, isto é,C = {C,...,C;},
C; C X, |C;| = 3V1 < i <, pergunta-se, a colegcdo C contém uma cobertura exata para X, isto
é, uma subcolecdao C' C C tal que todo elemento de X ocorre em exatamente um membro de C',
isto é, |C'| = q?

O problema x3C é NP-completo [Garey e Johnson, 1979]. Entdo considere (X, C) uma
entrada genérica do X3C. Usaremos a fungdo transformacdo f : (X,C) — (G, W, ¢, a, 5, \) des-
crita a seguir:

i. Conjunto de Vértices: V(G) = {z1,x2,..., 234} U{c1,...,cr,c};

it. Conjunto de Arestas: E(G) = {cc; : paratodo C; € C} U {xic; | z; € Cj};
iii. Atribua: w(e) = 1,Ve € E(G);

iv. Conjunto de Terminais: W = {x1,z2,...,234};

v. O vértice ¢ definido em V (G);

vi. o = max{q,4};

vii. 8 =2;

3391



XLIX Simpdsio Brasileiro de Pesquisa Operacional ” "
Blumenau-SC, 27 a 30 de Agosto de 2017. . .

X:{xIrx2!x3:x4!x5)x6:x7rx8)x9}
c={C,C,C,C,Cs}
G=1x,%,x }

G={x,,%3,%, } —
GZ{X3,X4,X(,}

C={X02,, % }

G={x,, %%, }

X ={1,%,X3, X, X5, X, X7, X5, Xo }
C’:{Cl’ C3, CS}

G=1{x,.%,% }

G=1x,%,% } <
C={x. %%}

Figura 5: Ideia da construcdo do grafo GG, onde os vértices de W estdo em cinza, o vértice c estd em branco.

A solugdo da cobertura em X obtida de uma drvore de conexdo 7" existente em G.

vitt. A = 4q.

Na Figura 5, temos uma ideia da construgio do grafo G e a obtencéo da solugdo de uma
cobertura exata C’ a partir de uma drvore de conexdo 7 encontrada em G.

Agora, provaremos que X3C diz sim para uma instincia (X, C) se, e somente se, também
for sim para 2PST com a entrada (G, W, ¢, «v, 3, \).

(X3C = 2PST)

Se para (X, C) existe uma cobertura C' C C dos elementos de X de tamanho 3¢. Entdo,
para cada C; € C’, podemos escolher g vértices ¢; de V(G), onde cada um desses vértices
¢ adjacente ¢, e consumindo assim ¢ arestas. Agora, para cada {x,, zp, z.} = C;, podemos
escolher os vértices x,, xj, € x. adjacente ao vértice c; no grafo GG, consumindo 3 arestas
para cada C, totalizando 3¢ arestas. Por fim, temos uma drvore " conectando W U {c} com
4q arestas ao adotarmos o processo descrito anteriormente, pois produz um grafo conexo
e aciclico, j4 que que nenhum z; pertence a mais de um elemento em C’. Podemos notar
também que 7" possui & = max{q,4} e § = 2. Portanto, temos um certificado de sim para
2PST.

(X3C <= 2PST)
Agora, considere que temos uma drvore 7' em G que conecta todos os vértices de W U{c} com
no maximo 4q arestas, &« = max{q,4} e 5 = 2. Note que ndo ha como conectar W U {c}
com 4qg — 1 arestas, pois cada c; s6 pode ser adjacente a trés vértices que representam 0s
elementos de X e, portanto, sdo necessarios 3q arestas. Entdo, esses 3¢ vértices s6 podem ser
incidentes a no minimo ¢ vértices c¢;’s, onde esses obrigatoriamente teriam que ser adjacentes
a ¢, pois os vértices ¢;’s nao sdo adjacentes entre si. Entdo ndo hd como conectar W U {c}
com menos de que 4q arestas. Assim, temos que ' possui exatamente 4q arestas. Entdo, se
removermos as g arestas incidentes aos vértices c;’s de T' que partem de c, temos que nos
restam 3q arestas incidentes a 3q vértices, que por sua vez representam os elementos de X.
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Portanto, se compormos C’ = |, ¢y (1) {C;}, temos que C' € uma cobertura de X e com isso
temos um certificado sim para X3C.

Assim, o problema 2PST é NP-completo.

O resultado direto do teorema anterior é mostrado a seguir:

Corolario 8 O problema 2PST é NP-completo com « ilimitado e B > 2 fixo.

Prova: Segue da mesma reducdo do Teorema 7. Note que 5 sempre serd satisfeito pela construgio,
concluindo assim a prova.

Além disso, temos o seguinte resultado:

Corolario 9 Dado como entrada um grafo de arestas cujos pesos sdo inteiros positivos, o problema
2PST pode ser verificado polinomialmente na ordem O(%(n —2)*8=8) caso o e B sejam fixos.

Prova: Segue do Teorema 5, pois gerando todas as arvores podemos escolher aquela de menor
custo na ordem O(%(n —2)2=8). 4

Agora, considere ar 0 nimero maximo de dispositivos ZR’s e ap o nlimero maximo de
dispositivos ZDF’s que podem ser conectados a cada dispositivo ZC ou ZR. Note que o« = ag+ap.
Entio podemos deduzir alguns resultados:

Corolario 10 O problema 2PST é NP-completo para qualquer que seja ar > 2, ap > 1 e 3 fixos.

Prova: Segue do Corolario 6.

Corolario 11 O problema 2PST é NP-completo para qualquer que seja ap > 3 e 3 > 2 fixos, e
ap ilimitado.

Prova: Segue do Teorema 7.

Corolario 12 Dado como entrada um grafo de arestas cujos pesos sdo inteiros positivos, o pro-
blema 2PST pode ser verificado polinomialmente, caso ar, ap e 3 sejam fixos.

Prova: Segue do mesmo raciocinio usado no Teorema 5.

3. Conclusao

Portanto, com as defini¢des e os resultados obtidos neste trabalho, acreditamos em ter
dado o primeiro passo na andlise de conexdes 6timas no que se referem aos elementos que compde
o padrio ZigBee, que por sua vez sdo aplicados na Internet das Coisas. Com isso, esperamos ter
motivado bem os problemas para fomentar novos trabalhos sobre o tema.

Embora os autores em [Lin e Liu, 2010] abordarem roteamento de arvore de corte minimo
(Shortcut Tree Routing in ZigBee Networks) para melhorar a conexdo ponto a ponto na arvore, o
nosso trabalho € de fato o primeiro em focar na conexdo 6tima entre todos os elementos ZigBee.

Mesmo com o resultado de NP-completude para 2PST, acreditamos que este problema é
polinomial quando A € fixado por uma constante, algo que pretendemos demonstrar em trabalhos
futuros.
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