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RESUMO

Os problemas de otimizag&o tentam resolver de forma eficiente situacdes do mundo real
através de modelos matematicos que, comumente, estdo associados a parametros incertos, como
producdo, demanda, custos e pregos, decorrentes de erros de medicédo, previsdo dos dados ou de
carater inerente. Na literatura encontramos diversas abordagens para incorporar e tratar estas
incertezas, podendo destacar a Programacdo Estocastica. Tal metodologia incorpora incertezas
em sua modelagem, por meio da inclusdo de varidveis aleatorias com distribuicdo de
probabilidade conhecida. Assim, buscamos nesse artigo realizar uma discussdo sobre a
importancia de considerar as incertezas associadas a um problema de programacéo linear, por
meio da abordagem estocastica com recurso em dois estagios.

PALAVRAS CHAVE. Otimizacdo, Otimizagdo Estocastica com recurso em dois estagios,
Aplicacao.

Topicos: Programacgdo Matematica, Modelos Probabilisticos, Estatistica.
ABSTRACT

Optimization problems attempt to efficiently solve real world situations through
mathematical models that are commonly associated with uncertain parameters such as
production, demand, costs and prices, due to measurement errors, data prediction or inherent
characteristics. In the literature we find several approaches to incorporate and deal with these
uncertainties, and may highlight Stochastic Programming. Such methodology incorporates
uncertainties in its modeling, through the inclusion of random variables with known probability
distribution. Thus, we seek in this article to carry out a discussion about the importance of
considering the uncertainties associated to a linear programming problem, through the two - stage
stochastic approach.
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1. Introducéo

Situacdes reais sdo frequentemente modeladas como problemas de otimizacdo e estes,
por sua vez, estdo sujeitos a incertezas nos dados. Essas incertezas, em geral, decorrem de erros
de medicdo ou até mesmo devido & falta de previsdo de informagdes no momento desejado.

Nos ultimos anos Vvarios pesquisadores tém se dedicado ao desenvolvimento de
abordagens destinadas ao tratamento de problemas de otimizagdo sob incerteza. Tais abordagens
podem ser classificadas em duas categorias: estocastica e robusta. A primeira delas assume que a
distribuicdo de probabilidade das incertezas é conhecida e, por ser o foco desse estudo, serd
apresentada mais detalhadamente nesse artigo. J& para a segunda, informac6es probabilisticas ndo
s80 necessarias e assume-se que as incertezas sdo descritas por meio de conjuntos limitados,
geralmente convexos [Bertsimas e Sim, 2004].

O termo estocéstico se refere aquilo cujo estado € indeterminado, com origem em
eventos aleatorios, em que seu modelo possui varidveis que respondem a uma distribui¢do
especifica. Logo, segundo Bortolossi e Pagnoncelli [2006], a area de otimizagdo estocéstica
estuda modelos e métodos que incorporam incertezas na modelagem através da inclusdo de
variaveis aleatorias com distribui¢do de probabilidade conhecida. O objetivo é encontrar solucGes
que sejam admissiveis para todas as possiveis realizacOes das varidveis aleatdrias que séo parte
da modelagem, de forma a otimizar algum funcional que depende das varidveis aleatorias. Uma
importante restricdo dessa metodologia € a suposi¢do de que a distribui¢do de probabilidade dos
dados é conhecida e ndo depende da decisdo tomada.

Neste estudo, nos direcionamos a uma classe importante de problemas de otimizagéo
estocastica, os problemas de programacdo linear sujeito a incertezas com coeficientes aleatdrios,
em gue sdo propostos 0s modelos de recursos em dois estagios. Em linhas gerais, conforme Alem
e Morabito [2015], estes modelos permitem que se faca uma escolha inicial, dita de primeiro
estagio, antes de se conhecer o valor de cada parametro incerto. Apds o conhecimento dos valores
dos mesmos, o0 agente de decisdo faz novas escolhas, ditas de segundo estagio, que visam corrigir
possiveis efeitos negativos gerados pela decisdo do primeiro estagio. O objetivo de um modelo de
programacdo estocastica de dois estagios é identificar uma solugdo de primeiro estagio que seja
bem equilibrada, diante de todas as possiveis realiza¢fes das variaveis aleatorias.

2. Otimizacao Estocastica

Em varias aplicacBes, como por exemplo Mulvey et al. [1995], € comum representar as
variaveis aleatérias em algum espago de probabilidade (Q,F,I1), em queQ é o conjunto de
possiveis estados da natureza (sendo que a realizagdo genérica da varidvel aleatéria € denotada
por w) equipado com uma ¢ — algebra de eventos F e com uma medida de probabilidade 1. O
modelo geral linear de dois estagios com recurso pode ser escrito da seguinte maneira:

minimizar cTx + E[min q(w)” y(w)]

sujeito a Ax =b ey
T(w)x + W (w)y(w) = h(w)
x,y(w) = 0.

No modelo (1), ¢, A e b sdo pardmetros deterministicos e definem a parte deterministica
do vetor de custos, da matriz tecnoldgica e do termo independente, respectivamente. Para cada
possivel realizacdo w, q(w), T(w), W (w) e h(w) definem, nessa ordem, os pardmetros estocésticos
referentes ao custo, & matriz tecnolégica, & matriz de recursos e ao termo independente. Além
disso, x é a variavel de decisdo de primeiro estagio e y(w) define a variavel de decisdo de
segundo estagio, como fungdo da realizacdo w. Colocando todos pardmetros estocasticos juntos,
obtém-se o valor aleatério ¢é(w) & (q(w), T(w), W (w), h(w)). O valor esperado de (1) é tomado
em relacdo a distribuicdo de probabilidade de ¢&(w), que é supostamente conhecida com
expectancia finita.
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O modelo (1) pode ainda ser escrito como o seguinte modelo deterministico
equivalente:

minimizar cTx +Q(x)
sujeito a Ax=b
x=0 )

sendo que Q(x) = E[Q(x,&é(w))] e o valor 6timo do problema de segundo estagio é
representado da seguinte forma:

9x,¢(w)) = Jr{(li)r;{Q(w)Ty(w)lT(w)x +W(w)y(w) = h(w),y(w) 20} (3)

A representacdo (2) e (3) ilustra a sequéncia de eventos no problema de recurso.
Primeiramente, sdo determinadas as decisdes de primeiro estagio na presenca de incertezas. No
segundo estégio, as realizacdes w tornam-se conhecidas e as ac¢@es corretivas y(w) podem ser
tomadas para remediar as decisGes de primeiro estagio. As decisdes de primeiro estagio sdo
escolhidas, entretanto, levando em consideracdo seus efeitos futuros, os quais sdo medidos pela
funcéo recurso Q(x).

Apos estudos mais detalhados em relagdo aos processos estocasticos e com auxilio do
software QM, analisamos aplicacbes de problemas classicos de otimizagdo estocéstica
disponiveis na literatura, como iremos expor a seguir.

3. Problema do Lojista

Um lojista tem disponivel determinado modelo de camiseta. Mensalmente, ele compra
uma quantia x de camiseta pelo preco ¢ por unidade. Como possui um determinado capital para a
compra de camiseta, logo obterd uma quantia limitada em um intervalo de 0 a u. As camisetas
sdo vendidas a um preco unitario q.

O lojista possui uma incerteza em sua demanda e enfrenta um dilema: se ele comprar
um namero x de camiseta e a demanda for maior, ele perdera a oportunidade de vender mais
camisetas. Porém, se ele comprar certa quantidade de camiseta e a demanda for menor que esta
quantidade, o lojista terd um prejuizo em suas vendas, ja que deve cobrir o preco de custo.

Assim, vamos supor que a demanda w é uma variavel aleat6ria ndo-negativa com
funcdo densidade f e funcdo de distribuicdo F, que y € o nimero de camisetas efetivamente
vendidas. Sendo assim, a formulagdo do problema é

Orggu{cx +Q(x)} 4)
onde

Q(x) = E,[Q(x, )] )
e

Q(x,w) = minimizar —qy(w)+ cb(w)
sujeitoa  y(w)+b(w) <x (6)
y(w),b(w) =0

em que [E,, representa a esperan¢a com respeito a demanda w. Para a quantidade x de camisetas
compradas, a fungdo —Q(x, w) denota o lucro obtido com a venda das camisetas com um valor w
fixo.

Esse problema se baseia em dois estagios. No primeiro estagio o lojista precisa decidir
quantas camisetas ird comprar através da variavel x. Apés esta decisdo, ele ir4 vender as
camisetas para uma demanda w. As variaveis de segundo estagio sdo a quantidade de camisetas
que ele vendeu (y(w)) e a ndo vendidas que permanecem no estoque (b(w)). Sendo assim, o
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problema do lojista busca determinar a quantidade exata de camisetas que ira comprar de forma a
maximizar o lucro esperado sob incerteza de demanda.

4. Resolucdo do Problema

Para resolver esse problema, precisamos primeiramente encontrar a solugdo de segundo
estagio, a qual é felizmente imediata: se a demanda w for menor do que o nimero de camisetas
compradas, entdo y*(w) = w. Se for maior, entdo y*(w) = x. Para encontrar o valor de b*(w),
basta notar que s6 havera camisetas no estoque se a demanda for menor do que o nimero de
camisetas compradas. Logo,

w) = min{w,x}
) ()

Deste modo, podemos reescrever a formulagéo (5) da seguinte forma
Q(x) = E,[—g min{w, x} + ¢ max{x — w, 0}]. (8)

Logo, se desejamos encontrar uma solucdo 6tima para este problema de otimizagdo,
podemos utilizar o método da derivada primeira da funcdo Q(x) e analisarmos o seu sinal,
buscando uma solugdo em seus extremos, ou em seus pontos criticos. Para isto, lembramos que a
funcdo analisada esta limitada no intervalo de [0,u]. A fim de definir melhor a funcdo Q(x),
precisamos definir um dos conceitos utilizados para se calcular a esperanca de uma variavel
aleatéria continua.

Definicdo 1: Seja g uma fungdo continua e X uma varidvel aleatéria continua com
funcdo densidade f. Entdo, E[g(x)] = f_t: g(x)f (x)dx, caso a integral exista.

Assim, considerando a equacéo (5) e a Definicdo 1, podemos dizer que

Elg®)] = [* gf®dt+ [1° gOf )dt. )

Sabendo que a varidvel w é incerta e que x € fixo, caso w < x, pela equacdo (8) temos
que Q(x) = E,[—qw + c(x — w)]. Porém, caso w > x, temos que Q(x) = E,[—gx]. Sendo
assim, substituindo estes valores na equacéo (9), segue que

Q) = E,[Q(w,0)] = [7_(—qt + c(x — )f(®)dt + [ " (—q)f (). (10)

Resolvendo a equagéo (10),

+0o

Qx) = j —qtf(t)+0(x—t)f(t)dt+f (—g0)f (Odt
-0 x (12)

= —qx+(q+0) -[_x F(t)dt.

A funcéo Q ¢ definida pela soma da funcéo distribuicdo acumulada da varidvel aleatdria
t com a funcéo polinomial —qgx. Portanto, os candidatos a solucdo do problema (4) estardo nos
extremos do intervalo [0, u] ou nos pontos criticos encontrados ao calcular Q' (x) = 0.

Assim, temos que Q' (x) = —q + (q + ¢)F(x), sendo as solugdes possiveis dadas por
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Extremos do | ¢+Q'(0) >0 | c+[—-q+(g—7r)F(0)] >0 F(0) > q-c x*=0

Intervalo q—r

[0, u] c+Q W) <0 | c+[-q+(@—-r)F)]<o0 F(u)<q_c x*=u
q—r

Ponto Critico Q(x)=0 c+[-qg+(@—-1F®)]=0 F(x) = q-c = F-1 (q —¢
q—r q—r

Resumidamente,

x* =0, se F(0) > L=<
x* =u, axe

q—c se F(u) < — (12)
x*=F‘1(x)( ), axe
q+c caso contrario.

Vimos, por hipotese, que a fungéo Q é convexa.

Definicdo 2: Seja I um intervalo ndo vazio de R. A funcéo f: 1 - R é dita convexa em I
quando

flaxg + (1 —a)xy) < af (xo) + (1 — a)f (x1), (13)
para todos os pares de pontos (xg, x;) em I e todo a € (0,1).
Resultado: Com base na Defini¢do 2, vamos provar que a funcéo Q é convexa.

Prova: Primeiramente, tomemos um a € (0,1), cOm a<x; <x,<b € x:=ax; +
(1 — a)x,. Consideremos,

Q= f(x) —af(x) — (1 —a)f (x2),

que deve ser ndo-positiva (@ < 0), para que tenhamos
f) <af(xq) + (A —a)f(xz),

ou seja, queremos que f seja convexa. Temos

P =fx) —af(x) — (1 —a)f (x2).
Substituimos £ (x) por —qx + (q + ¢) [~ F(t)dt:
®=—qx+(q+c) f_xoo F(t)dt + aqx; — a(q + ¢) ff;oF(t)dt + (1 —a)gx, +

—(1-a)(g+c) [S2Fdt

=qlax; —x)+ (1 —a)gx, — (q +¢) J.xZF(t)dt +a(q +¢) fsz(t)dt.

Considere a fungdo F ndo decrescente, entdo temos que
x<y=>{X<x}c{X<y}=2Fx)=PX<x)<PX<y)=FQ®).

Além disso, temos que a < x; <x <x, <h. Como F é crescente em [a,b], se
u € (xq1,x),entdo F(u) < F(x). Logo, vale
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® =qax; —x)+ (1 —a)gx, — (q +¢) f;z F(t)dt + a(q + ¢) f;lz F(t)dt
<qax; —x)+ (1 —a)gx, —(q +¢) f;z F(x)dt + a(q +¢) f;lz F(x)dt
® < gqax; —x) + (1 —a)qx; — (g + OF (x)(x2 — x) + a(q + O)F (x) (x2 — x1).

Substituindo x := ax; + (1 — a)x,.

O <qglax; —ax; —(1—a)xy,) + (1 —a)gx,+
—(@+ OF () (xz —ax; — (1 —a)xz) +a(q+ )F(x)(x2 — x1)
< —a(xz —x1)(q + O)F(x)) + a(q + )F (x) (xz — x1)
o <0.
Logo,

fO)—af(x)) -1 —a)f(x) <0.
5. Um exemplo numérico

Suponha que o custo por camiseta para o lojista seja ¢ = R$26,90, que o prego de
venda seja g = R$49,90 e que o poder de compra seja u = 500 camisetas. Além disso, considere
gue a demanda w é dada por uma varidvel aleatéria uniforme continua definida no intervalo
[0,500]. Por definicdo, uma variavel aleatoria uniforme possui funcdo densidade de
probabilidade dada por

1
b —

f(xla,b) = —asxs<b (14)

com esperanca E[X] = (a + b)/2 e variancia ¢2(X) = (b — a)?/12. Logo, integrando-se a
densidade de w, obtemos a funcédo de distribuicdo da demanda:

w
%, se ) < x <500
F(w) = 1 sex > 500 (15)
0’ caso contrario.

A inversa dessa fungdo é F~1(y) = 500y no intervalo [0,500]. Usando (1.6), temos
que a solucdo do problema é x* = F~1 (%i) = 149,74. Contudo, como é um problema real e

ndo podemos produzir 149,74 camisetas, assumiremos x* = 149. Assim, utilizando a formulagdo
(1.1) e a equagdo (1.9) podemos dizer que o lucro esperado para este valor é

X
w
Eplex +Q(x,w)] = cx—qx+(q+ c)f —dw
, 500
149
E,[26,9 149 + Q(149,w)] = 4008,1 — 7435,1 + 76,8f o5 4w (16)
0
96 (22201
= —3427 + = (222) = R$-1721,96.

Portanto, o lojista teria que comprar 149 camisetas mensalmente para obter um lucro
esperado de R$ 1721,96. VVamos atribuir ao valor encontrado na equacéo (3.3) o nome de Valor
do Problema Estocéstico, ou RP (Recourse Problem - RP). Na proxima se¢do, iremos mensurar 0
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ganho por considerarmos o problema estocastico bem como a quantidade deixada de lucrar por
nédo conhecer com exatidéo o futuro.

6. EVPIl e VSS

Existem alguns conceitos na Otimizacdo Estocéastica que servem de apoio para a
compreensdo e estudo dos resultados obtidos na se¢do anterior. Um deles € o Valor Esperado de
Informacdo Perfeita (Expected Value of Perfect information - EVPI), o qual é obtido pela
diferenca entre o Valor do Problema Estocastico (Recourse Problem - RP) e o valor esperado das
solugdes (Wait and See - WS). Assim

EVPI = RP — WS.

Outra forma de tentar explicar estes termos seria de que o EVPI, segundo Birge e
Louveaux [1997], mede o quanto o agente de decisdo estaria disposto a pagar para se obter
informacdo perfeita e precisa sobre o futuro. Neste problema, seria 0 quanto o Lojista estaria
disposto a pagar para se obter com precisao o valor da demanda w. Para Kall e Wallace [1994], o
EVPI também representa quanto se esperaria ganhar se fosse possivel determinar de anteméo o
valor das variaveis aleatorias. Ainda na ideia destes autores, o EVPI é importante, porque mostra
se é importante considerar a aleatoriedade do problema, pois ndo necessariamente um valor alto
para o EVPI possa indicar a necessidade de se resolver o problema estocastico. Porém, quando o
EVPI é baixo, temos uma indicacdo de que ndo é tdo importante considerar a aleatoriedade do
problema e, portanto, aproximagdes podem funcionar bem.

O RP representa o valor do problema estocéstico, o qual foi encontrado na secéo
anterior. Ja o WS representa o valor 6timo do problema para cada cenario, o qual neste caso esta
definido no intervalo de [0,500].

Como o valor de RP ja foi calculado, basta encontrar o valor de WS. Para isto,
precisamos lembrar que o valor de w esta definido no intervalo [0,500]. Assim, como o EVPI
supde que o valor do coeficiente aleatdrio é conhecido, para um determinado valor w, a solucéo é
obviamente x* = w. Logo,

0+500

WS =E,lcw — qw] = E,[-23w] = —23E,[w] = —23 = —5750.

O valor da esperanca de w foi calculado lembrando que E[X] = (a + b)/2. Por fim, o
valor do EVPI seréa dado por

EVPI = R$5750,00 — R$ 1721,96 = R$4028,04.

Outro valor importante em se considerar na Otimizacdo Estocéstica ¢ o Valor da
Solucgdo Estocastica (Value of Stochastic Solution - VSS), o qual é obtido pela diferenca entre a
Solucéo do Valor Esperado (Expectation of the Expected Solution - EEV) e 0 RP. Assim,

VSS = EEV — RP.

Para se encontrar o valor de EEV, inicialmente calcula-se a solucéo 6tima do problema
para w = 250, ou seja, com demanda constante igual a média de w. Em seguida, o valor de x*
encontrado é substituido na equacéo (3.3) para se obter um novo lucro 6timo. Novamente, como
o valor de RP j& foi obtido, vamos calcular o valor de EEV. Para isto, vamos inicialmente
encontrar o valor 6timo para w = 250, a qual é obtido facilmente, uma vez que conhecendo-se 0
valor de w basta comprar x* = 250 camisetas para maximizar o lucro. O préximo passo é usar o
valor de x* na equacéo (3.3). A solucéo apos os calculos sera —R$ 950,00. Deste modo

VSS = R$1721,96 — R$ 950,00 = R$ 771,96.
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Assim, concluimos ser essencial o0 modelo estocastico nesse problema, pois quando os
valores do EVPI sdo elevados, como nesse caso EVPI = R$4028,04, indicam a necessidade de
resolver tal modelo, confirmando essa necessidade pelo resultado do VSS, ja que nos fornece o
guanto estamos ganhando em considerar o0 modelo estocéstico, ao invés de simplesmente supor
que o lucro de vendas é dado por sua média.

7. Consideracdes Finais

O método de otimizagao estocastica, por meio do exemplo abordado, mostrou-se uma
alternativa adequada e flexivel na configuracdo do plano de producdo, pois permitem modelar as
variaveis aleatorias de forma bastante natural com a utilizacao de cenarios que podem ser gerados
com diferentes estruturas e distribui¢des de probabilidade. Também, a possibilidade de utilizar as
variaveis de decisdo de segundo estagio se apresentou uma estratégia interessante, visto que tais
varidveis podem ser utilizadas para se remediar dos pardmetros estocasticos, ajustando e
corrigindo decis@es do primeiro estagio tomadas antes da realizagdo das variaveis aleatorias.

Em linhas gerais, a otimizacdo estocastica em dois estagios permite que se faca uma
escolha inicial, dita de primeiro estagio, antes de se conhecer o valor de cada parametro incerto.
Apdbs o conhecimento dos valores dos mesmos, 0 agente de decisdo faz novas escolhas, ditas de
segundo estagio, que visam corrigir possiveis efeitos negativos gerados pela decisdo do primeiro
estagio. Além disso, essa abordagem é considerada uma metodologia muito rica, por empregar
conceitos e resultados de diversas areas como, programacao linear, probabilidade e estatistica.

Além disso, ao considerarmos o método estocastico em relagdo ao deterministico, o
valor 6timo do deterministico corresponde a um Unico custo minimo, o valor 6timo do
estocastico refere-se a uma composi¢do de custos minimos, um para cada cenario, ponderados
pelas probabilidades desses cenarios, comumente denominado como custo minimo esperado.
Ainda, o modelo deterministico gera um Unico plano de producdo, ao passo que o modelo
estocastico de dois estagios gera plano de producdo dependentes dos cenarios.
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