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RESUMO

Este artigo apresenta o Problema de Empacotamento com Dependéncias, que surge na
otimizacdo da alocacgdo de tarefas a CPUs em aplicacdes de computagdo em nuvem. Para resolver o
problema sao propostos uma formulacdo compacta com desigualdades para eliminacdo de simetria,
e um algoritmo de Branch-and-price que utiliza o resolvedor BaPCode. Para acelerar a resolugéo
dos problemas de pricing, foi desenvolvida uma heuristica de pricing baseada no algoritmo de busca
em profundidade. Os experimentos computacionais em 40 instincias, com itens variando de 120
a 250, demonstram a alta performance da abordagem de Branch-and-price, que resolve todas as
instancias em até 37 minutos. J4 a resolu¢ao da formulagdo matemadtica, utilizando-se o resolvedor
CPLEX, produz apenas 10 solugdes 6timas em um tempo limite de uma hora.

PALAVRAS CHAVE. Problema de Empacotamento com Dependéncias. Heuristica de Pre-

cificacdo. Branch-and-price.

Area Principal: Programacio Matematica

ABSTRACT
In this paper, we introduce the Bin Packing Problem with Dependencies, which appears
when optimizing task allocations to CPUs in cloud computing applications. We propose a compact
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formulation of the problem with symmetry breaking inequalities, and a branch-and-price algorithm
built in the BaPCode framework. To speed up the resolution of the pricing problems, we design a
specialized pricing heuristic based on a depth-first search. Our computational experiments on 40
benchmark instances with 120 to 250 items demonstrate the high performance of the branch-and-
price approach, which solves all instances in up to 37 minutes. In comparison, the direct resolution
of the compact formulation, with CPLEX, led only to 10 optimal solutions with a time limit of one
hour.

KEYWORDS. Bin Packing Problem with Dependencies. Pricing Heuristic. Branch-and-
price.

Main Area: Mathematical Programming
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1. Introducao

O Problema de Empacotamento (PE) esta entre os problemas mais estudados na area de
Otimizacdo Combinatéria. A grande quantidade de trabalhos existentes na literatura que tratam
deste problema demonstram a relevancia de se obter solugdes eficientes para sua resolu¢cdo. Uma
revisdo detalhada dos métodos pode ser vista em [Delorme et al., 2016]. Dentre os fatores que
levaram a isso, estd principalmente a simplicidade da defini¢ao do problema, de facil entendimento,
e as diversas aplicagdes praticas em que pode ser utilizado.

Dependendo da aplicagdo em que estd sendo empregado, o Problema de Empacotamento
possui restricdes adicionais que devem ser incorporadas ao problema cléssico e que trazem determi-
nadas caracteristicas que dificultam sua resolucdo utilizando os métodos existentes. Esse fator mo-
tiva o continuo estudo de novas técnicas que possam contribuir na resolucao dessas outras variantes
do Problema de Empacotamento. Neste contexto, este trabalho aborda uma variante do Problema
de Empacotamento chamada de Problema de Empacotamento com Dependéncias (PED).

O Problema de Empacotamento com Dependéncias é um problema novo mas que € rela-
cionado com trés outros problemas encontrados na literatura. Assim como no Problema de Empa-
cotamento cldssico, neste problema considera-se um conjunto de itens e bins idénticos, onde todos
os itens devem ser alocados ao menor nimero possivel de bins. A diferenca é que no PED, cada
item pode estar associado a uma ou mais vizinhancas (um conjunto de outros itens). A aloca¢do
de um item a um bin implica em alocar junto no mesmo bin a0 menos um outro item pertencente a
cada uma de suas vizinhangas, caso existam.

O PED possui uma estrutura diferente do Problema de Empacotamento, de modo que
uma simples realocacdo de um item em outro bin necessita de realocagdes simultaneas de possivel-
mente muitos outros itens em conjunto. Sem a inclusdo de novas vizinhancas avancadas baseadas
em cadeias de realocagdes de itens inter-dependentes, esta tarefa pode tornar-se dificil e compu-
tacionalmente custosa em uma abordagem baseada em metaheuristicas, que utilizam estruturas de
vizinhangas. Deste modo, para produzir resultados iniciais para o PED, considera-se o uso de resol-
vedores de programacao inteira, tais como o CPLEX para resolver a formulacdo compacta desen-
volvida para o problema. Porém, tal formulagao apresenta simetria, com diversas restri¢cdes equiva-
lentes, e sua relaxacdo linear é fraca. Como uma alternativa a esses métodos e, beneficiando-se do
desenvolvimento recente de frameworks Branch-and-price, considera-se ainda o desenvolvimento
de métodos de programagdo matemadtica no qual as dependéncias podem ser mais intuitivamente
integradas com o subproblema de precificacio ou pricing.

Portanto, neste trabalho, para resolver o PED sio utilizados métodos exatos de programa-
cdo inteira, mais especificamente, o algoritmo de Branch-and-Price, que utiliza uma implementacio
chamada BaPCod, proposta por Sadykov e Vanderbeck [2013]. Sao apresentados ainda, uma
formulacdo matemadtica para o problema e novas instancias utilizadas nos testes.

O artigo € organizado como descrito a seguir. Na Secdo 2 € feita uma defini¢do formal
do problema, onde é apresentado um modelo matemdtico de programacao inteira desenvolvido.
Na Secdo 3 sdo revisados alguns trabalhos relacionados existentes na literatura. Na Secdo 4 é
descrito um método exato para a resolucdo do PED e a seguir, na Secdo 6, sdo exibidos os resultados
computacionais obtidos com o algoritmo desenvolvido. Finalmente, na Secdo 7 sdo apresentadas as
conclusoes.

2. Definicao do Problema

No Problema de Empacotamento com Dependéncias (PED), considere um conjunto finito
de bins de capacidade idéntica ), um conjunto de itens V = {1,...,n} com pesos wi, ..., Wy,.
Cada item ¢ € V possui um conjunto de vizinhangas N (i) = {Ni(7),...,Ng,(7)}, onde cada
vizinhanga € composta por um conjunto de itens.

O objetivo do Problema de Empacotamento com Dependéncias € alocar cada item a um
bin minimizando o nimero de bins utilizados. Esta alocacdo deve respeitar a capacidade maxima
dos bins e as restri¢des de vizinhangas, onde uma solugdo € vidvel se, para cada item ¢, e para cada
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vizinhanga NN;(7), existe pelo menos um item j € N;(i) alocado ao mesmo bin que em que i estd
alocado.

Um modelo de programacio linear inteira mista para o problema (PLIM) é dado pela
Formulacdo F'1 a seguir:

(F1)  min Zyk (1)
k=1
s.a. Zwimikéka k=1,....m 2)
i=1
Yz =1 i=1,...,n (3)
k=1
T <Y T Viel,...,nVkel,...omVlel,....,L; (4
JEN(3)
yr € {0,1} k=1,....n 5)
xi € {0,1} i=1,....,nk=1,...,m (6)

Neste modelo, a cada variavel binaria x;;, € atribuido o valor 1, se e somente se, o item
1 € alocado ao bin k, e cada varidvel bindria y; recebe o valor 1, se e somente se, o bin k estd
sendo utilizado. A fun¢do objetivo (1) minimiza a soma do nimero de bins utilizados. As restricdes
(2) garantem que o ndmero de itens alocados a cada bin nao ultrapasse sua capacidade médxima.
O conjunto de restricdes (3) asseguram que cada item deve ser atribuido a somente um bin. As
restri¢cdes (4) garantem que pelo menos um vizinho de cada vizinhanga de um item deve ser alocado
ao mesmo bin em que este foi alocado. As restri¢cdes (5) e (6) definem o dominio das varidveis de
decisdo do problema.

Em F'1, existe uma grande quantidade de simetria, uma vez que existem diversas solucdes
nas quais o conjunto de itens estdo alocados exatamente com a mesma configuracdo mas em bins di-
ferentes. Para acelerar o tempo de computag@o e melhorar o comportamento do modelo matemético,
reduzindo por exemplo a simetria, foram adicionadas os seguintes cortes no modelo:

yk2yk+1 szzl,,m—l (7)
T =0 Vi=1,....m—-1,Vk=i+1,...,m ®)
Tk < Yk VeE=1,....m,Vi=1,...,n )

O conjunto de desigualdades em (7) foram adicionadas para reduzir o tamanho da drvore
de enumeracdo do Branch-and-bound. Nestes cortes, os bins sdo utilizados de acordo com a ordem
de seus indices. O conjunto de desigualdades em (8) elimina diversas solugdes simétricas conside-
rando que hd uma solugdo 6tima onde o item 1 foi alocado ao bin 1, o item 2, ao bin 1 ou 2, e assim
sucessivamente. Para melhorar a relaxacfo linear, foi adicionado o conjunto de restri¢des (9), que
determinam que itens com valores inteiros ndo podem ser alocados a bins com valores fraciondrios.
Essas desigualdades ja sdo bem conhecidas e utilizadas para o Problema de Empacotamento [De-
lorme et al., 2016].

3. Revisao da Literatura

O PED € um problema novo, no entanto existem trés problemas relacionados a ele, o
Problema da Mochila 1-vizinho (I-neighbour knapsack problem), o Problema da Mochila Todos-
vizinhos (all-neighbour knapsack problem) e o Problema de Realocagdo de Mdquinas.
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O Problema da Mochila 1-vizinho e o Problema da Mochila Todos-vizinhos pertencem
a uma classe de problemas chamados de Problema da Mochila Limitado. Em ambos, existe uma
mochila que suporta um peso maximo k, um grafo G = (V, E'), onde cada vértice i € V representa
um objeto ou item que pode ser levado na mochila, com peso w; e um lucro p;. O objetivo de cada
um dos problemas € encontrar um conjunto de vértices que maximizam o lucro obtido e que juntos
possuem um peso maximo k. No problema da Mochila 1-vizinho, se um item possui um vizinho,
ele pode ser selecionado somente se pelo menos um dos seus vizinhos também for selecionado. Ja
no Problema da Mochila Todos-vizinhos, quando um item € selecionado, todos os seus vizinhos
também sdo selecionados.

Problemas da Mochila limitados possuem aplica¢des em diversas dreas tais como escalo-
namento, gerenciamento de ferramentas, estratégias de investimento, armazenamento de banco de
dados e network formation [Borradaile et al., 2012].

No trabalho de [Borradaile et al., 2012], os autores desenvolveram um algoritmo polino-
mial para resolver o Problema da Mochila 1-vizinho considerando os valores do pesos e do lucro
uniformes e o grafo ndo-direcionado. Os autores mostram que o problema ¢ fortemente NP-dificil
quando esse € direcionado e uniforme. Este trabalho apresenta ainda algoritmos aproximados para
o problema com peso e lucro arbitrarios com grafos direcionados e ndo-direcionados.

Para o Problema da Mochila Todos-vizinhos, [Borradaile et al., 2012] demonstram que o
problema direcionado e uniforme ¢ fortemente NP-completo. Para o problema uniforme e direci-
onado, os autores apresentam uma reducdo para o Problema da Mochila 0-1, que é resolvido em
tempo polinomial.

O Problema de Realocacdo de Maquinas (PRM) foi proposto pelo Google como um de-
safio no ROADEF/EURO [Roadef, 2012]. O objetivo do PRM € otimizar a utilizacio de um
conjunto de maquinas heterogéneas M por um conjunto de processadores P. Inicialmente cada
processo p € P estd alocado a uma determinada médquina mas eles podem ser movidos entre as
maquinas. Esse movimento deve respeitar restricdes de capacidade, dependéncia e conflito. O
problema considera também um conjunto de recursos R onde um processo p € P pode requerer
R, unidades de cada recurso r € R. A capacidade de uma mdquina m € M com relacdo a
um recurso r € R é chamado (), 4. No PRM, a utilizagdo de um recurso em uma mdaquina nio
pode exceder sua capacidade. A utilizacdo U de um recurso r em uma maquina m € definida como
U(m,r) = > pepim(p)=m L1(p,7), onde M(p) = m significa que o processo p estd executando
na maquina m. Os processos s@o particionados em um conjunto s de servicos, e cada processo
pertence somente a um servigo s € S e todos os processos do mesmo servigo deve executar em
madquinas diferentes. Seja L, o conjunto de localidades, onde cada localidade [ € L € um con-
junto de maquinas, o niimero de localidades distintas onde os processos pertencentes a0 mesmo
servico devem executar devem respeitar uma dada restricdo de espalhamento. Adicionalmente, as
maquinas sdo agrupadas também em vizinhangas denotadas por N. Um servico pode depender de
outros servicos, portanto, se um servi¢o s executar em uma maquina na vizinhanca n € N, pelo
menos um processo de cada servigo pertence ao mesmo conjunto de servigos de que s depende,
deve executar em uma mdquina na vizinhancga de n.

Varios trabalhos na literatura tratam o PRM: no trabalho de Masson et al. [2013], os auto-
res desenvolvem uma formulagdo matematica e um algoritmo baseado na metaheuristica Multi-start
Iterated Local Search para o PRM. Gavranovi¢ et al. [2012] propuseram limites inferiores para o
problema e uma abordagem baseada no Variable Neighborhood Search, onde os autores tentam
realocar os processos grandes primeiro. O procedimento de perturbacdo do VNS de Gavranovié
et al. [2012] € feito por uma busca local considerando uma funcio objetivo diferente. Lopes et al.
[2015] desenvolveram quatro heuristicas ILS, onde duas delas usam uma perturbacdo baseada em
programacao inteira. No trabalho de Portal et al. [2015], os autores propuseram uma heuristica
baseada no metaheuristica Simulated Annealing, bem como desenvolveram estruturas de dados es-
peciais para acelerar o tempo de execucdo. Mais recentemente, Wang et al. [2016] desenvolveram

2822



XLIX Simpdsio Brasileiro de Pesquisa Operacional 7 "
Blumenau-SC, 27 a 30 de Agosto de 2017. . .

um método que usa diferentes estruturas de vizinhancas, duas deles ja utilizadas na literatura para
o Problema de Alocacdo Generalizado, permitindo movimentos invidveis na busca local e um me-
canismo de busca de particionamento da vizinhanga.

O Problema de Empacotamento com Dependéncias pode ser visto como um caso es-
pecifico do PRM considerando apenas a restricio de dependéncia. O PED também estd intima-
mente relacionado com as variantes do Problema da Mochila citadas, a principal diferenca esta na
fungdo objetivo que envolve minimizar o ndmero de bins ao invés de maximizar o beneficio obtido
de um dnico bin (mochila), e onde ainda todos os itens devem ser alocados ao invés de somente um
subgrupo.

4. Método de Resolucao exato para o PED

Mesmo com a adi¢do dos cortes, o modelo F'1 ndo pode ser resolvido de maneira efici-
ente com os resolvedores de programagdo matemdtica para diversas instancias do PED. Portanto,
adicionalmente a F'1, outra formulagdo alternativa para o PED pode ser obtida. Tal formulagdo,
chamada de F'2, € baseada na formulagdo do problema de cobertura de conjuntos e pode ser vista
nas Equacdes de (10) a (12) a seguir.

(F2) min ) A (10)
jeD

sa. Y aih =1 VieV (11)
jeD

A\j € {0,1} VjeD (12)

Considere D um conjunto composto por todos os sub-conjuntos de itens que podem ser
alocados em um bin e que respeitam a defini¢do de dependéncia entre vizinhancas do problema. A
func¢do objetivo em (10) minimiza a soma do niimero de conjuntos selecionados, ou seja, o0 nimero
de bins que serdo utilizados. O conjunto de restri¢cdes em (11) definem que cada item ¢ deve estar
associado a pelo menos um item que estard na solugdo. Cada varidvel bindria \; serd igual a 1 se
o subconjunto de itens j € selecionado para fazer parte da solucio e 0, caso contrario. Associado a
cada varidvel tem-se ainda um a;;, que serd igual a 1 se o item ¢ estd no sub-conjunto j.

Tal formulagdo acima envolve um niimero exponencial de varidveis A. No entanto, ela
possui uma alternativa para sua resolugdo, que € a utilizac@o do algoritmo de Branch-and-price para
resolvé-la. Esse algoritmo iterativamente resolve esta formulacdo (chamada de Problema Mestre)
em um conjunto restrito de varidveis (colunas), resolvendo o subproblema para encontrar novas
colunas que deverdo fazer parte do problema mestre (problema de pricing). Essa técnica é muito
conhecida e com grande sucesso na resolucdo de diversos problemas. A seguir serd fornecida uma
descri¢do de como esse procedimento funciona e logo apds, como essa abordagem foi aplicada ao
PED.

5. Algoritmo de Branch-and-price

Para resolver o PED, foi desenvolvido um algoritmo de Branch-and-price (BP) [Barnhart
et al., 1998]. O BP € uma técnica que combina o algoritmo de Branch-and-bound com o método de
geracgdo de colunas para resolver problemas com uma grande quantidade de varidveis.

Parte-se de uma formulacdo do problema com um nimero exponencial de varidveis. Se
esta ndo estiver disponivel, pode por exemplo ser obtida aplicando-se a decomposicio de Dantzig-
Wolfe [Dantzig e Wolfe, 1960]. O problema € subdividido em outros problemas, um chamado de
Problema Mestre e outro chamado de Subproblema, que por sua vez pode ser composto por um ou
mais problemas escravos. Devido a grande quantidade de colunas presente no Problema Mestre,
algumas podem ser excluidas deste, resultando no que chamamos de Problema Mestre Reduzido
(PMR). O BP ird resolver o PMR a cada n6 da 4rvore de Branch-and-bound através de geracao de
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colunas. Iterativamente, através da resolucio da Relaxagao linear do PMR, novos valores duais para
as varidveis do PMR sdo encontradas, esses valores s@o utilizados para resolver o que chamamos
de problema de pricing: o subproblema é resolvido a fim de encontrar colunas com custo reduzido
negativo. Se estas forem encontradas, elas sdo adicionadas ao PMR. O processo termina se a solu¢do
6tima para o PMR for uma solucdo 6tima também para o Problema Mestre.

No caso do Branch-and-price desenvolvido para o PED, a decomposi¢cdo de Dantzig-
Wolfe € aplicada a formulag@o F'1 e, assim como no problema de empacotamento cldssico, resulta
no problema de cobertura de conjuntos como problema mestre [Sadykov e Vanderbeck, 2013]. A
formulacdo resultante para o problema mestre ¢ a mesma ja apresentada em F'2. O subproblema
obtido, de modo andlogo, é o Problema da Mochila com Dependéncias (PMD), que pode ser for-
mulado por F'3 como:

(F3)  max Y & (13)
=1
s.a. szx; <Q (14)
=1
< Y Viel,...,nVlel,... L (15)
JEN(3)
zh € {0,1} i=1,...,n (16)

Para o problema de pricing, considere ®;, onde ¢ € V', como a solucdo dual corrente do
PMR de F2.

Para resolver o problema de pricing, neste trabalho foi desenvolvido um algoritmo heuris-
tico. Se este algoritmo falhar em encontrar colunas com custo reduzido, o subproblema é resolvido
de modo exato. Os dois métodos sao detalhados nas proximas secoes.

5.1. Pricing usando heuristica

Foi proposto um algoritmo heuristico para resolu¢io do problema de pricing. Essa abor-
dagem utiliza o algoritmo de Busca em Profundidade (ou Depth First Search (DFS)) para auxiliar
na escolha dos itens que devem ser incluidos na mochila. O pseudo-cédigo é apresentado nos
Algoritmos 1 e 2.

No Algoritmo 1, considere como entrada o conjunto D de itens. Cada item possui um
status que indica se o item foi fixado com 1, com 0 ou se € livre. Seja V, o conjunto de todos os
itens, w; o peso de cada item, Qyestante O €spaco disponivel na mochila e, S o conjunto de itens ja
alocados na mochila.

Algorithm 1 Heuristica para o Pricing
while (Qrestante > 0) e (|S| < |V|) do

l:

2:  Escolhaumitemi: eV — S;

3 if w; < Qrestante then

4: DFS(1,Qrestante,G,S);

5: S=85+1;

6: if DFS encontrou um n6 folha, um ciclo ou item ja adicionado then
7: Adiciona itens da arvore de DFS;

8: end if

9: endif
10: end while
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Algorithm 2 DFS(1,Qcstante,G,S)

1: Marca ¢ como visitado;

2: pre(i) + +;

3 if (w; < Qrestante) e (i.status 7£ 0) then

4:  if Adj(i) = () then
5 encontrou um no folha;
6: else
7
8
9

Ordena Adj(i) pelos custos reduzidos;
for v € Adj(7) do
if v € S then

10 encontrou um item jé adicionado na mochila;
11: break;

12: else

13: if v ndo foi visitado then

14: Insere aresta (7, v) na arvore de DFS;
15: DFS(V’QTestante’G’S);

16: else

17: if pos(v) indefinido then

18: encontrou um ciclo;

19: break;

20: end if

21: end if

22: end if

23: end for

24:  end if

25: end if

26: pos(i) + +;
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Enquanto a mochila ndo esta cheia, o algoritmo tenta inserir itens na mochila. Inicial-
mente, na linha 2, um item ¢ é escolhido para ser alocado na mochila. Essa escolha é realizada de
forma gulosa, de acordo com o status do item, o nimero de dependéncias que o item resolve se
alocado na mochila e o seu beneficio. O beneficio € calculado pelo valor do custo reduzido do item
dividido pelo seu peso. Se o ha espaco para alocar o item na mochila, 0 mesmo é alocado. Além
disso, usa-se o algoritmo de DFS (linha 4), para alocar outros itens juntos na mochila e satisfazer
as restricdes de dependéncias.

O algoritmo de DFS (Algoritmo 2) percorre o grafo examinando seus nds, o item ¢ é
considerado como o nd raiz. A busca pela arvore tem por objetivo encontrar um caminho na rvore
que forme um ciclo que inclua o item ¢ (linha 18) ou outro item ja adicionado na mochila (linha
10), ou um n6 folha (linha 5), que nao possua nés dependentes.

5.2. Pricing usando programacao inteira

Para a resolucdo do problema de pricing uma op¢ao mais direta e simples é utilizar o
modelo matemético existente para o problema da mochila com dependéncias. Isto € feito com o uso
de um resolvedor de programacao matematica, tal como o CPLEX. Como serd visto posteriormente,
essa solucdo foi suficiente apenas para gerar solucdes 6timas em instancias de tamanho pequeno e
médio, mas para a resolucdo do problema de pricing em instincias grandes ainda € utilizada uma
significante quantidade de tempo.

6. Experimentos Computacionais

Os algoritmos propostos neste trabalho foram codificados em C++ e executados em uma
maquina Intel 17 com 3,4 GHz e 16 Gb de memdria RAM utilizando o sistema Operacional Linux
64 bits. Foi utilizado o CPLEX como resolvedor matemético e o resolvedor de Branch-and-Price
BaPCode. Todos os testes com 0 modelo matemadtico utilizaram apenas uma thread.

Na préxima secdo sdo descritas como as instancias utilizadas nos testes foram geradas. A
seguir, sdo exibidos os resultados encontrados por cada método proposto.

6.1. Instancias

Como ndo haviam instancias para o PED, para a realizacdo dos testes, foram geradas
instancias inspiradas no problema da Mochila 1-vizinho como descritas a seguir. Como ponto de
partida foram utilizadas algumas instancias propostas anteriormente para o Problema de Empa-
cotamento com Conflitos (PEC) [Gendreau et al., 2004]. Mais especificamente, foram utilizadas
40 instancias da classes u (uniforme) propostas por Muritiba et al. [2010], com bins de capaci-
dade 150 e numero de itens iguais a n,, = {120,250}. Os grafos de conflito foram removidos
das instancias e a capacidade dos bins foi dobrada. Para cada instincia considerada, uma solugéo
vidvel do Problema de Empacotamento foi produzida e a partir desta, as dependéncias foram cria-
das. Essa solucdo foi utilizada para garantir que houvesse uma solugéo vidvel para o problema com
dependéncias.

A solucdo vidvel para o Problema de Empacotamento foi gerada selecionando-se a cada
iteracdo um item escolhido aleatoriamente, o item é alocado ao primeiro bin que possui espagco
residual suficiente. Nao considerando itens que possuem mais de 80% de seu espaco ocupado.

Nesta solugdo criada, os itens foram separados nas vizinhangas conforme sua alocagio aos
bins. As caracteristicas do grafo criado levaram em consideragdes trés parametros: « — porcentagem
de itens sem vizinhangas; 5 — niimero de itens em cada vizinhanga; ciclo — existéncia ou nio de
ciclo no grafo de dependéncias. O procedimento para criar as vizinhangas foi descrito abaixo.

1. a% dos itens s@o escolhidos para serem “sem vizinhanca”: um item € escolhido aleatoria-
mente em cada bin da solugdo de referéncia e marcado como “sem vizinhanga”até que o valor
de « seja atingido;

2. Para cada item ¢ que ndo estd marcado como “sem vizinhanga”, selecione 3 itens para per-
tencer a sua vizinhanga, comecando com pelo menos um item escolhido aleatoriamente entre
os itens pertencentes ao bin onde o item estd alocado na solucdo de referéncia.
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Ap6s alguns testes empiricos, foram considerados os valores de o = {30%,50%} e 8 =
{2,3,5,10,20}. Foram criadas, instincias com ciclo e sem ciclo. Essas configura¢des combinadas
geraram 120 instancias.

6.2. Resultados

Foram realizados testes comparativos para avaliar a eficiéncia dos métodos propostos.
Em ambos os métodos, cada instancia foi executada com um tempo limite de 1 hora. Os resulta-
dos encontrados sdo exibidos nas tabelas a seguir, que foram separadas de acordo com o tipo de
grafo de dependéncia. Na Tabela 1 encontram-se os resultados para as instancias com grafos de
dependéncias sem ciclos, enquanto na Tabela 2 so exibidos os resultados para as instincias que
possuem grafos de dependéncias com ciclos. Em ambas as tabelas, as quatro primeiras colunas
exibem informagdes das instincias, onde as colunas Inst., Nitens, o e 3, indicam respectivamente a
instancia testada, o nimero de itens que esta possui e os valores de « e beta utilizados no procedi-
mento de geragdo da instancia.

Para cada método proposto, sdo reportados os valores do melhor limite inferior e do me-
lhor limite superior, identificados nas colunas LB e UB respectivamente, encontrados na execugao
de cada instdncia. Ainda, a coluna GAP exibe a diferenga percentual entre o limite inferior e su-
perior, calculado como 100(UB — LB)/U B. A coluna NNds mostra o nimero de nds e a coluna
T(s), exibe o tempo de CPU em segundos gasto pela execugao do método.

Modelo F1 Branch-and-price
LB | UB | GAP NNG6s T(s) LB | UB | GAP T(s)

Inst. | NItens | « | S8

il 120 |30 2 | 24 | 25 | 4,00% | 56020 | 3600,05 | 24 | 24 | 0,00% | 229,64
3
5

i2 120 | 30 25 | 25 | 0,00% | 10908 | 450,54 | 25 | 25 | 0,00% | 414,69
i3 120 | 30 23 | 24 | 4,17% | 65994 | 3600,05 | 23 | 23 | 0,00% | 20,31
i4 120 |30 10| 25 | 25 | 0,00% 1557 57,54 | 25 | 25 | 0,00% | 16,11
i5 120 |30 120| 25 | 25 | 0,00% 5904 172,83 | 25 | 25 | 0,00% | 11,34
i6 120 |50 | 2 | 24 | 24 | 0,00% | 54446 | 166531 | 24 | 24 | 0,00% | 29,57
i7 120 |50 | 3 | 24 | 25 | 4,00% | 102912 | 3600,04 | 24 | 24 | 0,00% | 13,20
i8 120 |50 | 5 | 25 | 25 | 0,00% | 11116 | 62,20 | 25 | 25 | 0,00% | 12,05
i9 120 |50 | 10 | 25 | 26 | 3,85% | 161509 | 3600,05 | 25 | 25 | 0,00% 9,24
i10 120 |50 |20 | 23 | 24 | 4,17% | 173636 | 3600,07 | 23 | 23 | 0,00% 8,85
ill 250 |30 2 | 50 | 52 | 3,85% | 95719 | 3600,17 | 50 | 50 | 0,00% | 1532,68
i12 250 |30 3 | 50 | 52 | 3,85% | 11717 | 3600,17 | 50 | 50 | 0,00% | 2138,91
il3 250 |30 5 | 51 | 173 | 70,52% | 4948 | 3600,19 | 51 | 51 | 0,00% | 184,79
i14 250 | 30|10 | 50 | 194 | 74,23% | 4411 | 3600,24 | 50 | 50 | 0,00% | 82,51
il5 250 |30 (20| 51 | 52 | 1,92% | 10883 | 3600,34 | 51 | 51 | 0,00% | 60,53
i16 250 |50 2 | 51 | 52 | 1,92% | 14424 | 3600,16 | 51 | 51 | 0,00% | 129,74
17 250 |50 3 | 51 | 52 | 1,92% | 23749 | 3600,16 | 51 | 51 | 0,00% | 71,41
il8 250 |50 5 | 52| 53 | 1,89% | 21184 | 3600,18 | 52 | 52 | 0,00% | 45,83
i19 250 |50 10| 53 | 54 | 1,85% | 176836 | 3600,21 | 53 | 53 | 0,00% | 43,30
i20 250 |50 (20| 51 | 52 | 1,92% 1591 | 3600,27 | 51 | 51 | 0,00% | 70,69

Tabela 1: Resultados Computacionais para as Instancias sem ciclo.

O modelo matemadtico F'1, juntamente com o0s cortes apresentados para este modelo, re-
solvidos pelo CPLEX, chegou até a otimalidade em apenas 10 instincias dentro do tempo determi-
nado. Nas instancias restantes, o valor do GAP permaneceu alto, chegando a um valor superior a
70% em algumas delas.

Enquanto isso, o método de Branch-and-price foi bem sucedido na resolugcdo de todas
as instancias geradas. Em todos os casos, o valor do limite inferior obtido depois da geracdo de
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Modelo F1 Branch-and-price
LB | UB | GAP | NNo6s T(s) LB | UB | GAP T(s)

Inst. | NItens | « |

i21 120 |30 2 | 24 | 24 | 0,00% | 16304 | 700,35 | 24 | 24 | 0,00% | 147,69
3
5

i22 120 | 30 25 | 25 | 0,00% 975 30,37 | 25 | 25 | 0,00% | 93,49
i23 120 | 30 23 | 24 | 4,17% | 45044 | 3600,04 | 23 | 23 | 0,00% | 19,73
124 120 |30 (10| 25 | 25 | 0,00% 1 39,01 | 25 | 25 | 0,00% | 12,22
125 120 |30 (20| 25 | 25 | 0,00% 1 2335 | 25 | 25 | 0,00% | 12,07
i26 120 |50 | 2 | 24 | 25 | 4,00% | 166401 | 3600,04 | 24 | 24 | 0,00% | 20,86
27 120 |50 | 3 | 24 | 25 | 4,00% | 149253 | 3600,05 | 24 | 24 | 0,00% | 13,73
128 120 |50 5 | 25 | 25 | 0,00% 1 7,92 25| 25 | 0,00% | 11,74
129 120 | 50 | 10 | 25 | 26 | 3,85% | 206954 | 3600,05 | 25 | 25 | 0,00% 9,78
130 120 |50 |20 | 23 | 24 | 4,17% | 199896 | 3600,06 | 23 | 23 | 0,00% 9,71
131 250 | 30| 2 | 50 | 52 | 3,85% | 13023 | 3600,16 | 50 | 50 | 0,00% | 2221,91
132 250 | 30| 3 | 50 | 52 | 3,85% | 19546 | 3600,17 | 50 | 50 | 0,00% | 178,09
133 250 |30 5 | 51| 53 |377% | 3179 | 360020 | 51 | 51 | 0,00% | 112,38
134 250 |30 (10| 50 | 52 | 3,85% | 11490 | 3600,24 | 50 | 50 | 0,00% | 70,30
135 250 |30 (20| 51 | 53 |3,77% | 1019 | 3600,33 | 51 | 51 | 0,00% | 66,72
136 250 |50 | 2 | 51 | 52 | 1,92% | 29080 | 3600,15 | 51 | 51 | 0,00% | 74,62
137 250 |50 | 3 | 51 | 52 | 1.92% | 27622 | 3600,16 | 51 | 51 | 0,00% | 52,90
138 250 |50 | 5 | 52 | 53 | 1.89% | 11968 | 3600,18 | 52 | 52 | 0,00% | 41,29
139 250 |50 | 10| 53 | 54 | 1.85% | 12948 | 3600,22 | 53 | 53 | 0,00% | 39,89
140 250 |50 20| 51 | 52 | 1,92% | 33083 | 3600,29 | 51 | 51 | 0,00% | 67,03

Tabela 2: Resultados Computacionais para as Instancias com ciclo.

colunas é forte o suficiente para resolver o problema apenas no né raiz. Deste modo, ndo foi
necessdrio realizar branching em nenhuma das instancias. No entanto, o tempo de execugdo do
Branch-and-price varia significantemente de uma instincia para outra. Dependendo da instancia,
foram geradas entre 538 e 2908 colunas, e todo o processo levou entre 8,85 e 2221,91 segundos.

Todas essas instincias foram resolvidas até a otimalidade, em contraste com a imple-
menta¢do da formulag@o, que ndo obteve sucesso em muitos casos. Isto demonstra o potencial de
métodos baseados em geragao de colunas para estes tipos de problemas e instancias.

7. Conclusoes

Neste artigo foi introduzido um novo problema na area de Otimizagdo Combinatéria, o
Problema de Empacotamento com Dependéncias (PED). O problema proposto foi formalmente des-
crito e para sua resolucao foram desenvolvidos um modelo matematico e um algoritmo de Branch-
and-price (BP). Foram criadas ainda 40 instancias para o problema. O modelo matematico descrito
foi melhorado com a introdugao de alguns cortes de reducdo de simetria existentes na literatura
para o Problema de Empacotamento Cldssico. No entanto, este foi capaz de resolver até a otimali-
dade apenas 10 instancias. J4 o algoritmo de Branch-and-price, resolveu até a otimalidade todas as
instancias criadas.

Como trabalhos futuros, pretende-se continuar o estudo do problema e estender os métodos
desenvolvidos com a criacdo de novos cortes (para o desenvolvimento de um Branch-and-cut), e o
aprimoramento da heuristica de pricing para o BP ji desenvolvido. Serdo elaboradas ainda novas
instdncias com um grande nimero de itens por bin, em média, que tendem a ser mais desafia-
doras para métodos de BP. Finalmente, pretende-se expandir o problema proposto incorporando
caracteristicas adicionais inspiradas nas restricdes reais existente no Problema de Realocacdes de
Miéquinas.
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