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RESUMO

A suavizacdo da fronteira DEA foi proposta em 2002 para resolver o problema das
mualtiplas solugdes dtimas para as DMUs extremo-eficientes na fronteira DEA cléssica. Essa
técnica substitui a fronteira original, linear por partes, por uma fronteira continuamente
diferenciavel, que passa pelas mesmas DMUs extremo-eficientes. Para escolher a fronteira que
mais se aproxima da fronteira original, as funcbes objetivo dos diversos modelos de suavizagéo
existentes na literatura utilizam a topologia baseada no comprimento de arco (ou sua generaliza¢ao
multidimensional). Em 2014, foi proposto um modelo que utiliza outra funcdo objetivo para a
suavizacdo da fronteira DEA, baseada na &rea (ou sua generalizagdo multidimensional) das
fronteiras. O presente trabalho estuda a topologia implicitamente utilizada nesse modelo, e também
compara as caracteristicas basicas das duas topologias da suavizagao.

PALAVARAS CHAVE. Suavizagdo DEA, Topologia, Métrica
Area principal: DEA

ABSTRACT

Smooth DEA was first proposed in 2002 to solve the classic DEA problem of multiple
optimal solutions for extreme-efficient DMUs. This technique replaces the original piecewise
linear frontier by a new frontier with derivatives at all points that contains the same extreme-
efficient DMUs. Most smooth models use the arc length based topology (or its multidimensional
generalization) to determine the smooth frontier that is closest to the original DEA frontier.
However, in 2014, the authors proposed a smooth model with a different objective function, based
on the frontiers” area (or its multidimensional generalization). The present work studies the
topology implicitly used in the new smooth model, and compares the basic characteristics from
both topologies.
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1. Introducéo

Anélise Envoltéria de Dados (DEA — Data Envelopment Analysis) foi proposta
originalmente por Charnes, et al. (1978) para medir a eficiéncia de unidades produtivas (DMUs —
Decision Making Units), considerando os seus recursos (inputs) e produtos (outputs). Essa técnica
constroi uma fronteira de eficiéncia, formada pelas DMUs com as melhores relagfes
produto/insumo, chamadas DMUs eficientes. O modelo proposto inicialmente, em 1978, chamado
DEA CCR, considera retornos constantes de escala, ao passo que o modelo BCC, proposto por
Banker et al. (1984), considera retornos varidveis de escala.

Assim como outros problemas de programagdo matematica, os modelos classicos de
DEA apresentam formulagdes duais (Cooper et al., 2000), quais sejam, o0 Modelo do Envelope,
que trabalha com a distdncia de cada DMU a fronteira de eficiéncia, e o Modelo dos
Multiplicadores, que trabalha com a razéo de somas ponderadas dos inputs e outputs. Tais pesos
podem ser considerados trade-offs ou shadow prices, sendo especialmente relevantes para itens
sem valor de mercado (Coelli et al., 1998). Além disso, quando as variaveis estdo na mesma escala,
esses pesos sdo considerados a importancia relativa de cada input ou output. Entretanto, eles ndo
podem ser calculados de maneira Unica para as DMUs extremo-eficientes, isto €, as DMUs que
formam os “cantos” da fronteira de eficiéncia. Os estudos na literatura, em geral, ignoram essa
multiplicidade de solugbes Otimas e utilizam os primeiros resultados encontrados
(THANASSOULLIS, 1993; CHILINGERIAN, 1995).

Para solucionar essa questdo, Soares de Mello et al. (2002) propuseram a suavizagdo da
fronteira DEA, substituindo a fronteira DEA original, linear por partes, por outra com derivadas
continuas em todos os pontos. A fronteira suavizada deve conter as mesmas DMUs extremo-
eficientes da fronteira original e manter as propriedades basicas do modelo classico. Além disso, a
fronteira suavizada deve ser tdo proxima quanto possivel da fronteira original, com base na
topologia do comprimento de arco (e sua generalizagdo multidimensional).

Posteriormente, alguns trabalhos (SOARES DE MELLO et al., 2004; NACIF et al.,
2009; PEREIRA et al., 2015) propuseram generalizacdes ao modelo de suavizacdo da fronteira
DEA, que permitiram trabalhar com mudltiplos inputs e outputs para as DMUs. Também foram
propostas correcdes e aprimoramentos aos modelos de suavizacdo da fronteira DEA BCC
(BRANDAO & SOARES DE MELLO, 2017), que garantiram as propriedades bésicas do modelo
classico em quaisquer situagfes. Todos esses modelos se basearam na mesma topologia proposta
inicialmente.

Por outro lado, Branddo & Soares de Mello (2014) propuseram uma nova maneira de se
encontrar a fronteira DEA suavizada que mais se aproxima da original, substituindo a fungéo
objetivo do problema. O novo modelo se fundamenta no principio de classico de Banker et al.
(1984), segundo o qual o conjunto de possibilidade de producdo (PPS — do inglés, Production
Possibility Set) deve ser o menor que as restricdes permitem. Os autores verificaram, ainda, que o
modelo proposto é um modelo linear, ao passo que os demais modelos de suavizacao da literatura
sdo quadraticos.

O objetivo deste trabalho é estudar a topologia que sustenta o0 modelo linear. Para isso, 0
presente trabalho desenvolve a funcéo que induz a topologia desse modelo, analisando-a quanto as
propriedades de métricas. Em seguida, sdo comparadas as duas topologias da suavizacdo e suas
caracteristicas basicas. Além disso, analisa-se a sensibilidade das fronteiras definidas pelas duas
topologias em relagdo as restricGes dos problemas de suavizagéo.

Esse estudo € importante porque o modelo tradicional da suavizagdo foi proposto com
base em extensa analise topoldgica realizada por Soares de Mello (2002). Por outro lado, com as
mudancas propostas por Branddo & Soares de Mello (2014), essa topologia deixa de ser o
fundamento do modelo suavizado. Dessa forma, o estudo topologico do modelo linear se faz
necessario para que se possa conhecer a base teérica do novo modelo, permitindo também analisar
vantagens e desvantagens dos diferentes modelos. Em ultima instancia, essa compreensdo auxilia
a escolha do modelo mais adequado, dependendo das condicdes do problema.

O préximo capitulo apresenta o referencial tedrico dos modelos de suavizagdo que
utilizam a topologia baseada no comprimento de arco e, em seguida, o referencial tedrico do

687



XLIX Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional i 4(*\\ n®
Blumenau-SC, 27 a 30 de Agosto de 2017. 4 .

modelo linear proposto em Branddo & Soares de Mello (2014). Na secdo 3, estuda-se a topologia
do modelo linear, e, na sec¢do 4, sdo comparadas as caracteristicas basicas das duas topologias da
suavizacgdo. Por fim, sdo apresentadas as consideracGes finais deste trabalho.

2. Referencial Teorico

Esta secdo apresenta um referencial tedrico dos modelos de suavizagdo existentes na
literatura. Ressalte-se que ndo serdo analisados os modelos que também utilizam fronteiras
continuamente diferenciaveis, porém no contexto de redistribui¢do de recursos, como Avellar et
al. (2007), Milioni et al. (2011) e Silveira et al. (2011). A primeira subsecédo apresenta o referencial
tedrico para os modelos de suavizagdo baseados na topologia do comprimento de arco e a segunda
subsecdo, para 0 modelo linear da suavizacao.

2.1. Suavizacao da Fronteira DEA — Modelos Baseados no Comprimento de Arco

A fronteira suavizada deve ser o mais proximo possivel da fronteira original. Entretanto,
ndo seria adequado utilizar métricas tradicionais para medir a distancia entre as fronteiras, como a
métrica Euclidiana (generalizada) ou a métrica de Tchebychev, porque as mesmas
desconsiderariam as derivadas das fronteiras. Em outras palavras, uma funcdo poderia estar
proxima a fronteira original, de acordo com essas métricas tradicionais, mas apresentar derivadas
muito distintas, como ilustrado na Figura 1 (SOARES DE MELLO et al, 2002).
-

3

= X

Figura 1 — Fung@es proximas com derivadas distantes (SOARES DE MELLO et al., 2002)

Para resolver essa questdo, Soares de Mello (2002) propuseram a comparagdo dos
comprimentos de arco das funcBes (ou suas generalizagdes multidimensionais) para avaliar a sua
proximidade, considerando, assim, tanto os valores das fun¢6es quanto os de suas derivadas. Como
a fronteira original é composta por segmentos continuos de reta e como a reta apresenta 0 menor
comprimento de arco entre dois pontos, basta minimizar o comprimento de arco da fronteira
suavizada para aproxima-la a fronteira original.

Entretanto, existem fungdes distintas que apresentam o mesmo comprimento de arco.
Diz-se, portanto, que a diferenca de comprimento de arco ndo gera uma métrica d, uma vez que
ndo satisfaz a primeira propriedade d(a, b) = 0 sss a = b; porém, gera uma pseudo-métrica, uma
vez que satisfaz todas as demais propriedades. Por isso, ndo se deve falar em distancia entre duas
fronteiras, de acordo com essa topologia, mas apenas em proximidade, ou pertinéncia a uma
vizinhanca (D"AMBROSIO, 1977).

Mais especificamente, existem funcdes distintas com as mesmas condi¢fes de contorno
que apresentam o0 mesmo comprimento de arco, como ilustrado na Figura 2 (SOARES DE MELLO
et al., 2002). Em outras palavras, ndo é possivel definir uma vizinhanga de uma fungdo em que nao
exista a outra e, por isso, diz-se que o espac¢o das fungdes com a topologia do comprimento de arco
n&o respeita a propriedade de separacdo de Hausdorff (HAUSDORFF, 1949). Nesses espacos, nao
é possivel distinguir elementos apenas por suas propriedades topoldgicas, sendo necessérias
restricGes adicionais ao problema de minimizacdo de arco, de forma a evitar solu¢des indesejaveis.
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Figura 2 — Fungdes com o mesmo comprimento de arco (SOARES DE MELLO et al., 2002)

Assim, a formulagdo geral do problema de suavizag¢do de um Unico output proposto por
Soares de Mello et al. (2002) ¢é apresentada em (1), em que L é o comprimento de arco da fronteira
suavizada F ()7])) O integrando foi elevado ao quadrado, por facilidade computacional, sem alterar

0 resultado. Verifica-se que as restricbes do modelo (1) garantem que as DMUs eficientes no
modelo classico se mantenham eficientes no modelo suavizado. Este problema deve ser resolvido
com as condig@es de contorno adequadas, relacionadas as propriedades de cada modelo cléssico.

OF\?
MinL=f 1+Z(—) ds
s 0x;

sujeito a (D)

F(X)) = output(X,), VX, € E ={X :X éDMU Pareto Eficiente}

vk, 3 ¥ =X
a.

Xi 7

A fungdo objetivo ¢ um funcional, isto €, uma “func¢do de fungdes”, que busca a fungao
com menor L. Essa busca é feita em uma “familia” de fungdes, chamadas fungdes aproximantes,
as quais se restringem a funcBes polinomiais, nos modelos de suavizacdo da literatura. Essas
fungdes permitem boas aproximagdes e reduzem a complexidade do modelo. Em especial, vale
ressaltar que para a suavizacio da fronteira BCC o Teorema da Inexisténcia de Solucdo Otima
(SOARES DE MELLO et al., 2002) demonstra que, dada uma fungdo, sempre é possivel
determinar uma melhor aproximacdo, o que também justifica a utilizacdo de apenas funcoes
polinomiais, de grau previamente definido, como aproximantes.

O primeiro modelo proposto por Soares de Mello et al. (2002) para o caso bidimensional,
utilizava como funcédo aproximante um polindmio de segundo grau para cada faceta da fronteira,
garantindo que as derivadas fossem continuas em todos os pontos. Entretanto, para maiores
dimensdes, o problema de “suavizag@o por partes” se tornaria extremamente complexo. Assim, 0s
trabalhos posteriores (SOARES DE MELLO et al., 2004; NACIF et al., 2009; PEREIRA et al.,
2015; BRANDAO & SOARES DE MELLO, 2017) utilizaram uma Gnica funco aproximante para
toda a fronteira, qual seja um polindbmio de grau previamente definido, com base no nimero de
DMUs na fronteira original. Ressalte-se que Gomes et al. (2004) aplicaram o modelo de suavizacdo
tridimensional, com funcdo aproximante Unica, para estender os modelos DEA com Ganhos de
Soma Zero. Entretanto, todos esses modelos sdo problemas de programacéo quadratica, baseados
na mesma topologia de comprimento de arco.

2.2 O Modelo Linear para a Suavizacao
Branddo & Soares de Mello (2014) propuseram uma nova maneira de se calcular a
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fronteira suavizada, de forma que o PPS seguisse o principio classico de Banker et al. (1984) da
extrapolacdo minima, isto é, fosse 0 menor que as restricbes permitissem. Para isso 0s autores
desenvolveram uma nova funcéo objetivo para o problema de suavizacdo da fronteira, em que um
Unico output Z é funcdo de maltiplos inputs x4, ..., x,,, minimizando a area (ou sua generalizacao
multidimensional) sob a fronteira Z = F (x4, ..., X,,), cOmo em (2).

Min {fR F(xy, o, Xy) dR} 2)

Nesse trabalho, foi verificado que a fungéo objetivo proposta era linear em fungédo das
variaveis de decisdo, quais sejam os coeficientes do polindmio que descreve a fronteira. Como sdo
lineares as restrigdes, as quais ndo foram alteradas nesse trabalho, 0 modelo proposto é um modelo
linear.

Ressalte-se que os autores recomendaram o uso dessa nova funcdo objetivo para os
modelos com uma Unica fungdo aproximante para toda a fronteira. 1sso porque o modelo de
“suavizagdo por partes”, em que a funcdo era definida com seus dois extremos fixos, minimizar o
seu comprimento de arco também implicava em minimizar a regido de possibilidade de produgéo.

E possivel utilizar a mesma forma de calcular a fronteira para os demais problemas de
suavizacdo. Nos casos em que um input X é funcdo de mualtiplos outputs z, ..., z,, € a fronteira é
dada por X = H(zy, ..., Z;n), @ fungdo objetivo do problema é dada por (3).

Min{- [, H(z, ..., zm) dR} 3)

Ressalte-se que a inversdo do sinal é necessaria porgque a regido de possibilidade de
producdo, a ser minimizada, esta acima da fronteira suavizada, como ilustrado na figura 3. Por isso,
deve-se maximizar a integral da fungéo da fronteira (ou minimizar o seu inverso).

X (input) 'T

Xmax

[

T T Cal
Zmin Zmax Z loutput)

Figura 3 — llustracdo da regido de possibilidade de producdo para a fronteira X = H(z)

Nos casos em que ha maltiplos inputs x4, ..., x,, € multiplos outputs z;, ..., z,, € a fronteira
é definida pela curva de nivel U(x; ...xp, 21 «.. 2py) = F(xq ...x,) — H(z; ... zp,) (NACIF et al.,
2009; PEREIRA et al., 2015), a funcdo objetivo é dada por (4), em linha com as funcdes objetivo
(2) e (3), dos casos anteriores.

Min{fR U(Xy X, 21 o Zm) AR = [ F(xq, ., x) dR = [ H (24, ..., Zmn) dR} (4)

Vale ressaltar que a mudanga da funcéo objetivo altera a demonstracdo do Teorema da
Inexisténcia de Solucéo Otima para 0 modelo BCC, mas ndo o seu resultado pratico (BRANDAO
& SOARES DE MELLO, 2014). Em outras palavras, dada uma funcéo, é sempre possivel
determinar outra que mais se aproxima da fronteira original.

3. Estudos sobre a topologia do Modelo Linear

Ao propor uma nova maneira de se encontrar a fronteira suavizada, Branddo & Soares de
Mello (2014) propuseram implicitamente uma nova forma de se avaliar a proximidade das
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fronteiras. A fronteira suave mais préxima da fronteira original ndo seria mais aquela com o
comprimento de arco (ou generalizacdo multidimensional) mais similar, mas sim aquela que
delimitaria uma &rea (ou generalizagcdo multidimensional) mais similar. Em outras palavras, 0s
autores propuseram uma nova topologia para a suavizagao.

PropGe-se, portanto, outra funcdo para substituir a pseudo-métrica do comprimento de
arco nos problemas de suavizacéao, apresentada em (5), definida sobre um conjunto X de fungdes,
em que fi, f, € X. Sendo X um conjunto de fungdes continuas, condicdo satisfeita tanto pelas
fungdes aproximantes do problema de suavizagéo (i.e., polindbmios), quanto pela fronteira original,
verifica-se que a funcdo d satisfaz todas as condigdes necessarias de métrica (LIMA, 2013),

induzida pela norma || ||;, em que [Ifl; = [, |f(7)|dR.

d(fi. f2) = [ | —f(0)|dR (5)

Para medir a distancia entre a fronteira original f, e a fronteira suavizada fs, pode-se
simplificar a equagdo (5), uma vez que f, < fs no intervalo R considerado. Essa relagdo é sempre
verdadeira porque a fronteira fs, da forma Z = F(x; ... x,,), € uma funcéo f: F — R cbncava em
todo o intervalo observado, tendo em vista as restricbes do modelo (BRANDAO & SOARES DE
MELLO, 2017), em que F < R™ é um conjunto convexo. Assim, por defini¢do, para todo u, v €
FeO<t<1,tem-se (6) (SIMON & BLUME, 1994).

tf+A-f) < fltu+ (1 -1v) (6)

Em outras palavras, para quaisquer dois pontos da curva, 0 segmento que 0s une esta
sempre abaixo da curva. Como a fronteira original f,, é formada por segmentos de reta unindo as
DMUs extremo-eficientes, e a fronteira suavizada fs passa por esses mesmos pontos (ou acima,
para os modelos propostos por BRANDAO & SOARES DE MELLO, 2017), tem-se f, < fs, Vfs
que atende as restri¢ces do problema de suavizacdo. Consequentemente, tem-se (fs — fp) =0, 0
que possibilita a remocao do médulo da equagdo (5), como em (7).

d(fs. fo) = [, (fs(X) —fo(X))dR (7)

Além disso, como f, < fs, paraminimizar d(fs, f,), basta minimizar fR fs(f) dR, qual
seja, a funcgéo objetivo indicada em (2), proposta em Branddo & Soares de Mello (2014).

Em relagdo aos problemas de suavizagdo em que um input X é fungdo de multiplos
outputs zy, ..., z,, € a fronteira hg é da forma por X = H(z, ..., z,,), a funcdo original h, também
define 0 menor conjunto de possibilidade de producdo, mas nesse caso h, = hg. Isso porque a
fronteira hg € uma funcdo h: F — R convexa em todo o intervalo observado (i.e., —h € funcédo
concava), tendo em vista as restricdes do modelo (BRANDAO & SOARES DE MELLO, 2017),
em que F < R™ é um conjunto convexo. Assim, por definicdo, tem-se uma relacdo analoga aquela
definida em (6), porém com o sinal de desigualdade invertido.

Consequentemente, a fronteira suavizada esta sempre abaixo da fronteira original nesses

casos. Assim, (hp —hg) =0 e d(hg, hs) = fR (ho — hg)dR. Além disso, sendo h, = hg, para

minimizar d(hy, hg), basta maximizar fR hs(f) dR ou minimizar —fR hS(Y) dR, qual seja, a
funcéo objetivo (3).

De maneira anéloga, € possivel verificar que a funcdo objetivo (4) minimiza a distancia,
definida em (5), entre a fronteira suavizada e a fronteira original para o caso multidimensional.

Ressalte-se que, embora a topologia do modelo linear seja uma métrica, enquanto a
topologia do modelo cléssico seja apenas uma pseudo-métrica, ainda assim, ambas permanecem
relevantes, pois se fundamentam em formas diferentes de avaliar a aproximacéo das fronteiras,
como seré explicado na proxima secao.

4. Comparac0es entre as Topologias da Suavizacao
A topologia da suavizagdo proposta em Branddo & Soares de Mello (2014) se baseia em
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pressupostos distintos daqueles presentes na topologia tradicional. Enquanto a topologia tradicional
busca aproximar o formato da fronteira suavizada a fronteira original, a topologia do modelo linear
busca a aproximagéo dos conjuntos de possibilidade de producdo, conforme explicado a seguir.

A topologia do comprimento de arco leva em consideragéo tanto a posigéo da fronteira,
guanto a sua derivada (SOARES DE MELLO, 2002), conforme exposto na se¢do 2.1. De fato, o
funcional baseado nessa topologia encontra, considerando as restri¢fes do problema da suavizagéo,
uma funcdo cujo formato se aproxima do formato linear por partes da fronteira original, uma vez
gue 0 mesmo apresenta 0 menor comprimento de arco (ou generalizagdo multidimensional).
Consequentemente, as derivadas nos pontos também tendem a se aproximar daquelas da fronteira
original. Ressalte-se que essas derivadas sdo fundamentais para o célculo dos multiplicadores.

Por outro lado, a topologia baseada na &rea (ou generalizagdo multidimensional) busca a
fronteira suavizada que define um PPS mais préximo do original, isto &, 0 menor que as restri¢cdes
permitem. Consequentemente, as eficiéncias das DMUs tendem a apresentar uma média de valores
mais préxima da original e, portanto, mais elevada do que outras fronteiras, o que seré explicado a
sequir.

Primeiramente, vale lembrar que a eficiéncia de cada DMU é calculada com base na sua
distancia a fronteira, tanto no modelo DEA cléssico, quanto nos modelos suavizados. No caso

bidimensional, por exemplo, a eficiéncia orientada a output de uma DMU é Ef,,,; = yy—" sendo y,
of

o valor do seu output observado e y,; 0 valor do seu alvo orientado a output, i.e., no caso da
fronteira suavizada y,r = F(x,), em que x, € o valor do input observado da DMU. Analogamente,

A . . . / X .
a eficiéncia orientada a input da DMU é Ef;, = xﬂ sendo x5 0 valor do seu alvo orientado a
0

input, i.e., no caso da fronteira suavizada y, = F(xor). Assim, quao menor for fR F(x)dR,ie., 0
PPS da fronteira suavizada, maior serdo Ef,,; = % eEfiy, = %

Como se minimiza todo o PPS da fronteira suavizada, as eficiéncias do referido conjunto
sdo maximizadas como um todo. Dessa forma, desde que compensadas por outras regiGes do PPS,
existe a possibilidade de que certa regido do PPS da fronteira encontrada, com base na topologia
da area, seja maior do que o PPS de outra fronteira para essa regido, resultando em valores de
eficiéncia menores para as DMUs nessa regido.

Consequentemente, considerando gque néo se sabe onde as DMUs ineficientes (abaixo da
fronteira) estdo localizadas, ndo é possivel afirmar que a média das eficiéncias das DMUs sera
sempre maior para as fronteiras encontradas com base na topologia da &rea. Caso as DMUs
ineficientes estejam concentradas em uma regido, em que o PPS da fronteira encontrada é maior
gue o de outras fronteiras, a eficiéncia média das DMUs desse problema podera ser menor para a
fronteira baseada na topologia da area. Por outro lado, € comum que as DMUs estejam
razoavelmente distribuidas pelo intervalo observado, de modo que a fronteira encontrada com base
na topologia da &rea resulte, de maneira geral, em maiores valores de eficiéncia (portanto, mais
préximos dos valores originais) para as DMUSs.

Para ilustrar essa explicacdo, o grafico da Figura 4 apresenta, para um problema
bidimensional, a fronteira original em azul, a fronteira encontrada com base na topologia da area,
em preto, e a fronteira encontrada com base na topologia do comprimento de arco, em cinza claro.

Ressalte-se que nesse problema, foram utilizadas as restricdes do modelo de suavizagédo
proposto em Branddo & Soares de Mello (2017), para corrigir o problema da fronteira BCC
chamado eficiéncia por default (GOMES et al., 2012). Devido a esse problema, as DMUs com 0s
menores inputs e as DMUs com 0s maiores outputs sdo sempre consideradas eficientes no modelo
BCC (ALI, 1993) — outros problemas do BCC sdo tratados em Soares de Mello et al. (2013). Para
corrigir as eficientes por default, foram relaxadas as restrigdes associadas a essas DMUs, no caso
aDMU A ea DMUE, i.e., a fronteira suavizada pode conté-las ou passar acima delas. Em outras
palavras, segundo esses autores, ndo € necessario que a fronteira suavizada contenha, ou mesmo
esteja proxima a, essas DMUs eficientes por default. Isso porque tais DMUs podem nao ser de fato
eficientes, sendo sua eficiéncia no modelo classico consequéncia apenas de um problema do BCC.
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Observa-se que a regido i indicada em cinza na Figura 4 é uma regido do PPS da fronteira
baseada na &rea que ndo existe para a fronteira baseada no comprimento de arco.
Consequentemente, as DMUs D e E apresentam eficiéncias orientadas a output menores para a
fronteira baseada na area, assim como a eficiéncia da DMU E orientada a input. Por outro lado, a
regido ii indicada em amarelo é uma regido do PPS da fronteira baseada no comprimento de arco
gue ndo existe para a fronteira baseada na area. Consequentemente, as eficiéncias da DMU A, em
ambas as orientacOes, e as eficiéncias orientadas a input das DMUs C e D sdo maiores para a
fronteira baseada na area.

Acrescenta-se que a regido ii é maior do que a regido i, de modo que, no geral, o PPS da
fronteira baseada na &rea € menor do que o PPS da fronteira baseada no comprimento de arco. De
fato, a area no intervalo [2,4] sob a fronteira baseada na area é 7,38 e sob a fronteira baseada no
comprimento de arco, 7,92. Além disso, a média das eficiéncias das DMUs é maior para a fronteira
baseada na &rea, em ambas as orientacdes (82% contra 73% com orientacdo a output e 87% contra
58% com orientacdo a input). Entretanto, caso houvesse uma concentracao particular de DMUs no
intervalo x € [3,4] e y € [4;4)5], i.e., entre B e E, 0 que ndo modificaria os problemas de
suavizacdo, a fronteira baseada na &rea apresentaria valores médios de eficiéncia menores do que
a fronteira baseada no comprimento de arco, em ambas as orientacoes.

X
0 1 3 X 4

Figura 4 — llustracdo das diferencas entre os PPS de fronteiras distintas

Ressalte-se que, nos problemas de suavizagdo em que o output € uma funcéo dos inputs,
o intervalo de integracdo, no caso [2,4], é uma aproximacao quando se utiliza orientacdo a input.
Essa situacdo estd bastante clara no exemplo da Figura 4, em que as DMUs A e C séo projetadas
em uma regido significativamente fora do intervalo [2,4] para a fronteira cinza (baseada no
comprimento de arco). Consequentemente, o PPS total dessa fronteira, i.e., no intervalo [0,4], é
ainda maior que o PPS da fronteira baseada na area, que se mantém no intervalo [2,4].

Esse problema também ocorre nos problemas de suavizagdo em que o input € uma funcéo
dos outputs quando se utiliza orientacdo a output. Entretanto, a literatura considera que as
distorcGes ndo sdo muito significativas e ndo apresenta solucao para esse problema.

4.1 Analises das Topologias quanto as Restri¢des

Outra distincdo importante entre as duas topologias, comentada ao longo das se¢bes
anteriores, é que o comprimento de arco (e sua generalizagdo multidimensional) gera uma pseudo-
métrica, enquanto a area (e sua generalizagdo multidimensional) gera uma métrica, ou seja, respeita
também a propriedade d(a, b) = 0 sss a = b, independente das restricbes do modelo.

Por outro lado, a topologia baseada na area (e sua generalizagdo multidimensional) ndo
impede solugdes com derivadas muito distantes, como indicado na Figura 1 (SOARES DE MELLO
et al., 2002). Dessa forma, apesar de ser métrica, essa topologia também depende das restricGes
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adicionais do modelo de suavizacéo, a fim de evitar solucdes indesejaveis.

Ressalte-se, entretanto, que a fronteira baseada no comprimento de arco é mais
dependente das restri¢des de igualdade associadas as DMUs extremo-eficientes do que a fronteira
baseada na &rea. Ao minimizar o comprimento de arco (ou sua generalizagdo), a fronteira se
aproximara a uma reta, a menos que seja obrigada a passar por pontos fixos (correspondentes as
DMUs extremo-eficientes), motivo pelo qual a fronteira se aproximara a fronteira original.

Por outro lado, a fronteira baseada na éarea define o menor PPS que as restri¢cOes
permitem. Assim, se certas restri¢des de igualdade forem relaxadas, como proposto em Branddo &
Soares de Mello (2017), a fronteira baseada nessa topologia se altera apenas se essa mudanca
resultar em um PPS menor. Consequentemente, nessa topologia, a fronteira € menos sensivel ao
relaxamento das restri¢cdes de igualdade.

5. Consideragdes Finais

O modelo de suavizagéo proposto em Branddo & Soares de Mello (2014) desenvolveu
uma nova funcdo objetivo para os problemas de suavizagdo, baseada na area da fronteira (ou
generalizacdo multidimensional), em substituicdo a funcdo objetivo baseada no comprimento de
arco da fronteira (ou generalizagdo multidimensional), utilizada nos demais modelos de
suavizacdo. O modelo proposto, fundamentado no principio de Banker et al. (1984), é linear, e ndo
quadratico como os demais, e apresentou resultados praticos interessantes.

Entretanto, a alteracéo proposta teve implicagOes tedricas que ndo haviam sido estudadas.
Por isso, este trabalho estudou, primeiramente, a topologia do modelo linear. Nessa primeira etapa,

foi demonstrado que a nova topologia é induzida pela métrica d(f3, f2) = fR |fi — f>|dR. Esse
resultado é especialmente relevante, uma vez que a topologia tradicional da suavizacdo ndo é
induzida por uma métrica, mas sim, por uma pseudo-métrica.

Em seguida, foram estudadas as diferencas e similaridades entre as topologias da
suavizacdo e suas caracteristicas. Foi verificado que a topologia tradicional se concentra, em
especial, nas derivadas das funcdes e, consequentemente, no formato das fronteiras. Por outro lado,
a topologia do modelo linear busca a aproximacdo das fronteiras, utilizando os seus PPS como
referencial. Portanto, 0 uso de uma ou outra topologia depende dos objetivos do decisor para 0s
resultados da suavizagéo da fronteira DEA.

Por fim, verificou-se que, apesar de ser baseado em uma métrica, o modelo linear também
depende de restri¢des adicionais ao problema, assim como os modelos baseados na pseudo-métrica
tradicional. Isso porque a métrica utilizada no modelo linear ndo leva em consideracéo as derivadas
das funcGes, sendo as restricbes fundamentais para evitar solucGes indesejadas. Por outro lado,
observou-se que o modelo linear € menos sensivel ao relaxamento das restricdes de igualdade,
associadas as DMUs extremo-eficientes, proposto em Branddo & Soares de Mello (2017) para
corrigir as DMUs eficientes por default. Portanto, sugere-se o uso da topologia do modelo linear
para esses modelos.

Estudos futuros devem estudar outras caracteristicas tedricas do modelo linear, como,
possivelmente, a unicidade de solucdo Otima. Outros trabalhos podem também analisar o
comportamento dos dois funcionais nos diversos modelos de suavizagdo da fronteira DEA
propostos na literatura.
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