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_ RESUMO |
Processos de conversdo irreversivel simulam a disseminagdo de uma certa caracteristica

(infecgdo) em um grafo. Cada vértice possui uma certa tolerancia a infec¢do e, caso o nimero
de vizinhos infectados seja maior ou igual a essa tolerancia, este também ¢é infectado. Este artigo
¢ focado no problema de conjunto convergente minimo de vértices em um grafo, i.e., 0 conjunto
de cardinalidade minima de infec¢des iniciais que acarretardo a infeccdo total do grafo apds um
certo nimero de iteragdes do processo. Propde-se aqui um modelo de programacio inteira para
este problema. Além disso, por este ser NP-dificil, exploram-se duas heuristicas construtivas que
aproximem o valor da solugdo, e as compara com as solu¢des obtidas por um resolvedor a partir
do modelo inteiro. Vemos que as duas heuristicas sdo melhores na resolugdo das instincias aqui
propostas quando comparadas com o resolvedor, tanto em tempo, quanto em qualidade da solugio.

PALAVRAS CHAVE. Processos de Conversao Irreversivel. Conjunto Convergente Minimo.
Infeccao em Grafos. Heuristica.

ABSTRACT
Irreversible conversion processes simulate the spread of a certain characteristic (infec-

tion) through a graph. Each vertex has a certain tolerance to the infection, and if the number of
infected neighbors is greater or equal to this tolerance threshold, it will also be infected. This article
is focused on the minimum convergent vertex set of a graph, i.e., the set of minimum cardinality of
initial infections that will lead to the total infection of the graph, after a certain number of process
iterations. Here, an integer programming model of this problem is proposed. In addition, since this
problem is NP-hard, we explore constructive heuristics that approximate the value of the solution,
and compare them with the solutions obtained by an integer programming solver. We see that the
two heuristics are better at solving the instances proposed here when compared to the solver, both
in time and quality of the solution.

KEYWORDS. Irreversible Conversion Processes. Minimum Convergent Set. Graph Infec-
tion. Heuristic.
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1. Introducao

Propagacdo de doengas, de opinido através de redes sociais, ou até mesmo de falhas
através de redes distribuidas: Estes sdo alguns exemplos de Processos de Conversdo Irreversivel
(PCI), que simulam a disseminacdo de uma certa caracteristica em um subconjunto dos vértices de
um grafo, fazendo com que estes passem, por sua vez, tal caracteristica para os demais vértices.

Um processo no qual, apds um certo tempo g, todos os vértices estdo infectados, serd
chamado de PCI convergente. Neste artigo, estaremos interessados principalmente no problema
de Conjunto Convergente Minimo (CCM), que visa encontrar o subconjunto de vértices de um
grafo de menor cardinalidade, tal que se os vértices do conjunto forem infectados inicialmente,
eles acarretardo na infeccdo dos demais apés certo periodo de tempo. Dreyer e Roberts [2009]
caracteriza processos irreversiveis k-threshold: Cada vértice € infectado se pelo menos k de seus
vizinhos ja estiverem infectados. O problema CCM para este tipo de processo foi mostrado ser
um problema NP-completo para qualquer k£ maior que 2. Em sequéncia, em Centeno et al. [2011],
mostra-se a NP-completude do problema para & = 2, respondendo a conjectura em aberto proposta
por Dreyer e Roberts. Centeno et al. generalizaram o problema acima citado, fazendo com que
o nimero de vizinhos infectados necessario para a infeccdo de um vértice seja modelado por uma
funcdo qualquer f : V — Z*, denotado por irr¢(G). Neste artigo, também s@o obtidos resultados
que descrevem um principio de redugao geral para irr¢(G), o que leva a algoritmos eficientes para
grafos com blocos de estrutura simples, como arvores e grafos cordais. No entanto, em Reddy et al.
[2010], por exemplo, vemos que para a classe de grafos bipartidos, o problema é NP-completo,

No artigo Chopin et al. [2014], o problema irr;(G) é chamado no texto de Target Set Se-
lection, e vemos que, além de generalizar o problema k-conjunto de conversao irreversivel, irr s (G)
generaliza outros problemas em grafos bem conhecidos, tais como Dominating Set with thresholds,
Vector Dominating Set, k-Tuple Dominating Set, Vertex Cover (onde a fun¢do limiar descreve o
valor do grau de cada vértice), r-Neighbor Bootstrap Percolation e dynamic monopolies.

A versdo do problema com a fung¢do limiar f(v,?) que muda com o tempo e que adici-
ona um tempo limite maximo para a infec¢do total do grafo é vista em Rautenbach et al. [2014].
Nesse artigo, vemos que se G € uma floresta ou um clique, Rautenbach et al. apresentam algo-
ritmos eficientes que computem irr(G, tq, f). Além disso, sdo provados limites inferiores e su-
periores baseados em argumentos de contagem e probabilisticos. Para as escolhas especiais de ¢4
e f, o parametro irr(G,tg, f) coincide com pardmetros do grafo bem conhecidos relacionados a
dominancia e independéncia do grafo.

Porém, quando procuramos trabalhos na drea experimental de processos de conversdo
irreversivel, percebemos que estes sdo muito escassos na literatura. Em um dos poucos artigos
experimentais encontrados, Amaral et al. utiliza algoritmos genéticos para encontrar resultados
para o problema de conjunto convergente minimo aqui visto. Utilizaremos algumas das instancias
criadas nesse artigo, e compararemos os resultados alcancados em Amaral et al. [2015] com nossas
solugdes para as instancias propostas.

Heuristicas construtivas tém potencial de se adequarem muito bem ao problema proposto,
tanto aquelas que levam em conta caracteristicas locais de cada vértice, aqui chamada de heuristica
gulosa, quanto heuristicas mais elaboradas, que fazem a escolha de vértices baseadas no estado do
grafo antes e apds a inser¢do de um vértice ao conjunto infectado, que chamaremos de heuristica
de vértice efetivo. Estas heuristicas aqui propostas terdo como baseline os resultados obtidos a
partir da resolucdo de um modelo de programacdo inteira aqui proposto. O objetivo deste trabalho
¢ propor uma alternativa para aproximar resultados deste problema conhecido na literatura por
sua dificuldade, analisando a eficiéncia das abordagens aqui propostas para instancias variadas,
garantindo a robustez e corretude destas.

O restante deste trabalho esta organizado da seguinte forma: A segunda secdo apresenta a
fundamentacio tedrica, onde processos de conversio irreversivel sao definidos formalmente, assim
como o problema de conjunto convergente minimo. Na secdo 3, um modelo de programagao inteira
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para o problema ¢é apresentado, e, em seguida, as heuristicas gulosa e vértice efetivo. A se¢do de
metodologia experimental resume como foram construidas as instncias e como os testes foram
executados, bem como que ambiente de execucao foi utilizado. Os resultados derivados do trabalho
estdo na se¢do 6, e em seguida, as conclusdes finais.

2. Fundamentacao teérica
Dado um grafo G = (V,E) , Centeno et al. analisam o problema PCI como uma

sequéncia de rétulos bindrios
¢ V(G) —{0,1} (1)

C = (co,c1...) = (Cten) )

e o modo como a caracteristica se espalha pelo grafo é dada por uma fung¢ao limiar f definida como:
f:V(G) = Zs. 3)

Dado um grafo GG, uma fungdo limiar f e Ng(u) conjunto de vizinhos de um dado vértice u, o
processo comeca com uma rotulagdo bindria inicial cg dos vértices, enquanto o restante dos rétulos
sdo definidos iterativamente de forma que V¢ € N*, Vu € V(QG)

ct(u) =1 <= ¢—1(u) =1V Z ci—1(v) > f(u). (4)

Resumidamente, seja o conjunto inicial de vértices infectados ¢y, um vértice nao infectado serad
infectado se o total dos vizinhos contaminados for maior ou igual que o valor definido por f para
este vértice. Um conjunto convergente é uma rotulagdo cy que determina uma certa sequéncia de
rotulacdes c; onde

Jtg >0 |Vu € V(G) : er(u) =1, 3

e este conjunto é denotado por
cg' (1) ={ueV(G):co(u) =1} (©6)

Segue da defini¢do que um conjunto convergente trivial é o prprio V(G). O problema do
Conjunto Convergente Minimo (CCM) consiste em encontrar um conjunto convergente tdo pequeno
quanto possivel.

Dada uma fungdo limiar f : V(G) — {k},k € Z,, Centeno et al. [2011] mostrou que
este problema é NP-completo para qualquer £ > 2. Como mesmo esta familia de instancias é de
dificil resolucio, este trabalho terd foco em problemas com func¢do limiar constante. Ainda assim,
instancias onde o k varia de vértice para vértice também serdo abordadas.

3. Modelagem do problema

Para uma modelagem por programacgao inteira, ¢ interessante simplificar a notacdo e
restricdes dadas ao problema. Pensando nisso, a seguinte definicdo é uma maneira de represen-
tarmos o problema de maneira clara e objetiva: Seja x;(v) o rétulo de um vértice v no instante ¢.
Para uma solucgao vidvel representando o problema CCM, € necessdrio garantir que

() =1 < za@w) =1V > z1(u) > f(v)
ueNG(v) e

Viel,...,|[V|-1LveV

2445



XLIX Simpdsio Brasileiro de Pesquisa Operacional ” "
Blumenau-SC, 27 a 30 de Agosto de 2017. . .

Note que se nenhum vértice puder ser infectado em um instante ¢, o processo de infeccio estagnara,

logo, um processo necessita de no maximo |V| iteragdes para convergir. E por este motivo que na

equacdo 7 a varidvel ¢ estd limitada a |V'| iteragdes, com excecdo da inicial, que ja estd predefinida.
Consequentemente, queremos minimizar o nimero de rétulos infectados no instante 0:

min Z xo(v) 3)

sujeito as restricdes a seguir, cada uma representando parte da defini¢do formal descrita anterior-
mente. Para representar a restricdo que um rétulo estar infectado no instante ¢, implica ele estar no
instante ¢ + 1, ou seja

xi—1(v) = z(v) &)

utilizaremos a desigualdade
zi—1(v) < 24(v). (10)

Para indicar que um vértice com mais que f(v) vértices infectados também serd infectado,

ou seja,
> ma(u) = f(v) = (v) (11)
ueNg(v)
o descreveremos como
> wa(u) = f() + 1< V] (v) (12)
ueNg(v)

Agora, para mostrar a implicagcdo de volta, ou seja

p)=1 = z0) =1V > z1(u) > f(v) (13)
ueNgG(v)

ou sua contrapositiva

() ==0A > xq(u) < f(v) = 2,(v) =0 (14)
uE./\fg(’U)

serd aplicada a seguinte restri¢ao

> wa(w) + fW)mia(v) > fw)zi(v) (15)

ueNg(v)

Finalmente, para que todos os vértices estejam infectados ao final do processo:

Zﬂﬁ\w—l(v) = |V (16)

veV

Repare que o processo, neste caso, demorard no maximo | V| iteragdes para convergir ao seu estado
final. Assim, a modelagem completa do problema é dada a seguir.
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minimizar Z zo(v)

veV
sujeito a

xt—1(v) < 2¢(v), t={1.|V|-1},veV
> ma(u) = f)+ 1< Viw(v), t={1|V]-1}veV

ueNg(v)
> ma(u) + f)za(v) = f)z(v)t = {1 V|- 1}v eV

ueNg(v)

>z (v) =1V

veV

z(v) € {0,1}, t={1.lV|-1},veV

4. Heuristicas

Heuristicas construtivas sdo uma abordagem muito interessante para o problema de con-
junto convergente minimo, pois solugdes incrementais, neste caso, sao simples e a maneira mais
intuitiva de atacd-lo. A seguir, sdo descritas as duas abordagens criadas neste artigo.

4.1. Heuristica Gulosa (HG)
A ideia por traz desta heuristica € escolher localmente os vértices a serem infectados. Os
fatores que podem ser levados em conta na hora da decisdo sao:

(a) grau do vértice (HG): Vértices de maior grau tendem a infectar um maior nimero de vértices;

(b) valor da fungdo limiar para o vértice (HGL): Um vértice tem menos chances de ser in-
fectado “naturalmente”(por uma vizinhanca infectada) se o valor de sua func¢do limiar for
muito grande. Pensando nisso, uma segunda ideia seria usar ambas as estratégias, e or-
denar os vértices de acordo com seu grau e fungdo limiar, seguindo a seguinte férmula:
Ng(v) = f(v). Obviamente, os casos com estratégia relacionada a fung@o limiar s6 serdo
testados em instincias com fungdo limiar ndo constante.

4.2. Heuristica Vértice Efetivo (HVE)

O objetivo do problema CCM € encontrar o menor nimero de vértices que infectem todo o
grafo ao longo de um processo. Assim, temos a ideia que, a cada intervalo de tempo ¢, seja escolhido
um vértice que maximiza o nimero de novos vértices infectados, e que, caso ocorra empate, uma
estratégia que nao considere somente este nimero de infeccodes seja aplicada.

Assim, a cada vértice ndo infectado, mas com vizinhos infectados, foi atribuido um con-
tador de vizinhos doentes, tal que, quando este atingir o valor da funcao limiar, o vértice € infectado
e o contador nao mais incrementado. Pensando nisso, a heuristica escolhera o vértice considerando
aquele que mais causou infeccdes, e em caso de empate, escolherd o vértice que mais aumentou a
soma dos valores dos contadores acima citados. Ou seja, tenta-se escolher o vértice mais efetivo no
grafo a cada intervalo de tempo ¢, que mais fard progresso nesse instante.

5. Metodologia experimental

A drea de Processos de Conversdo Irreversivel possui muitos artigos com resultados
tedricos, como Dreyer e Roberts [2009]; Centeno et al. [2011], porém pouca pesquisa experimen-
tal. O dnico trabalho experimental na drea foi feito por Amaral et al. [2015]. Utilizaremos algumas
das ideias por trds de um conjunto de instincias criadas nesse artigo na etapa de experimentagao
do trabalho. Serdo também utilizadas instancias de problemas de coloracio fornecidas pelo projeto
DIMACS Challenge [Trick] e instincias geradas randomicamente.
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Antes de qualquer heuristica ser aplicada neste trabalho, iremos testar a existéncia de
vértices em que seu grau de vizinhanga é menor que sua resisténcia a infec¢des, ou seja, vértices
que nao possuem vizinhos suficientes para serem infectados, e por isso, obrigatoriamente estardo
em qualquer conjunto convergente minimo inicialmente infectado. Esta operacdo nos custa tempo
apenas linear no tamanho do grafo, visto que o grau de cada vértice é pré-computado na leitura
inicial do arquivo.

5.1. Instancias para teste

As instancias utilizadas neste trabalho sdo categorizadas em trés grupos distintos:

1. Instancias de Coloracdo: Serdo criadas instancias a partir das instancias DIMACS de pro-
blemas de coloragdo, que serdo utilizadas principalmente para mostrar o desempenho das
heuristicas quando comparadas com os resultados obtidos com a resolu¢do do modelo de
programacio inteira pelo resolvedor. Estas instancias sdo criadas partindo do grafo do pro-
blema de coloragdo, e utilizando duas estratégias para a criacdo da funcao limiar:

(a) Uma serd constante com f(v) = 2,Vv € V
(b) A outra serd proporcional ao grau de cada vértice, com f(v) = Lgr%(”)J NveV.
O ndmero de vértices em cada uma destas instancias variam entre 10 e 1.000, inclusive.

2. Grafos randémicos: Serdo utilizados nesta comparag@o, mostrando como os resultados sdo
afetados pela diferenca entre construcdes aleatorias e grafos mais bem estruturados. Sua
geracio utiliza um parimetro para a densidade de arestas desejada, ou seja, quantas das O(n?)
possiveis arestas serdo criadas, aleatoriamente, na instancia. A estratégia para criar a fungao
limiar é a mesma usada anteriormente para os grafos de coloragdo:

(a) Uma serd constante com f(v) = 2,Vv € V
(b) A outra serd proporcional ao grau de cada vértice, com f(v) = L%(”)J Vv eV.
Os nomes dados as estas instancias estardo no formato:
<ordem do grafo>-<densidade do grafo em porcentagem>-<fungdo limiar escolhida>rand

3. Instincias projetadas: Criadas por Amaral et al. [2015], nada mais sdo que grafos arbitrari-
amente grandes, projetados para ter um conjunto convergente minimo de tamanho 2, dado
qualquer ndmero de vértices. Este tipo de instincia serd interessante para investigarmos a
eficiéncia das heuristicas para tamanhos de grafo mais elevados, no qual um resolvedor nio
seria uma opg¢ao valida para comparagao de resultados. A ideia por tras desta construgao
projetada é replicar diversas vezes o mesmo grafo e unir arestas de maneira encadeada, como
na Figura 5.1.

Amaral et al. analisa também instincias em arvores bindrias, que nio serdo interessantes
para as heuristicas aqui propostas. Visto que um dos primeiros passos nos experimentos, antes
mesmo de executar as heuristicas, € infectar quaisquer vértices do grafo que obrigatoriamente fardo
parte da solucdo, por nao conseguirem ser infectados de outra forma, os casos de arvores bindrias
propostos seriam resolvidos otimalmente sem mesmo passar pela heuristica, o que nido é nosso
objetivo neste trabalho. Além disso, o algoritmo desenvolvido em Centeno et al. [2011] resolve o
problema CCM para esta instidncia em arvores com k < 2 em tempo polinomial.

5.2. Ambiente de Execucao
A implementagao das heuristicas construtivas foi feita em C++11, enquanto o resolvedor

de programacao linear inteira CPLEX(R) Interactive Optimizer 12.7.0.0 foi utilizado pra resolver os
modelos. A modelagem para o resolvedor CPLEX foi feita utilizando a API para Python suportada
pela plataforma. Os testes foram realizados em um computador Dell Inspiron 15 5000 series com
processador Intel Core 17-4510U CPU, 16 GB de RAM e Sistema Operacional Ubuntu 16.04.2 LTS,
kernel Linux 4.4.0-79-generic x86_64 .
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Figura 1: Exemplo de instincia projetada com 4 camadas, cada uma com 6 vértices. Fonte: Amaral et al.
[2015].

6. Resultados
Nesta se¢do, mostraremos os resultados obtidos para as instancias propostas, dando atencdo

ao tempo de execugdo e qualidade das solugdes. Primeiramente serdo comparados os desempenhos
das duas heuristicas com o do resolvedor para problemas de até 1.000 vértices, para as quais o
resolvedor ainda consegue resolver ou aproximar o problema relativamente bem. Em seguida, apre-
sentaremos o desempenho das heuristicas para grafos maiores, da ordem de até 14.500 vértices,
porém, sem os resultados do resolvedor, visto que o tempo de execu¢do do mesmo fica invidvel,
mesmo para aproximacgoes.

6.1. Comparando heuristicas e resolu¢ao exata do modelo

Primeiramente serdo usadas as 56 instincias de colora¢do modificadas, grupo (1), usando
dois tipos de fungdo limiar: Primeiramente serd usado o grupo (1.a), com f(v) = 2, e, apds, o
grupo (1.b), onde f(v) = deg(v)/2. Dada a melhor solugdo sy entre as encontradas, calcula-se
0 qudo distante as outras solucdes s estdo desta, i.e, (100 * (s9 — s)/s0)% que serd medido em
porcentagem e chamaremos aqui de distdncia da melhor solu¢do encontrada, ou abreviadamente
DMSE. Sio calculados também o tempo, em segundos, e o tamanho das solu¢des encontradas, que
neste caso é o nimero de vértices infectados inicialmente que infectam todo o grafo. Deixando
claro, o tempo de execugdo do resolvedor foi limitado a um méximo de 70 minutos por instancia,
e se a solucdo 6tima nao é encontrada, a melhor solucdo vidvel encontrada € considerada como
referéncia para o cdlculos dos DMSEs e o tempo de execugdo na tabela é deixado em branco. As
unidades de medida utilizadas na tabela sdo (v) para niimero de vértices, (s) para segundos e (%)
para porcentagem, e as duas tabelas disponiveis possuem apenas parte dos resultados, porém as
médias sdo de todos os dados.

Na Tabela 1, observamos que os resultados de HVE sdo os melhores encontrados para
as instancias de coloracdo modificadas aqui propostas, tendo, em todos os casos, 0 menor nimero
de vértices que resolvem o problema CCM. O resolvedor tem resultados piores quando comparado
com os resultados de HVE, mas ainda assim, obteve solu¢do 6tima para algumas das instancias.
No entanto, seu DMSE médio foi o mais alto, pois grande parte das instancias ndo puderam ser
resolvida em 70 minutos, e nesses casos, as aproximagdes ndo foram boas. HG obteve muitos
resultados que coincidem com o melhor resultado encontrado, porém para alguns casos, obteve
DMSE muito grande, fazendo com que estes outliers, no caso, 6 instancias de todas as listadas,
aumentem o DMSE e o nimero médio de vértices na solucdo em muito. Além disso, quando
olhando o tempo de execugdo de HG e HVE para estas instincias, vemos que estes sdo reduzidos,
da ordem de milesegundos em média, principalmente quando comparado com o resolvedor, com
média de 10 minutos por solugdo encontrada, fora as que ultrapassaram os 70 minutos.

Em comparacio, os resultados obtidos para as instancias com func¢ao limiar proporcional
ao grau do vértice podem ser vistos na Tabela 2. Nota-se que o problema fica consideravelmente
mais balanceado, porém mais custoso computacionalmente, para esta instanciagdo com funcao li-
miar ndo constante. A heuristica de vértice efetivo ainda superou as outras abordagens, porém,
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Instancias | Solugdo| Tempo CPLEX | Solu¢do| Tempo HG Solugdo | Tempo HVE
CPLEX | CPLEX DMSE HG HG DMSE HVE HVE | DMSE
anna 28 1,135 0,00% 125 0,01 346,43% 28 0,002 | 0,00%
fpsol2.i.1 257 - 12,23% 229 0,001 0,00% 229 0,059 | 0,00%
fpsol2.i.3 64 944,382 0,00% 64 0,001 0,00% 64 0,061 0,00%
huck 11 5,846 0,00% 70 0,003 | 536,36% 11 0,001 0,00%
inithx.i.2 150 - 68,54% 89 0,001 0,00% 89 0,157 | 0,00%
jean 21 5,868 0,00% 76 0,003 | 261,90% 21 0,001 0,00%
1le450_15b 51 - 1600,00% 4 0,001 33,33% 3 0,003 | 0,00%
le450_15c¢ 2 356,301 0,00% 2 0,002 0,00% 2 0,074 | 0,00%
1e450_25a 2 381,316 0,00% 2 0,001 0,00% 2 0,072 | 0,00%
le450-25¢ 26 - 1200,00% 2 0,002 0,00% 2 0,09 0,00%
1e450_5b 47 - 2250,00% 2 0,001 0,00% 2 0,073 | 0,00%
le450_5d 2 514,701 0,00% 2 0,001 0,00% 2 0,077 | 0,00%
miles1500 2 - 100,00% 2 0,001 0,00% 2 0,01 0,00%
miles500 9 - 350,00% 83 0,012 0,00% 2 0,007 | 0,00%
mulsol.i.1 61 1060,294 | 0,00% 61 0,001 0,00% 61 0,013 | 0,00%
mulsol.i.3 12 1098,787 |  0,00% 12 0 0,00% 12 0,015 | 0,00%
mulsol.i.5 12 1108,467 | 0,00% 12 0,001 0,00% 12 0,015 0,00%
myciel4 2 6,826 0,00% 2 0 0,00% 2 0 0,00%
myciel6 2 1150,961 |  0,00% 2 0 0,00% 2 0,006 | 0,00%
queenl0_10 2 649,191 0,00% 2 0 0,00% 2 0,007 | 0,00%
queenl2_12 2 1084,953 |  0,00% 2 0 0,00% 2 0,008 | 0,00%
queenl4_14 2 1050,155 | 0,00% 2 0,001 0,00% 2 0,017 | 0,00%
queenl6_16 2 986,701 0,00% 2 0,001 0,00% 2 0,026 | 0,00%
Média dos | 35,96 656,7 326% 46,79 0,01 s 110% 24,34 0,06 s 0%
resultados | vértices min vértices vértices

Tabela 1: Resultados obtidos para parte das instancias (1.a) com as heuristicas gulosa (HG) e vértice efetivo
(HVE). Comparadas com os resultados obtidos pelo resolvedor CPLEX. Médias de todas as 56 instancias.

diferente do caso anterior, ndo h4 tanta diferenca em média entre os resultado. O tempo consumido
pelo algoritmo guloso, no entanto, € significativamente melhor que os outros, sendo em média ainda
da ordem de milisegundos, enquanto HVE agora estd em segundos, e o resolvedor atinge o limite
de tempo para a maioria das instancias, sem conseguir alcangar o resultado 6timo.

Agora, para grafos ainda bem estruturados, mas com resultado 6timo baixo, foram resol-
vidas as instancias (3), que sdo projetadas para ter, como visto anteriormente, solugdo constante
igual a 2. Na Tabela 3 vemos os resultados obtidos a partir destas instancias e podemos observar
que a heuristica gulosa ndo atingiu resultados satisfatérios. E interessante notar que tamanho dos
resultados é muito bem comportado, sendo sempre de tamanho N/3 — 1, o que € esperado, tendo
em vista maneira como o grafo é construido: Quando aumentamos o nimero de vértices, apenas
replicamos a grafo de novo, logo os vértices de maior grau continuam os mesmos; além disso, o
algoritmo escolhe os vértices em uma ordem particularmente ruim, escolhendo o vértice que alastra
melhor a infec¢io apenas apds uma quantidade significativa de vértices. Apesar de, em média, ser
duas vezes mais lento que a heuristica gulosa, HVE teve desempenho muito bom, pois os resultados
obtidos foram exatamente a solucio 6tima do problema CCM para as dadas instancias. Isto indica,
juntamente com resultados anteriores, que esta heuristica é a que melhor se adequa a instancias com
grafos bem estruturados.

Assim, € interessante compararmos estes resultados com os obtidos em Amaral et al.
[2015] com o uso de algoritmos genéticos. Amaral et al. registram o tempo de execucdo médio que
seu algoritmo leva para encontrar a solucdo 6tima da instancia projetada, e na Tabela 4 vemos, além
disso, o tempo que HVE, em comparagdo, demora para resolver otimamente as mesmas instancias.
Nota-se que nossa heuristica € seis ordens de grandeza mais rapida para o maior caso apresentado,
e, para o menor, 4 ordens, o que € uma boa melhora na solug¢do do problema.

Resultados obtidos para instincias construidas com grafos randémicos podem fornecer
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Instancias Solug¢ao | Tempo CPLEX | Solu¢do| Tempo HG Solugdo | Tempo HVE
CPLEX | CPLEX DMSE HG HG DMSE HVE HVE | DMSE
anna 6 - 200,00% 3 0 50,00% 2 0,012 | 0,00%
fpsol2.i.1 368 - 35,79% 327 0,052 20,66% 271 1,138 | 0,00%
fpsol2.i.3 261 - 210,71% 102 0,016 21,43% 84 0,989 | 0,00%
huck 10 4106,519 |  0,00% 70 0,004 | 600,00% 10 0,013 | 0,00%
inithx.i.2 377 - 245,87% 119 0,022 9,17% 109 2,006 | 0,00%
jean 12 - 9,09% 41 0,002 | 272,73% 11 0,011 0,00%
1le450_15b 206 - 171,05% 76 0,019 0,00% 123 6,238 | 61,84%
1e450_15d 232 - 90,16% 122 0,043 0,00% 165 8,516 | 3525%
1e450-25b 204 - 251,72% 58 0,011 0,00% 105 5,046 | 81,03%
le450-25d 226 - 107,34% 109 0,04 0,00% 151 7,717 | 38,53%
1e450_5b 227 - 118,27% 104 0,022 0,00% 128 6,11 23,08%
le450_5d 233 - 87,90% 124 0,025 0,00% 156 7,347 | 25,81%
miles1500 65 - 75,68% 37 0,01 0,00% 50 0,248 | 35,14%
miles500 52 - 100,00% 112 0,023 | 330,77% 26 0,121 0,00%
mulsol.i.1 129 - 37,23% 94 0,004 0,00% 94 0,204 | 0,00%
mulsol.i.3 98 - 206,25% 39 0,004 21,88% 32 0,156 | 0,00%
mulsol.i.5 103 - 221,88% 40 0,004 25,00% 32 0,163 | 0,00%
myciel4 3 104,264 0,00% 3 0 0,00% 3 0 0,00%
myciel6 33 - 175,00% 12 0,001 0,00% 12 0,023 | 0,00%
queenl0_10 40 - 11,11% 39 0,004 8,33% 36 0,096 | 0,00%
queenl2_12 71 - 26,79% 58 0,011 3,57% 56 0,267 | 0,00%
queenl4_14 99 - 26,92% 79 0,024 1,28% 78 0,839 | 0,00%
queenl6_16 152 - 43,40% 110 0,044 3,77% 106 1,845 | 0,00%
Média dos | 132,446| 1712,7 96,88% | 89,035 | 0,023 56,48 % 77 1,954 | 11,35%
resultados | vértices min vértices S vértices s

Tabela 2: Resultados obtidos para parte instancias (1.b) com as heuristicas gulosa (HG) e vértice efetivo
(HVE). Comparadas com os resultados obtidos pelo resolvedor CPLEX. Médias de todas as 56 instancias.

Ordem do Solugdo Tempo HG Solucao Tempo HVE

grafo (v) HG (v) (s) HVE (v) (s)
600 199 0,04 2 0,08
1200 399 0,22 2 0,42
1800 599 0,48 2 0,95
2400 799 0,86 2 1,69
3000 999 1,36 2 2,70
3600 1199 1,96 2 3,86
4200 1399 2,64 2 5,31
4800 1599 3,49 2 6,90
5400 1799 4,55 2 8,85
6000 1999 5,00 2 10,41
6600 2199 6,82 2 13,35
7200 2399 8,40 2 15,99
7800 2599 9,61 2 18,39
8400 2799 11,01 2 21,39
9000 2999 12,70 2 24,77

Tabela 3: Resultados obtidos para instancias (3) com as heuristicas gulosa (HG) e vértice efetivo (HVE).

mais informagdes em relacdo a qualidade e desempenho dos algoritmos aqui propostos, principal-
mente o desempenho em grafos menos estruturados. Na Tabela 5, vemos as instancias (2) e os
resultados obtidos, onde observamos que, desta vez, HG obteve melhores resultados que HVE,
tanto em tempo, quanto nas solucdes, com excecdo de uma instincia, mostrando que a heuristica
gulosa se comporta muito bem para estes grafos. Infelizmente, a estratégia gulosa limiar obteve
os mesmos resultados, ou piores, que a estratégia gulosa padrdo, ndo acrescentando em nada aos
resultados obtidos. Os resultados com o resolvedor ainda sdo os piores, tendo a maior média de
nimero de vértices por solugdo e maior DMSE médio, além de ter passado do limite de tempo para
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Ordem do Tempo médio de convergencia Tempo HVE
grafo (v) (s) Amaral et al. [2015] (s)
60 19,6 0,0011
126 71,3 0,0056
252 253,6 0,0223
510 1440,7 0,0818
1020 8005,6 0,3235
2046 43382,5 1,2618
4092 246260,0 5,2374

Tabela 4: Comparando resultados para instancias (3) com as heuristicas vértice efetivo (HVE) e os apresen-
tados em Amaral et al. [2015].

todas as instancias.

Nesta secdo, obtivemos resultados com o resolvedor para instancias menores que 1.000
vértices, pois para instancias maiores, este demora muitas horas apenas no pré-processamento dos
dados da instincia, e demoraria ainda mais no processamento em si. Por isso, na secdo a seguir,
abandonaremos tentativas de resultados com o resolvedor, e focaremos nas heuristicas aqui propos-
tas aplicadas a instncias maiores.

Instancias Sol Tempo | CPLEX | Sol | Tempo| HG Sol | Tempo| HGL Sol | Tempo| HVE
CPLEX| CPLEX| DMSE | HG HG DMSE | HGL| HGL | DMSE | HVE| HVE | DMSE
2] (s) ) (s) ™ (s) ™ (s)
200-35-2rand 61 - 110,34%| 29 | 0,003 | 0,00% 29 | 0,003 | 0,00% 30 | 0,293 | 3,45%
200-35-4rand 30 - 23333% 9 0,001 | 0,00% 9 0,001 | 0,00% 10 | 0,101 | 11,11%
400-60-2rand 60 - 62,16% | 37 | 0,004 | 0,00% 37 | 0,005 | 0,00% 37 | 0,394 | 0,00%
400-60-4rand 31 - 93,75% | 16 | 0,002 | 0,00% 16 | 0,002 | 0,00% 16 | 0,180 | 0,00%
600-85-2rand 56 - 30,23% | 43 | 0,007 | 0,00% 43 | 0,007 | 0,00% 44 | 0,482 | 2,33%
600-85-4rand 29 - 38,10% | 21 0,004 | 0,00% 21 0,003 | 0,00% 21 0,239 | 0,00%
800-35-4rand 35 - 288,89%| 25 | 0,008 | 177,78%| 10 | 0,004 | 11,11% | 9 0,575 | 0,00%
800-60-2rand 63 - 530,00%| 10 | 0,003 | 0,00% 35 | 0,014 | 250,00%| 36 | 2,896 | 260,00%
800-60-4rand 34 - 112,50%| 16 | 0,009 | 0,00% 16 | 0,007 | 0,00% 16 1,057 | 0,00%
Meédias 44,3 - 166,59% 11,4 | 0,005 | 19,75% | 24 | 0,005 | 29,01% | 24,3 | 0,691 | 30,76%

Tabela 5: Resultados obtidos para instancias (2) com as heuristicas gulosa (HG), gulosa limiar(HGL) e
vértice efetivo (HVE).

6.2. Resultados das Heuristicas para Grafos Maiores

Utilizando grafos randdmicos de tamanhos variando entre 1.000 e 14.500, nesta se¢do
focaremos somente na comparagdo entre as heuristicas aqui propostas. Na Tabela 6, vemos os
resultados obtidos para instdncias com funcdo limiar constante igual a 2. Apesar deste ser um
problema NP-dificil, nota-se que os resultados obtidos sdo todos 6timos, visto que um limite inferior
para o problema CCM com fung¢@o limiar constante k, no caso k = 2, € a propria constante k. O
tempo de execucgdo para HVE € bem maior que o das outras heuristicas, demorando por volta de 45
minutos para a maior instdncia enquanto HG demora segundos, o que mostra a vantagem que HG
tem para grafos randdmicos até o momento. Note também que o tempo de execu¢do de HGL foi
ligeiramente melhor que o de HG, com a mesma qualidade de solucdo, mas ainda assim, esta versao
da heuristica ndo gera resultados tao interessantes, ainda mais quando comparada a HG e HVE.

Instancias randémicas com fungdo limiar proporcional ao grau dos vértices sdo muito
mais dificeis que a anteriormente vista, e por isso, o custo computacional para calcular os resultados
aumenta em muito. Assim, teremos duas tabelas, a primeira com HVE e HG, visto que HGL
ndo acrescenta em muito na andlise, e a segunda somente com HG, pois HVE fica muito mais
caro computacionalmente para instancias maiores que 4.000 vértices, levando mais de 4 horas por
instancia. Assim, temos a Tabela 7, que mostra os resultados alcangdveis em tempo hdbil para
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Instancia Resultado Tempo HG Resultado Tempo Resultado Tempo
HG (v) (s) HGL (v) HGL (s) HVE (v) HVE (s)
1000-25-1rand 2 0,006 2 0,005 2 0,514
1000-40-1rand 2 0,008 2 0,008 2 0,769
4000-10-1rand 2 0,033 2 0,034 2 17,027
4000-25-1rand 2 0,092 2 0,092 2 35,191
4000-40-1rand 2 0,162 2 0,159 2 60,457
7000-10-1rand 2 0,117 2 0,118 2 77,295
7000-40-1rand 2 0,344 2 0,426 2 267,375
10000-25-1rand 2 0,495 2 0,552 2 552,871
10000-40-1rand 2 0,746 2 0,948 2 802,096
13000-10-1rand 2 0,392 2 0,409 2 522,529
13000-40-1rand 2 1,154 2 1,286 2 1585,060
14500-10-1rand 2 0,480 2 0,477 2 587,420
14500-25-1rand 2 0,927 2 0,900 2 1576,810
14500-40-1rand 2 2,018 2 1,712 2 2742,310

Tabela 6: Resultados obtidos para instancias (2.a) onde f(v) = 2 com as heuristicas gulosa (HG) e vértice
efetivo (HVE).

instancias até este tamanho. Observe que, apesar de um DMSE baixo, os resultados e tempo de
execucdo de HVE forem todos piores que HG. Ainda mais, € interessante ver na Tabela 8 que HG
consegue resolver instincias de até 14.500 vértices em tempo relativamente baixo, com menos de
35 minutos para a maior das instancia testada. Vemos, assim, que HG parece ser a melhor escolha
para a resolucdo do grupo de instincias (2), que representam aqui instancias menos estruturadas.

Instancias Resultados | Tempo HG | HG DMSE Resultado Tempo HVE

HG (v) (s) HVE (v) HVE (s) DMSE
01000-10-2rand 352 0,349 0,00% 379 132,428 7,67%
01000-25-2rand 410 1,055 0,00% 426 223,039 3,90%
02500-40-2rand 435 1,389 0,00% 440 319,841 1,15%
04000-10-2rand 1010 5,641 0,00% 1059 4019,890 4,85%
04000-25-2rand 1107 14,768 0,00% 1133 8726,550 2,35%
Tabela 7: Resultados obtidos para instincias (2.b) até 4.000 vértices onde f(v) = L%J com as

heuristicas gulosa (HG), gulosa limiar (HGL) e vértice efetivo (HVE).

Instancias Resultados HG Tempo HG (s)
(v)

04000-40-2rand 1861 95,309

07000-10-2rand 3057 121,259
07000-25-2rand 3244 318,318
07000-40-2rand 3301 508,585
10000-10-2rand 4476 354,208
10000-25-2rand 4684 909,631

10000-40-2rand 4771 1518,360
13000-10-2rand 5168 539,686
13000-25-2rand 5413 1421,150
13000-40-2rand 5499 2305,120
14500-10-2rand 5899 792,752
14500-25-2rand 6144 2047,380

grau(v)
2

Tabela 8: Resultados obtidos para insténcias (2.b) com mais de 4.000 vértices onde f(v) = | | coma

heuristica gulosa (HG).

7. Conclusoes Finais
A partir das hipéteses testadas neste trabalho, concluimos que ambas heuristicas propostas

foram muito bem sucedidas em encontrar solu¢cdes de qualidade para as instancias aqui vistas.
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Também, vimos que ambas foram complementares em seus resultados, cada uma obtendo solucdes
melhores para uma determinada classe de instincias.

A heuristica vértice efetivo teve os menores resultados consistentemente para todas as
instancias de coloracdo, bem como para as instancias projetadas, na qual obteve resultados rdpida e
efetivamente. Por outro lado, seu custo computacional é mais elevado, principalmente para grafos
mais gerais, enquanto comparado com a heuristica gulosa. Enquanto isso, a heuristica gulosa se
mostrou extremamente rapida, demorando poucos segundos mesmo para as instancias maiores, da
ordem de 14.500 vértices. Obteve os menores resultados para grafos randdomicos, tanto com fung¢ao
limiar constante, como ndo. No entanto, a variacdo de HG, que denominamos HGL e que considera
o valor da funcao limiar na escolha local, ndo mostrou-se vantajosa para a maioria das instancias
testadas.

Com relagdo ao modelo de programacio inteira para o problema que utilizamos como
baseline, este foi extremamente lento, o que € esperado de uma primeira modelagem direta de
um problema conhecidamente NP-dificil. Porém, h4 ainda diversos caminhos a serem explorados:
A busca por novas restricoes que reduzam o espaco de solucdo, a proposi¢do de novos limites
duais, ou até uma nova abordagem e maneira de modelar o problema poderiam acelerar em muito
sua resolugdo. Além disso, usar como solu¢do inicial os resultados obtidos com as heuristicas
construtivas aqui propostas, e a partir dai melhora-las, ¢ uma boa maneira de resolver problemas de
forma exata e de maneira mais rapida.

Futuramente, seria interessante explorar diferentes tipos de instancias. Por exemplo, estu-
dar o quao bem a heuristica vértice efetivo se comporta com outros tipos de grafos bem estruturados,
como grafos das classes cordal, de comparabilidade ou permutacio, por exemplo. Explorar novas
heuristicas e maneiras de atacar o problema seria também interessante. Enfim, acreditamos existir
espago para mais trabalhos préticos para este e outros problemas relacionados a Processos de Con-
versao Irreversivel, tendo em vista o extensivo trabalho tedrica disponivel, comparado com a quase
inexistente bibliografia experimental na drea.
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