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RESUMO

Neste trabalho, propomos uma modificagao no algoritmo de Plano de Corte Estendido
(PCE) para a resolugao de problemas de programacao nao linear inteira mista convexa.
Nossa abordagem, denominada como Plano de Corte Estendido Modificado (PCEM)
¢é inspirada na estratégia de atualizagao do conjunto de pontos de linearizacao do al-
goritmo de Aproximagao Externa (AE). Resultados computacionais sobre um conjunto
de 343 instancias de teste apontaram a efetividade do método proposto PCEM, cujo
desempenho foi superior ao de PCE e competitivo ao de AE.

PALAVRAS CHAVE: Programacao Nao Linear Inteira Mista, Plano de Corte Es-
tendido, Aproximagao Externa.
Area de classificagao principal: Otimizagao Combinatoéria.

ABSTRACT

In this work, we propose a modification on the Extended Cutting Plane algorithm
(ECP) that solves mixed integer nonlinear programming problems. Our approach, cal-
led Modified Extended Cutting Plane (MECP), is inspired on the strategy of updating
the set of linearization points in the Outer Approximation algorithm (OA). Compu-
tational results over a set of 343 test problems show the effectiveness of the proposed
method MECP, which outperformes ECP and is competitive to OA.

KEYWORDS: Mixed Integer Nonlinear Programming, Extended Cutting Plane, Ou-
ter Approximation.
Main area: Combinatorial Optimization.
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1 Introducao

Neste trabalho, abordamos o seguinte problema de Programacao Nao Linear Inteira Mista
(PNLIM) convexa:

(P) min  f(z,y)
s.a g(z,y) <0, (1)

zeX,yeY N2z,

onde X e Y sao subconjuntos poliédricos de R™ e R, respectivamente, Y é limitado,
f iRt » Reg:R™ — R™ sao fungdes convexas e continuamente diferenciaveis.
Aqui, assumimos que o problema (P) possui solu¢do 6tima.

Se, por um lado, a presenga simultianea de varidveis continuas e discretas juntamente
com termos nao lineares incorporados na fungao objetivo e/ou restri¢oes tornam o problema
(P) de dificil resolugao, por outro lado, estes mesmos elementos fazem da PNLIM uma fer-
ramenta bastante versatil para a aplicagdo em situacgoes praticas diversas que envolvam
algum tipo de otimizacao. Dentre as aplicacoes de PNLIM encontradas na literatura, po-
demos mencionar: planejamento de redes de telecomunicagoes [Belotti, 2009], agendamento
de operagoes em refinarias de petroleo [Mouret and Grossmann, 2010|, sistemas de gera-
¢ao de energia [Liu et al., 2009], projetos de cadeias de suprimentos [You and Grossmann,
2008|, caminhos de robos industriais |Gentilini, 2011|, sintese de processos quimicos [Duran
and Grossmann, 1986], preven¢ao de conflitos de aeronaves [Christodoulou and Costoulakis,
2004], redes metabolicas em biotecnologia [Guillen and Pozo, 2010], redes de distribuigao de
agua [Bragalli et al., 2012|, trajetoria de valvulas em séries de tanques em cascatas [Gopa-
lakrishnan and Biegler, 2011], projeto de camada de isolante térmico para o Grande Colisor
de Hadrons e recarga de nticleo de reatores nucleares [Leyffer et al., 2009].

A dificuldade envolvida no tratamento do problema (P), bem como sua grande aplica-
bilidade em situagoes variadas justificam a pesquisa por algoritmos eficientes para a sua
resolucao. Nesse contexto, diversas abordagens tém sido propostas para solucionar proble-
mas de PNLIM [Bonami et al., 2008; Borchers and Mitchell, 1994; Duran and Grossmann,
1986; Geoffrion, 1972; Kronqvist et al., 2016; Leyffer, 2001; Melo et al., 2014; Quesada and
Grossmann, 1992; Westerlund and Pettersson, 1995|. Dentre essas diferentes abordagens,
os algoritmos da classe de aproximacao linear merecem especial destaque. Esta classe de
algoritmos resolve um problema de PNLIM convexo aproximando-o por uma sequéncia de
problemas de Programagao Linear Inteira Mista (PLIM), cujas resolugoes fornecem limitan-
tes inferiores (no caso de minimizagao) para o problema considerado. Tais aproximagoes sao
obtidas por meio de derivadas de primeira ordem e se baseiam na convexidade das funcoes
presentes em (P). A principal vantagem destes algoritmos é que eles se valem diretamente
de todo o avanco e maturidade ja alcancados na area de PLIM através do uso de sofisticados
pacotes computacionais como, por exemplo, Cplex, Gurobi e Xpress.

Um algoritmo da classe de aproximacao linear bastante difundido na literatura é o
algoritmo de Aproximagdo Externa (AE). A cada iteracdo, AE resolve um problema de
PLIM juntamente com um ou dois problemas de Programacao Nao Linear continua (PNL).
Tal esquema foi concebido de modo a garantir a convergéncia de AE em um ntimero finito
de iteragoes e tem se mostrado eficiente em muitos casos praticos. Um outro algoritmo da
classe de aproximagao linear também popular na literatura é o algoritmo de Plano de Corte
Estendido (PCE). A principal diferenga entre AE e PCE é que PCE nao resolve qualquer
problema de PNL ao longo de sua execucao, se limitando apenas a resolver problemas de
PLIM. Embora, a primeira vista, isto parega ser uma vantagem de PCE, esta estratégia faz
com que 0 mesmo nao possua convergéncia garantida em ntmero finito de iteragoes. Temos
observado que, em muitos casos, o algoritmo PCE demanda um ntimero de iteragoes maior
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que AE para convergir para uma solugao 6tima do problema (P). Esta caracteristica faz
com que PCE necessite, em geral, de mais esforgo computacional que AE. Todavia, por nao
precisar resolver problemas de PNL, o algoritmo PCE dispensa o célculo de derivadas de
segunda ordem, ou qualquer tipo de aproximacao destas. Em algumas situagoes praticas,
essa peculiaridade pode vir a se mostrar bastante vantajosa, especialmente em casos onde o
céalculo de derivadas de segunda ordem é muito dispendioso ou nao pode ser realizado por
algum motivo.

Neste trabalho, propomos um algoritmo para PNLIM baseado em PCE. Nossa principal
contribuicao consiste em uma pequena modificacdo no algoritmo PCE de modo a torna-
lo mais proximo a AE, na expectativa de reduzir assim o niamero de iteracées necessarias
para sua convergéncia, ao mesmo tempo em que mantemos a amigével propriedade de PCE
de nao necessitar solucionar qualquer tipo de problema de PNL, isentando assim o algo-
ritmo do célculo (ou da aproximacgao) de derivadas de segunda ordem. Apesar de modesta,
nossa contribuigao, denominada aqui como Plano de Corte Estendido Modificado (PCEM),
apresentou resultados promissores para um conjunto de 343 problemas teste de PNLIM,
indicando assim que o método proposto é competitivo em relagao & AE.

Este texto estd organizado da seguinte forma: a Secao 2 discute sobre o algoritmo PCE
enquanto que o algoritmo AE é apresentado na Segdo 3. Nossa abordagem PCEM é entao
introduzida na Secdo 4. Por fim, a Secao 5 traz resultados computacionais comparando
PCEM com AE e PCE, ao passo que a Secao 6 expoe algumas conclusoes sobre o trabalho
desenvolvido.

2 O Algoritmo de Plano de Corte Estendido

O algoritmo de Plano de Corte Estendido foi proposto por [Westerlund and Pettersson,
1995] e se baseia na aproximagao do problema (P) por um problema de Programagao Linear
Inteira Mista (PLIM), denominado como problema mestre. Para facilitar o entendimento do
problema mestre, observamos que (P) pode ser reformulado como um problema com fungao
objetivo linear através da introdugdo de uma variavel auxiliar a:

(Pl o
S. a f(xvy) < «, (2)
g(z,y) <0,

reX,yeYNZm.

Uma vez que as restrigoes de (P) sdo convexas, ao linearizarmos as mesmas por meio
da série de Taylor sobre um dado ponto qualquer (Z,7) € X x Y, obtemos as seguintes

desigualdades validas para (P):

Vi, p)" ( L ) + i@y < o (3)
Vy(z,5)" < i:g > +g(z,y) < 0. (4)

Note que o ponto (Z,y) ndo precisa necessariamente satisfazer as restrigdes de (P). Note
também que em (Z,y) as linearizagoes aproximam de forma exata as fungoes originais de
(P).

De posse destas informacoes, obtemos o problema mestre a partir de um conjunto L =
{(z%y"),..., (2" y*)} com k pontos de linearizacdo que se constitui em uma relaxagao do
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problema original (P):

(a1%) iy o
. _ 2 o o
S. a Vf(l'],yj)T ( v xj ) + f(.l'],y]) S «, V(.ﬁU],yJ) € L7
y—y. (5)
. . — ) X X . .
w@wﬁ(”;; >+g<xﬂ,yf> < 0, VY(,y)el,

re X, yeYNZm.

Seja (&, &, ) uma das solucdes 6timas de (M*). Apontamos que o valor & é um limite
inferior vélido para (P) e (P). Se (&, ,9) for vidvel para (P), temos que o valor & também
sera um limite superior para (P) e (P). Nesse caso, uma vez que (&, &,7) prové o mesmo
valor como limite inferior e superior para (P), esta solucio sera 6tima para (P). Consequen-
temente, (Z,y) serda uma solu¢do 6tima para (P). Por outro lado, se (&, Z,9) nao for viavel
para (P), é necessario acrescentar desigualdades validas em (M') de modo a cortar essa
solucdo de sua regiao viavel, fortalecendo assim a relaxagao fornecida por esse problema.
Para alcangar este objetivo, o algoritmo PCE adota a estratégia de acrescentar a propria

solugdo (&, ) ao conjunto L.

Entrada: (P): problema de PNLIM, e.: tolerancia de convergéncia.
Saida: (z*,y"): soluc@o 6tima de (P).

1 2= —o0;

2 2% = +oo;

3 Escolha um ponto de linearizacao inicial (z°,y%);

a L={(a"y")}

5 k=1;

6 Seja (M*) o problema mestre construido a partir de (P) sobre os pontos em L;

7 enquanto z% — z! > e. faga

8 Seja (&, &*, ") uma solucio 6tima de (M*);

9 2=

10 se (2%, 9%) ¢ vidvel para (P) e f(2*,§*) < 2* entdo

11 L et y*) = (2%, 9");

12 2= f(@",9");

13 L=LuU(z* ¢");

14 k=k+1;

Algoritmo 1: Algoritmo de Plano de Corte Estendido (PCE).

O algoritmo PCE é mostrado como Algoritmo 1. Ressaltamos que PCE nao necessita
solucionar qualquer tipo de problema de Programacao Nao Linear (PNL) e nao trabalha
com qualquer tipo de informacao proveniente de derivadas de segunda ordem ou mesmo
com aproximagoes destas. Essa caracteristica pode se mostrar vantajosa em alguns casos,
especialmente quando o célculo de derivadas de segunda ordem é arduo ou nao puder ser
realizado por alguma circunstancia qualquer. Apontamos ainda que a estratégia de acres-
centar a solugao (#,7) ao conjunto L ao final de cada iteragao (linha 13) faz com que PCE
nao possua convergéncia finita. Temos observado ainda que os novos cortes gerados cos-
tumam ser fracos, o que leva o algoritmo a necessitar de um grande ntimero de iteracoes
para convergir para uma solugao 6tima. Na pratica, este comportamento se mostra bastante
desvantajoso em muitos casos, uma vez que, a cada iteragdo, um novo problema de PLIM
(o problema mestre) precisa ser resolvido (linha 8). Ademais, a cada iterac@o, o ntimero
de restrigoes do problema mestre aumenta com o acréscimo de pontos ao conjunto L (linha
13), o que tende a aumentar o esfor¢o necesséario para sua resolugao. Temos observado ainda
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que, em muitas situacoes, algumas solugoes (dk, ik, gjk) subsequentes estao préoximas umas
das outras e o método PCE acaba gastando muitas iteragoes repetindo a mesma solugao
inteira .

3 O Algoritmo de Aproximagao Externa

O algoritmo de Aproximagao Externa (AE) foi proposto originalmente por [Duran and
Grossmann, 1986] e posteriormente aperfeicoado por |Fletcher and Leyffer, 1994]. Assim
como PCE, o fundamento principal de AE consiste em adotar o problema mestre (M%), e,
a cada iteragao, acrescentar um novo ponto de linearizacao em L até que o limite inferior
fornecido por (M') se torne suficientemente proximo do melhor limite superior conhecido
para (P). Seja (&, %%, §¥) uma solucdo 6tima de (MT) na iteracio k. Uma tentativa de
obtencdo de um limite superior para (P) consiste na resolucdo do problema (Py), que é o
problema de PNL obtido a partir de (P) fixando-se 3 no valor g*:

(Pp) min  f(z,3)
s.a gz, gF) <0, (6)
e X.

Se (Py) for vidvel, seja (#,9*) uma de suas solucoes 6timas. Nesse caso, f(Z,9*) é um

limite superior valido para (P) e (P), e o ponto (Z,4") ¢ adicionado ao conjunto L. Observe
que (Z,9*) é a melhor solugao para (P) e (P) (ou uma das melhores, caso (Pyx) tenha
multiplas solugdes 6timas) tendo §* como valor para 3. Caso (Pyk) seja inviavel, entao o
seguinte problema de viabilidade é resolvido:

(PE) min Y

S. a g(xvy) < u, (7)
u > 0,
z e X, ueR™

Seja (@, ) uma solucdo 6tima de (Py’i) no contexto descrito. Entao, o ponto (&,7) é
adicionado ao conjunto L. Apéds a atualizagao de L, com a inclusdo de (Z,y) se o problema
(Pyk) for vidvel, ou com a inclusdo de (#,9) caso contrdrio, o algoritmo inicia uma nova
iteragao, tendo como critério de parada uma tolerdncia méxima para a diferenca entre
os melhores limites inferior e superior obtidos. Conforme demonstrado em Bonami et al.
[2008], assumindo que as condigdes de KKT sdo satisfeitas nas solugoes de (Py) e (P;}:),
essa estratégia de atualizacao do conjunto L faz com que, a cada iteragao, a solugao 6tima
do problema mestre (&%, %", %) seja cortada pelas novas linearizacoes se a mesma nio
for solucdo vidvel para (P). Foi demonstrado ainda que essa estratégia garante que uma
determinada solucao §* para a variavel inteira y nio seja visitada mais que uma vez pelo
algoritmo, exceto se a mesma fizer parte da solugao otima de (P) (nesse caso a solugao
poderia ser visitada no méaximo duas vezes). Como o ntimero de solugoes inteiras é finito
por hipétese, ja que Y é limitado, o algoritmo garantidamente encontra uma solucao 6tima
de (P) em um numero finito de iteragoes. Assim, em comparagao com o algoritmo ECP,
AFE tende a despender um niimero menor de iteragées, com o custo de necessitar resolver,
a cada iteracao, um ou dois problemas de PNL. De modo geral, em muitos casos praticos,
AE tende a possuir melhor desempenho que PCE devido ao ntimero reduzido de iteracoes.
Adicionalmente, gracas a sua boa performance, AE tem sido o algoritmo preferencial para
a resolugdao de problemas convexos de PNLIM em diversos contextos. Todavia, é valido
ressaltar que, quando o problema tratado é puramente discreto, isto é, nao possui qualquer
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variavel continua, AE e PCE tem desempenho fundamentalmente semelhante, uma vez
que, nesta situagdo, os problemas (Pyk) e (PyF,;) deixam de fazer sentido e, assumindo que
ambos os algoritmos partem da mesma solugao inicial (2%, "), as solucdes acrescentadas ao
conjunto L seriam rigorosamente as mesmas.

Entrada: (P): problema de PNLIM, e.: tolerancia de convergéncia.
Saida: (z*,y"): solugao 6tima de (P).
1 20 = —o0;
2 2% = +o0;
Escolha um ponto de linearizagao inicial (z°,3°), (usualmente a solugdo 6tima da relaxagdo continua

]

de (P));
4 L={("y")k
5 k=1,
6 Seja (ML) o problema mestre construido a partir de (P) sobre os pontos em L;
7 Seja (Pyr) o problema PNL obtido ao fixar a variavel y de (P) em i*s
8 Seja (P;;) o problema PNL de viabilidade obtido a partir de (Pyx);
9 enquanto z% — z! > e. faca
10 Seja (&k,£k7gk) uma solugdo 6tima de (ML);
11 2= @&k
12 se (Py.) € vidvel entao
13 Seja z* uma solucdo 6tima de (Pyr);
14 se f(z",y") < 2" entdo
15 2= f(a",y");
16 L (z*,y") = (2", ¢");
17 senao
18 L Seja x* uma solucdo 6tima de (P;c);
19 L=1LuU (" g*);
20 k=k+1;

Algoritmo 2: Algoritmo de Aproximagao Externa (AE).

O Algoritmo 2 traz o algoritmo AE. Na linha 3, um ponto de linearizagao inicial precisa
ser obtido. Uma boa escolha é utilizar a solugao da relaxacao continua de (P), que é o
problema de PNL obtido a partir de (P) ao se relaxar sua restri¢ao de integralidade de
y. Note que esta mesma estratégia poderia ser adotada no algoritmo PCE (Algoritmo 1).
Entretanto, se isso for feito, PCE passaré a necessitar de uma rotina de PNL e possivelmente
de informagcao proveniente de derivada de segunda ordem.

4 Nosso Algoritmo de Plano de Corte Estendido Modificado

Nesta sec¢ao, apresentamos nossa abordagem baseada no algoritmo PCE, aqui denominada
como Plano de Corte Estendido Modificado (PCEM). Nossa principal motivagao é melhorar
o desempenho de PCE tornando-o mais proximo de AE, com a expectativa de assim diminuir
o nimero de iteragoes necessérias para PCE convergir, ao mesmo tempo em que mantemos a
caracteristica de PCE de néao resolver problemas de PNL e nao utilizar qualquer informacgao
proveniente de derivadas de segunda ordem ou mesmo de aproximacoes destas. Para isso, no
lugar de considerar os problemas (P ) e (ng}:), PCEM considera uma aproximagao linear
para o problema (Pj), construida sobre o mesmo conjunto de pontos de linearizagdo L

g
sobre o qual o problema (M%) ¢ construido. Denominamos entdo este novo problema como
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(M ﬁ), definido a seguir:

(M?ﬁc) min «

a,r

. X ) . .
wmwﬁ(f ”ZJ>+f(xﬂ,yJ) < o, V() el
- (8)
. . — 7pd . . . .
ngW(;k_”;j>+g<xﬂ,y3> < 0, V() el

rz e X.

Observe que (M 5@) pode ser obtido a partir de (M') simplesmente fixando a variavel y

no valor §*. Desse modo, ao considerar o problema (M yLk), temos a expectativa de conseguir
obter boas solugoes vidveis de modo mais prematuro em comparagao ao algoritmo PCE
tradicional. Estas solugoes sao utilizadas para uma possivel atualizacao do limite superior
conhecido z" e para fortalecer a relaxagdao provida pelo problema mestre através de seu
acréscimo no conjunto L.

Entrada: (P): problema de PNLIM, e.: tolerancia de convergéncia.
Saida: (z*,y"): solugdo 6tima de (P).

z' = —o0;

2" = 400

Escolha um ponto de linearizacio inicial (z°, y°);

L={(="y")}

k=1;

Seja (M*) o problema mestre construido a partir de (P) sobre os pontos em L;
Seja (MyLk) o problema obtido ao fixar a variavel y de (M%) em §*;
enquanto z* — z' > ¢, faga

Seja (&F, 2%, %) uma solucéo otima de (ML);

© 0 N o A~ W N

2= a4

11 L =LuU (" §%);

12 e (ME) € vidvel entdo
Yk

[
[=]

13 Seja (o, z*) uma solugio 6tima de (MyLk),

14 se (z,§%) ¢ vidvel para (P) e f(z*,9") < 2* entéo
Y

) €
15 (@, y") = (@*,5");
16 2= fa*,5");
17 L=LuU(z* g% ;
18 | k=k+1

Algoritmo 3: Algoritmo de Plano de Corte Estendido Modificado (PCEM).

O algoritmo PCEM ¢é exibido como Algoritmo 3. Em relagdo ao algoritmo PCE, a
novidade aqui é a introdugao das linhas 7, 12-17. Destacamos que, a cada iteragao, dentre
a resolugdo de (M*) (linha 9) e a resolucio de (Mgﬁc) (linhas 12-13), a solugdo (&*,¢*) é
acrescida ao conjunto L (linha 11), de modo a fortalecer a relaxacao linear construida a partir
dos pontos desse conjunto. Por essa razdo, é possivel que a solucio 6tima 2* de (M yLk) seja

diferente de #*. Com esta estratégia, esperamos que o algoritmo PCEM encontre solucoes
vidveis mais rapidamente, e, deste modo, consiga fechar o gap de integralidade com menor
esfor¢o computacional em comparacao a PCE. Observamos ainda que a solugao obtida com
a resolugao de (M;k) também é adicionada a L (linha 17), caso este seja viavel. Uma vez que
(M ?fk) é um problema de programacao linear, sua resolu¢ao nao traz carga computacional

significativa em comparagio com a resolugio de (M1).

2355



XLIX Simpdsio Brasileiro de Pesquisa Operacional ” "
Blumenau-SC, 27 a 30 de Agosto de 2017. . .

E vélido ressaltar que a convergéncia de PCEM para a solugio 6tima de (P) é facilmente
verificada a partir da convergéncia de PCE, uma vez que PCEM considera, ao longo de suas
iteragoes, todos os pontos de lineariza¢ao considerados por PCE (com alguns pontos adici-
onais). Apontamos ainda que, no contexto em discussdo, nao faria sentido a aproximagao
do problema de viabilidade (Py}};) em um problema de programagao linear, pois caso (M jc)
seja inviavel, o valor ¢* j4 ndo mais podera configurar como solucio para y em (M%) da
iteracao corrente em diante, e, portanto, nao é necessaria a resolucao de qualquer problema
de viabilidade para cortar de (M%) solugdes com o valor §*.

Por fim, frisamos que (M%) é uma tentativa de aproximar o problema (Pyx) usando
programacao linear. Desse modo, PCEM ainda é um método de primeira ordem que pode
ser implementado sem qualquer rotina de resolucao de problemas de programagao nao li-
near. Este dltimo fato pode ser vantajoso em termos praticos, pois além das razoes ja
mencionadas sobre dificuldade de calculo de derivadas de segunda ordem em algumas apli-
cacoes, em muitos casos, mesmo as melhores rotinas computacionais de PNL podem falhar
em convergir para a solugao 6tima do problema considerado, mesmo este problema sendo
convexo e continuamente diferenciavel. Em alguns casos, estas rotinas falham até mesmo
para encontrar uma solugao viavel de problemas cuja regiao viavel é nao vazia, fazendo com
que inviabilidade seja indevidamente declarada. Dessa forma, por nao depender de rotinas
de PNL, o algoritmo PCEM se mostra como uma abordagem robusta para a resolugao de
problemas diversos de PNLIM convexa.

5 Resultados Computacionais

Passamos aqui & apresentacao de resultados computacionais oriundos da aplicacao de PCE,
AE e nossa abordagem PCEM sobre um conjunto de 343 instancias de teste de problemas de
PNLIM convexa oriundas dos seguintes repositorios [CMU-IBM, 2012; Leyffer, 2013; World,
2014]. A Tabela 1 traz informacdes estatisticas sobre os problemas de teste. E notavel o
alto percentual de restrigoes lineares presentes nas instancias de modo geral.

Tabela 1: Estatisticas sobre os problemas teste.

H min max média mediana

variaveis 2 107222 975,34 114
variaveis inteiras (%) 0,00 1,00 0,52 0,40
restrigoes 0 108217 1184,65 211
restri¢oes lineares (%) || 0,00 1,00 0,89 0,95

Os algoritmos supracitados foram implementados em C++ 2011 e compilados com o
compilador ICPC 16.0.0. Para a resolugao de problemas de PLIM, adotamos o solver
Cplex 12.6.0. Para a resolugdo de problemas de PNL, adotamos o solver Mosek 7.1.0.
Os testes rodaram em um computador com processador core i7 4790 (3,6 GHz), sobre o
sistema operacional Open Suse Linux 13.1. Todos os algoritmos foram configurados para
serem executados por uma unica thread de processamento, o que significa dizer que os
mesmos foram executados por um tnico processador a cada instante de tempo na maquina
utilizada para os testes. O tempo de CPU de cada algoritmo em cada instancia de teste
foi limitado a 4 horas. Foram adotados os valores 1078 como tolerancia de convergéncia
absoluta e 1073 como tolerancia de convergéncia relativa para todos os algoritmos.

A Figura 1 traz uma comparacdo relativa entre os algoritmos com respeito ao tempo de
CPU dispendido no conjunto de instancias de teste considerados. Note que os dados estao
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Figura 1: Comparacao relativa de tempo de CPU para os algoritmos.

normalizados em relagdo ao melhor resultado obtido dentre todas as abordagens para cada
instancia. No eixo horizontal, a abscissa indica o niimero de vezes que o resultado obtido
pelo algoritmo foi maior que o melhor resultado dentre os algoritmos com relagao ao tempo
computacional. No eixo vertical, a ordenada indica o percentual de insténcias alcangadas
por cada abordagem. Mais especificamente, se a curva de um determinado algoritmo passa
pelo ponto («,7), isto indica que para 7% das instancias, o resultado obtido pelo algoritmo
em questdao é menor ou igual a « vezes o melhor tempo computacional dentre todos os
algoritmos.

Note, por exemplo, que a curva de AE passa pelo ponto (1, 57%). Isto significa que,
para 57% das instancias de teste consideradas, AE conseguiu o melhor resultado com relagao
ao tempo computacional (uma vez maior que o melhor resultado). A seguir, a curva passa
pelo ponto (1,2, 63%), indicando que AE conseguiu resolver 63% das instancias gastando
até 20% a mais de tempo que o melhor algoritmo em cada instancia (1,2 vezes maior que o
melhor resultado). Desta forma, a grosso modo, podemos afirmar que um algoritmo se saiu
melhor que os demais no quesito em questao quanto mais sua curva estd “acima’” das curvas
dos demais algoritmos no grafico.

Analisando a Figura 1, podemos observar que o desempenho de AE domina o de PCE. E
possivel notar também que nosso algoritmo PCEM apresentou resultados substancialmente
melhores que PCE, dominando completamente o seu desempenho e chegando até a se tornar
competitivo em relacio ao algoritmo AE. E valido destacar que a curva de PCEM domina,
ainda que de forma modesta, a de AE para resultados maiores ou iguais a 2,2 vezes o melhor
resultado. Todos os algoritmos foram capazes de resolver cerca de 90% das instancias de
teste no tempo maximo de execugao estipulado.

A seguir, avaliamos o desempenho dos algoritmos sobre os problemas teste com menor
percentual de restrigoes lineares, isto é, sobre os problemas com maior percentual de restri-
¢oes nao lineares. Separamos entao todas as 92 instancias do grupo de 343 com até 80% de
restrigoes lineares para gerar um novo grafico comparativo entre as abordagens com relacao
ao tempo computacional, exibido na Figura 2.

Examinando a Figura 2, observamos que, para os problemas onde o percentual de res-
trigoes lineares é menor, AE nao conseguiu exibir o mesmo sucesso apresentado para todo
o grupo de problemas teste, sendo superado de forma substancial pelas demais abordagens.
Novamente, fica evidente que nossa abordagem PCEM dominou o desempenho de PCE,
sendo nesse contexto, indiscutivelmente o algoritmo de melhor performance.
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Figura 2: Comparacao relativa de tempo de CPU para os algoritmos.

Por fim, a Tabela 2 apresenta informagoes sobre a razao de resultados entre PCEM e PCE
com respeito a tempo de CPU e ntimero de iteragoes para o grupo total de 343 instancias de
teste e para o grupo de 92 instancias com menor percentual de restricdes lineares. E possivel
observar, por exemplo, que, para o grupo total de 343 instancias, PCEM demandou, em
média, cerca de 77,2% do tempo computacional demandado por PCE, enquanto que para
as instancias de menor percentual de restricoes lineares, esse valor foi de cerca de 84,3%.

Tabela 2: Informacgoes sobre a razao entre resultados de PCEM e PCE.

Todos Até 80% de rest lin
tempo de CPU | #iteragdes || tempo de CPU | #iteragoes
média 0.772 0.719 0.843 0.823
mediana 0,720 0,647 0,816 0,852
min 0,029 0,328 0,029 0,400
max 2,082 1,364 2,082 1,364

6 Conclusoes

Uma modificagdo no algoritmo de Plano de Corte Estendido (PCE) foi proposta neste
trabalho para a resolu¢do de problemas de Programacao Nao Linear Inteira Mista (PN-
LIM) convexa. Nossa abordagem, denominada como Plano de Corte Estendido Modificado
(PCEM) foi construida de modo a se tornar mais proxima ao conhecido algoritmo de Apro-
ximagao Externa (AE), mantendo a peculiaridade de PCE de néo fazer uso de informagao
proveniente de derivadas de segunda ordem ou de aproximagao destas. Resultados compu-
tacionais sobre um vasto conjunto de instancias de teste indicaram que o algoritmo PCEM
é robusto e promissor em comparagao com PCE e AE. De modo geral, PCEM dominou a
performance de PCE para o conjunto total de instancias de teste e para o seleto subgrupo
com as instancias de maior percentual de restrigoes nao lineares. Em relagao a AE, PCEM
foi competitivo neste primeiro grupo de instancias, e indiscutivelmente superior no subgrupo
seleto, onde AE ainda foi superado por PCE. Implementagoes de todos os algoritmos con-
siderados nesse estudo, PCE, PCEM e AE, juntamente com heuristicas [Melo et al., 2015,
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2016] estarao disponiveis em um novo pacote de PNLIM aberto ainda em desenvolvimento,
o solver Muriqui.
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