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RESUMO

A area de otimizacgao global busca um minimo ou maximo de umgétumulti-
modal sobre um dominio discreto ou continuo. Neste artigpalgoritmo genético para
busca de solu¢des aproximadas para problemas de otimighat#al continua sujeitos a
restricbes nao-lineares é proposto. Resultados expeaiehistram sua eficiéncia em
algumas funcdes deenchmarkCEC2006 (Liang et al., 2006).

PALAVRAS CHAVE. Algoritmo genético, Chaves aleatorias, Otimizacdo global,
Metaheuristicas.

ABSTRACT

Global optimization seeks a minimum or maximum of a multigotunction
over a discrete or continuous domain. In this paper, we @mem@obiased random key
genetic algorithm for finding approximate solutions for hdtconstrained continuous
global optimization problems subject to nonlinear constsa Experimental results il-
lustrate its effectiveness on some functions from CEC2006Hreark (Liang et al., 2006).

KEYWORDS. Genetic algorithm, Random keys, Global optimizaton, Meta-
heuristics.
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1. Introducédo

A otimizacéo global continua, em sua versao de minimizatgfo, por objetivo
encontrar uma solu¢éo™ € S C R" tal quef(z*) < f(x), V z € S, ondeS é alguma
regido deR™ e a funcéo objetivg é f : S — R.

Neste artigo, consideramos o domigicomo sendo a intersec¢do entre um con-
junto de restrigbes nédo lineares e um hiper-retan@ute {x = (z1,...,z,) € R" : { <
r < u},ondel € R" eu € R" tal queu; > [;, parai = 1,...,n, com o intuito de apre-
sentar um algoritmo genético de chaves aleatdrias vicipai@sproblemas de otimizacéo
global continua com restricbes de caixa sujeita a resgigée-lineares:

minf(x), © = (r1,29,...,T,) (1)
sujeito a:
gi(r) <0, i=1,...,q (2
hj(z) =0, j=q+1,....m (3)
i <zi<wuy i=1,...,n 4)

Dado que as restricdes (2) podem ser escritas como equagdesiatroducéo de
q variaveis auxiliares,, .1, . . ., Tp14:
gi(xlv"'al‘n>+$n+i:07 ’L.:]-a"qu (5)
comz, >0,k =n+1,...,n+ g, 0 problema original pode ser reduzido a minimizacéo
da fungéaF'(z4, .. ., z,4,) definida como segue:

[f(xh s 7xn) - f*]Q + Z[gi(xh ce. ,:En) + xn+i]2+

J=q+1
(6)
sujeito a:
x>0, k=n+1,...,n+q, (8)

onde f* € o valor 6timo conhecido do problema (1-4), ou o melhor valamhecido
da literatura. No caso de desconhecermos o valor da solughalgse possivel, nos
podemos consideraf* como um limite inferior (lower bound) apropriado. Desde que
F(x1,...,2n4e) > 0paratodd; <z; <w;,i=1,....nex; >0,k=n+1,...,n+g,
pode-se observar QUE(xy, ..., Tu1y) = 0 <= f(x1,...,20) = f5 gi(x1,...,2,) =
Tpyiy @ = 1,...,¢; € hj(zy,...,2,) = 0,5 = ¢+ 1,...,m. Sendo assim3 z* =
(21,...,&nyqe)" Viavel > F(z*) = 0 = z* € um minimizador global do problema (1-4).

Este trabalho encontra-se organizado como segue. A hiead§&CAV para prob-
lemas de otimizacao global é descrita nas secfes 2 e 3. Na4egé resultados experi-
mentais ilustram a eficacia e eficiéncia da heuristica AGCA¥ paimizacao global com
restricbes de caixa sujeitas a restricdes nao linearedinRaas conclusdes encontram-se
descritas na secgéao 5.

3671



JI/I—I/ Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional 16 a 19

A Pesquisa Operacional na busca de eficiéncia nos Setembro de 2013
SBPO servicos publicos e/ou privados Natal/RN

2. Algoritmo Genético com Chaves Aleatorias Viciadas

Algoritmos Genéticos com Chaves Aleatérias (AGCA) foram adtizidos
primeiramente por Bean (1994) para solucionar problemasimé&acado combinatoria en-
volvendo sequenciamento. Em um AGCA, cromossomos sao egpae®s como vetores
de numeros reais gerados aleatoriamente no intefoalg. Um algoritmo determinis-
tico, denominadaecodificadoytoma como entrada um vetor solucéo e associa a ele uma
solucao do problema de otimizacdo combinatéria, cujo \d@dofuncéo objetivo pode ser
calculado.

Um AGCA evolui uma populacéo de vetores de chaves aleatOrakamte iter-
acOes denominadageracdes A populacéo inicial € composta pprvetores de chaves
aleatérias. Cada componente do vetor solugcédo é geradoriédeatate de forma inde-
pendente a partir do intervalo refél 1]. Apds o célculo realizado pelo decodificador da
funcao objetivo associada a cada individuo na gerac&@opopulacao é particionada em
dois grupos de individuos: um pequeno grupgdadividuoselite, ou seja, aqueles que
apresentaram os melhores valores para a funcao objetivopjunto restante dgs— p.
individuosnéo-elite Para evoluir a populacdo, uma nova geragao de individuees s
produzida. Todos os individuos elite da populacao na gerasao copiados sem modifi-
cacgOes para a populagéo da geragdol. O AGCA implementa a operacdo de mutacao
via introducédo denutantesdentro da populacdo. Um mutante € simplesmente um vetor
de chaves aleatérias gerado da mesma maneira que um elelaepdpulacdo inicial €
gerado. A cada geracao um pequeno numerd de mutantes € introduzido na populacgéao.
Comyp, individuos elite &,,, mutantes na populacé@o-1, p—p. —p,, individuos adicionais
devem ser produzidos para completap @sdividuos que comporéo a nova populagéo. Isto
é feito através da producao de uma prole gomp, — p,, individuos mediante operacdes
de cruzamento.

A figura 1 ilustra a dinamica da evolucao. No lado esquerdogimdiesta a popu-
lacédo atual. Apds a ordenacao de todos individuos segunddares da funcao obijetivo,
0os melhores encontram-se na particdo denominada ELITHaetmo restante na particao
denominada NON-ELITE. Os vetores de chaves aleatori&sséld copiados sem mudanca
para a particdo denominada TOP na proxima populacéo (vediagito da figura). Uma
quantidade de individuos mutantes sdo aleatoriamentdageemem seguida inseridos na
particdo denominada BOT da nova populacdo. O restante ddagdpuda proxima ger-
acdo € completada através de operagcdes de cruzamento. EnGQO#A, Bean (1994)
seleciona os pais aleatoriamente a partir da populacaecaintém algoritmo genético de
chaves aleatérias viciadas (AGCAV)biased random-key genetic algorithiBRKGA)
(Gongalves and Almeida, 2002; Ericsson et al., 2002; Gorgsahnd Resende, 2004) —
difere do AGCA no modo como 0s pais sao selecionados paramsemta. Em um AG-
CAV, cada elemento é gerado combinando um elemento selecialaatoriamente da
particdo denominada ELITE na populacéo atual e outro déacfartenominada NON-
ELITE. Em alguns casos, o segundo pai é selecionado coansii®ise a populacéo in-
teira. Repeticfes na selecdo de um companheiro sdo pemritidortanto um individuo
pode produzir mais que uma prole. Como< p — p. € desejado, a probabilidade de um
individuo elite ser selecionado para cruzamento € maioudalg um individuo néo elite e
portanto o individuo elite tem uma maior probabilidade despasuas caracteristicas para
geracoes futuras.

Outro fator que contribui para este fim é o cruzamento uniéoparametrizado —
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Figura 1. Transicdo da geracdo k para geracdo k -+ 1 em um AGCAV.

parameterized uniform crossovéBpears and DeJong, 1991), o mecanismo usado para
implementar os cruzamentos em AGCAV. Sgja> 0.5 a probabilidade de uma prole
herdar um componente de vetor de seu pai elite. ‘3ejaimero de componentes no vetor
solugéo correspondente a um individuo. Patal, ..., n, 0 i-€simo componente(i) da
prole c recebe o valor do-ésimo componente(i) do pai elitee com probabilidade, e o

valor doi-ésimo component&(i) do pai ndo elite com probabilidadé — p..

A figura 2 ilustra o processo de cruzamento para dois vet@ebaves aleatorias
com quatro componentes cada. O cromossomo 1 represent&iduadelite e o cromos-
somo 2 o ndo elite. Neste exemplo o valopge= 0.7, ou seja, a prole herda o componente
do pai elite com probabilidade 0.7 e do outro pai com prokgdie 0.3. O numero real
aleatoriamente gerado no intervélo1] simula o langamento de uma moeda viesada. Se
o resultado é menor ou igual a 0.7, entdo o filho herda o cormp@m® pai elite. Caso
contrério, ele herda o componente do outro pai. Quando arpaopopulacéo fica com-
pleta, ou seja, quando a mesma pogsuidividuos, os valores da funcéo objetivo sdo
computados para todos os novos vetores de chaves ale&t@r@aspulacéo € particionada
em individuos elite e ndo elite a fim de iniciar uma nova geyaca

As heuristicas AGCAV séo baseadasframeworkmeta-heuristico de propadsito

Crossover
Relation to crossover < < <
probabibility of 0.7
Offspring chromoseme .

Figura 2. Cruzamento uniforme parametrizado: acasalamento em A GCAV.
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geral. Neste framework, ilustrado na figura 3, ha uma clargab entre a porcaimde-
pendente do problemaa parte dependente do algoritmo. A por¢céo independentiemio
nenhum conhecimento do problema a ser solucionado. A Unitexéo com o problema
de otimizacgéo é a por¢ao do algoritmo dependente do probtemda o decodificador pro-
duz solucdes a partir dos vetores de chaves aleatdrias eitmoiftnessdessas solugoes.
Portanto, para especificar uma heuristica AGCAV precisampesas definir sua represen-

tacdo cromossémica e o decodificador.
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Figura 3. Fluxograma do AGCAV.

Para descrever um AGCAV para problemas de otimizacéo globakestricoes de
caixa sujeitos a restricdes nao lineares, precisamos sypeostrar como as solugcdes sao
codificadas como vetores de chaves aleatorias e como essess\&0 decodificados em

solucdes viaveis do problema:

e Codificando uma solucdo em um vetor de chaves aleatddas solucao é codifi-
cada como um vetoy = (i, ..., x») de tamanha, ondey; € um ndmero aleatdrio
no intervalo|0, 1], parai = 1,...,n. Oi-ésimo componente de corresponde a

i-ésima dimensao do hiper-retangdlo

e Decodificando uma solugéo a partir de um vetor de chaves@ieat Um decod-
ificador toma como entrada um vetor de chaves aleatgreagetorna uma solucao
x € Qcomzx; = Li+x;-(u;—1;), para = 1,...,n. Apds obter a solu¢éo € €2, n6s
procedemos tentando melhora-la usando a busca local tdesarproxima segao.
As solucdes produzidas pela busca local geralmente nao @stacordo com os
genes inicialmente fornecidos pelos vetores de chavegdabsaao decodificador.
Nesses casos, com o intuito de refletir as mudancas reaipatia fase de busca
local do decodificador, a heuristica substitui 0 cromossioi@l com o retornado

pelo procedimento da busca local, onde= (z; — ;)/(u; —

L), paras = 1,...,n.

Durante todo processo de decodificacabtnessdas solugbes séo calculados pela

funcao objetivof : S — R do problema de otimizagé&o global.

3. Procedimento de melhoria local

AGCAV néo faz uso de derivadas. Embora derivadas possamcslend¢ate com-
putadas para diversas funcdes, elas ndo estdo sempreidgpau nem sempre sao efi-
cientemente computéveis para todas as funcbes. A fase thenmadbcal (cujo pseudo-
codigo encontra-se descrito na figura 4) pode ser vista c@raxianando a funcdo de
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gradiente da funcéo objetiv(-). A partir de um dado ponto de entradse R", 0 algo-

ritmo de busca local gera uma vizinhanca, e determina ens goatos da vizinhanca, caso
haja algum, a funcdo objetivo melhora. Se um ponto de meall®@donhecido, 0 mesmo
torna-se o ponto atual e a busca local continua.

Sejar € R" asolucgédo atual B o parametro atual de discretizacdo da malha. Defina
Sp(z) ={rx e Q| <x<wu, x==x+7-h, 7€ Z"} paraser o conjunto de pontos
em(2 que séo passos inteiros (de tamanhdistantes de&. SejaB,(z) = {z € Q |z =
T+ h-(2'—2)/||2' —z|, ' € Sp(x) \ {z}} a proje¢éo dos pontos ety (z) \ {z} sobre
a hiper-esfera centrada emtnde raioh. A vizinhanga-h (-neighborhoodldo pontoz é
definida como o conjunto de pontos €p(z).

O©CoO~NOUWNE

23

procedure LocalImprovement(z, f(-), hs, he, £, u, MaxPointsToExamine)
¥« x;

[ f@);

h < hs;

Impr < false;
while b > h. do

NumPointsExamined < O;
while NumPointsExamined < MaxPointsToExamine do
z < RandomlySelectElement (B (z*));
if ¢ <z <wand f(z) < f*then
¥ <« x;
™ f(=);
NumPointsExamined < O;
Impr < true,
end if

NumPointsExamined <— NumPointsExamined + 1;

end while
if Impr = true then
return z*;
else
h <+ h/2;
end if

end while
return z*;
endLocalImprovement;

Figura 4. Pseudo-cédigo para fase de melhoria local.

O procedimento toma como entrada uma solucao inicial 2 C R", a funcéo
objetivo f(-), vetores de limites inferiores e superiores u, assim como 0s parametros
hs € h., as densidades iniciais e finais de discretizacdo da makspectivamente. O

nuimero maximo de pontd$axPointsToExamine < []",[(u; —

{;)/h] em By(z*) a

serem examinados também sera considerado como um par@leetndrada. Caso todos
estes pontos sejam examinados e nenhum ponto de melhogadontrado, a solucéo
atualz* é considerada um minimo local-h-{ocal minimun.

A melhor solucéo de melhoria atuél € inicializada para nalinha 1. Nalinha 2, o
valor da funcéo objetivg* da melhor solugdo encontrada é inicializada gfarg. Depois,
0 parametrai, o qual controla a densidade da discretizacdo do espaccsda,liinicial-
izado parah; na linha 3, e na linha 4 a variavehpr é definida comdalse. A partir do
pontoz*, no loop das linhas 7-16, o algoritmo seleciona aleatongen@ontos ents;, (z*)
(linha 8), um a cada vez. Na linha 9, se o ponto aiusglecionado a partir dB,(z*) for
viavel e melhor do que*, entdoz* é atualizado para (linha 10), f* é atualizado para
f(z) (linha 11), NumPointsExamined para zero (linha 12)Impr paratrue (line 13), e
o loop entre as linhas 7-16 é reinicializado tendaomo solucéo inicial. Na linha 17,
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se a variavellmpr continua falsa, entdo na linha 20 a densidade da malha € tachagn
usandoh/2, e o loop nas linhas 7-16 é reinicializado/se h.. A busca local termina

se a solucdo minima local4t for encontrada. Neste momentd, € retornado pela busca
local nas linhas 18 ou 23.

4. Resultados experimentais

Os experimentos foram realizados mediante um processaddrapre Intel Core
i7 (1.60 GHz) com Turbo Boost up to (2.80 GHz) e 16 Gb de meméo@dando Ubuntu
10.04 LTS. A implementacdo de AGCAV foi feita com a linguageen ptogramacgao
C++ e compilada com gcc versédo 4.4.3. O algoritmo usado paegde de nameros
aleatdrios é uma implementacao do algoritmo Mersenne @wilgscrito em Matsumoto
and Nishimura (1998). Por fim, para a realizacéo dos expatoseos seguintes problemas
teste foram utilizadosg01 (Floudas and Pardalos, 199@p2 (Koziel and Michalewicz,
1999),g03 (Michalewicz et al., 1996)g04 (Himmelblau, 1972) 05 (Hock and Schit-
tkowski, 1981), devido as suas propriedades heterogéesastds na Tabela 1.

Tabela 1. Para cada um dos cinco problemas (  g01-g05), oriundos do benchmark CEC2006
(Liang et al., 2006), temos: n como sendo o nimero de variaveis de decis&o; p = |F|/|S|
como a razdo estimada entre a regido viavel e o espacgo de busca; LI, NI, LE e NE como
sendo respectivamente o no. de inequagdes lineares, inequacgdes n ao-lineares, equagtes
lineares e equacdes ndo lineares; e a como sendo o nimero de restricdes ativas em T.

Prob. n type f(z) p LI NI LE NE a

go1 13 quadratico -15.0000000000 0.0111 9 0 0 0 6
g02 20 nao-linear -0.8036191042 99.9971 0 2 0 0 1
g03 10 polinomial -1.0005001000 0.0000 0 0 0 1 1

go4 5 quadratico -30665.5386717834 52.1230 0 6 0 0 2
g05 5 cubico 5126.4967140071 0.0000 2 0 0 3 3

Em todos os cinco problemas, executamos AGCAV 200 vezes (&zdeom uma
semente distinta, variando @80001 a 270200, para o gerador de numeros aleatérios )
comp = 100, p. = 0.2p, p,, = 0.1p, p. = 0.7, hy = 0.05, h, = 0.00001, rho, =
0.15, MaxPointsToExamine = 1000, e e = 0.00001. Durante uma execucao, gap
de otimalidade é definido da seguinte forn@AP = F'(zy,...,z,4,) — F(2*), onde
(x1,...,2n4q) € @amelhor solugéo até entdo encontrada pela heuristiga*¢ = 0. NOs
entdo dizemos que a heuristica resolveu o problen@4AE < ¢ come = 0.0000001.
Portanto, uma solugdo para o problema € encontrada quaralorala respectiva fungéo
objetivo € menor do qué0~—’. Em cada problema, a heuristica conseguiu encontrar a
solucéo 6tima (ou a melhor solucdo conhecida) em todas asxe@dcoes.

A tabela 2 fornece os tempos minimo, 1o. quartil, medianaian&o. quartil
e maximo (em segundos), assim como 0 desvio padrdo dos tetepseecucdo gastos
para encontrar a solucéo 6tima (ou a melhor solucdo cordjeeid cada problema. De
acordo com a tabela 2, em média o AGCAV encontra a solucéo didepna em menos
de 21.62, 120.20, 0.60, 134.20, 4.00 segundos para os problemgsl, g02, g03, go4 e
g05, respectivamente. No pior caso, 0 AGCAV encontra as solug@esenos de53.60,
1,076.00, 0.88, 913.40 e 15.15 segundos, respectivamente.

Os tempos gastos para encontrar a solucao 6tima (ou a melhgés conhecida)
em cada problema foram calculados a fim de apresentarmognawd graficos das dis-
tribuicdes dos tempos de execugdo (também conhecidos o@iimog tempo-para-o-alvo
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Tabela 2. Tempos (em segundos) para AGCAV alcancar as solu¢cdes a  Ivo dos problemas

g01-g05.
prob. min lo. Qu. mediana média 30. Qu. max desv. padréo
g01 2.76 13.24 18.44 21.62 25.36 253.60 20.324
g02 1.12 54.53 78.24 120.20 123.90 1076.00 145.316
g03 0.33 0.54 0.61 0.60 0.67 0.88 0.095
go4 5.37 51.38 83.25 134.20 125.00 913.40 157.995
g05 0.44 1.82 3.28 4.00 5.60 15.15 2.784

—time-to-target plotgAiex et al., 2002, 2006)) ilustrados na figura 5. Como podeisto
em mais detalhes a partir da figura 5(b), uma versao ampliadaydra 5(a),95% das
execucoes se encerram em menog@&eo, 377.00, 0.77, 495.00 e 9.40 segundos para 0s
problemag01, g02, g03, g04 e g05, respectivamente.

Também comparamos a heuristica AGCAV com 0 GRASP contintantinuous
GRASP (C-GRASP) algorithgHlirsch et al., 2007, 2010; Silva et al., 2012) sobre o mesmo
conjunto de problemas tesigd1—g05 (Faco et al., 2013). A implementagéo do C-GRASP
utilizada neste trabalho encontra-se descrita em Silvd €2@12). Em todos os cinco
problemas, executamos o C-GRASP 200 vezes (cada vez com ureatedistinta, var-
iando de270001 a 270200, para o gerador de numeros aleatérios). Em cada problema, a
heuristica C-GRASP conseguiu encontrar a solucéo 6tima (alrensolugcéo conhecida)
em todas as 200 execucdes. A tabela 3 fornece os tempos mitemquartil, mediana,
média, 30. quartil e maximo (em segundos), assim como oaesdrao dos tempos de
execucao gastos para encontrar a solucéo 6tima (ou a melhgés conhecida) em cada
problema. De acordo com a tabela 3, em média o0 C-GRASP encoswiag@o do prob-
lema em menos d&2.08, 1,009.00, 0.10, 604.50, 3.43 segundos para 0S problemssL,
g02, g03, g04 e g05, respectivamente. No pior caso, o C-GRASP encontra as sclegde
menos dd9.32, 1,881.00, 0.27, 5,472.00 e 5.04 segundos, respectivamente.

Tabela 3. Tempos (em segundos) para o C-GRASP alcancar as solu¢gd  es alvo dos proble-

mas g01-g05.
prob. min 1lo. Qu. mediana média 30. Qu. max desv. padréo
g01 8.72 9.91 11.22 12.08 13.20 19.32 2.793
g02 3.00 657.00 1055.00 1009.00 1321.00 1881.00 429.347
g03 0.02 0.06 0.09 0.10 0.13 0.27 0.060
g04 3.37 7.55 98.33 604.50 561.40 5472.00 1369.259
g05 1.88 2.49 3.46 3.43 4.45 5.04 1.057

Embora nas instancig®1, g03 e g05, o0 desempenho da heuristica C-GRASP foi
um pouco melhor do que o desemepneho do algoritmo AGCAV; nigspdoblemas mais
dificeis, g02 e g04, o minimo, média, mediana (50%) e 75% (30. quartil) dos tengm
execucao do AGCAV foram bem menores do aqueles descritosaat @tal., 2013) sobre
a heuristica C-GRASP.

5. Conclusdes

Neste artigo, apresentamos a heuristica AGCAV para buscaldgdss aproxi-
madas de problemas de otimizac&do global sujeitos a restrigéo lineares e de caixa.
O enfoque ¢ ilustrado via sua aplicagdo em cinco problemasdwos dobenchmark
CEC2006 (Liang et al., 2006). Os resultados promissoresalmsb potencial do método.
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Figura 5. Graficos da distribui¢cdo de probabilidade acumulada (gréafic 0s tempo-para-0-alvo)

dos tempos de execucdo do AGCAV gastos para encontrar a solucéd 0 6tima (ou a melhor
solugdo conhecida) dos problemas  g01-g05.
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