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Resumo

Neste trabalho propomos um método de ponto proximal com regularização quadrática, com o
objetivo de encontrar soluções Pareto fraco de problemas de otimização multiobjetivo irrestrito,
aplicado à funções F : Rn −→ Rm continuamente diferenciáveis e quase-convexas. Estabelece-
mos a boa definição da sequência gerada pelo método. Quando a sequência dos parâmetros de
regularização é limitada, provamos a convergência para um ponto Pareto cŕıtico. E quando a
sequência dos parâmetros converge a zero, obtemos a convergência para uma solução Pareto
fraco.

Palavras-chave: Programação Multiobjetivo. Funções quase-convexas. Método proximal.
Fejér convergência. Solução Pareto fraco. Ponto Pareto cŕıtico.

Área principal: Programação matemática.

Abstract

In this paper we propose a proximal point method with quadratic regularization, with the
goal of finding weak Pareto solutions of multiobjective unconstrained optimization problems,
applied to continuously differentiable and quasiconvex functions F : Rn −→ Rm. We have
established a good definition of the sequence generated by the method. When the sequence of
regularization parameters is limited, we prove convergence to a Pareto critical point. And when
the sequence of parameters converges to zero, we obtain convergence to a weak Pareto solution.

Keywords: Multiobjective programming. Quasiconvex functions. Proximal method. Fejér
convergence. Weak Pareto solution. Pareto critical point.

Main area: Mathematical programming.
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1 Introdução

Neste trabalho consideramos o seguinte problema de otimização multiobjetivo irrestrito:

min{F (x) : x ∈ Rn} (1)

onde F : Rn −→ Rm é uma função vetorial quase-convexa e continuamente diferenciável. As
funções quase-convexas podem ser caracterizadas em termos da convexidade de seus conjuntos
de ńıvel. Esta classe de funções, que contém a classe das funções convexas, tem sido o ponto de
partida para muitas pesquisas em convexidade generalizada (ver por exemplo Crouzeix (1998),
Crouzeix e Ferlan (1982), Martinez-Legaz (1988), Penot e Volle (1987)). Estas funções possuem
um grande domı́nio de aplicações em vários campos das ciências e engenharias como: Teoria
da produção, Teoria da utilidade, Teoria do controle e Teoria de aproximação.

O método de ponto proximal que foi introduzido por Martinet (1970) e posteriormente
desenvolvido e amplamente estudado por Rockafellar (1976), originalmente foi proposto no
contexto do problema de encontrar zeros de operadores monótonos maximais. Quando este
operador é o subdiferencial de funções convexas f : Rn −→ R, os zeros deste operador, são as
soluções do problema de otimização convexa do tipo: min{f(x) : x ∈ Rn}. O clássico método
de ponto proximal para resolver problemas de otimização escalar convexa gera uma sequência
{xk}k∈N ⊂ Rn, a partir de um processo iterativo iniciando com um ponto x0 ∈ Rn, arbitrário,
e xk+1 ∈ argmin{f(x) + λk‖x − xk‖2, x ∈ Rn}, onde λk > 0, ∀ k ∈ N, é um parâmetro de
regularização. Vários trabalhos na literatura analisa a convergência da sequência gerada por
este método, no caso em que a função objetivo é convexa (Ferreira e Oliveira(2002), Guler
(1991), Teboulle (1992), Alber et al. (1997), Guler (1992)). No caso em que a função não é
convexa, citamos ( Fukushima (1981) e Mine, Cunha et al.(2010), Kaplan e Tichatschke,(1998),
Souza et al. (2010), Quiroz e Oliveira (2012)).

Quando a função a minimizar é uma função vetorial F : X −→ Y , onde X é um espaço
real de Hilbert, e Y um espaço real de Banach contendo um cone fechado, pontudo e convexo
C com interior não vazio, e a ordem em Y é a ordem parcial induzida pelo cone C, o problema
de minimização pertence a uma classe chamada de otimização vetorial. Em particular, quando
X = Rn, Y = Rm, e o cone C = Rm+ , o problema de minimização pertence a uma classe de
problemas chamada de otimização multiobjetivo. Recentemente, alguns trabalhos estenderam
o método de ponto proximal para otimização vetorial, dos quais inclui, Bonnel et al.(2005),
Villacorta e Oliveira (2011), Huang e Yang (2004), Gregório e Oliveira (2010), Ceng e Yao
(2007), Cheng et al.(2011). No entanto, é importante observar que os trabalhos existentes na
literatura estenderam o método de ponto proximal para otimização vetorial, aplicado à funções
vetoriais convexas.

O nosso objetivo é propor um método de ponto proximal de valor escalar, em otimização
multiobjetivo quase-convexa, para encontrar soluções Pareto fracas para o problema (1), o qual
é baseado no trabalho do Bonnel et al. (2005), ao considerarmos a norma ao quadrado como
regularização.

Para podermos comparar elementos no Rm, consideramos a ordem parcial, �, induzida
pelo cone Rm+ : dados y, y′ ∈ Rn, y � y′ se, e somente se, y′ − y ∈ Rm+ , com associada relação
≺, dada por, y ≺ y′ se, e somente se, y′ − y pertence ao interior do cone Rm+ , denotado
por Rm++. O nosso objetivo é encontrar soluções para o problema (1) com respeito à ordem
parcial ≺, porém, em geral, não existe um ponto em Rn que minimize simultaneamente todas
as funções objetivo de F , desta forma o conceito de otimalidade usual para o caso escalar,
deve ser substitúıdo pelo conceito de otimalidade de Pareto. Em particular, buscamos soluções
Pareto fracas para o problema (1), isto significa um ponto x∗ ∈ Rn tal que não existe x ∈ Rn
satisfazendo F (x) ≺ F (x∗). Por outro lado, sob condições menos restritivas, buscamos também
pontos Pareto cŕıticos para o problema (1), isto significa um ponto x∗ ∈ Rn tal que, para todo
v ∈ Rn, existe i0 = i0(v) ∈ {1, ...,m} com 〈∇Fi0(x∗), v〉 ≥ 0.

Para estes objetivos, propomos um método de ponto proximal de valor escalar, o qual gera
uma sequência {xk}k∈N, que sob a condição da sequência dos parâmetros de regularização,
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{αk}k∈N, ser limitada, provamos que a sequência gerada pelo método converge para um ponto
Pareto cŕıtico, e sob a condição de que a sequência dos parâmetros de regularização converge
a zero, provamos que a sequência gerada converge para uma solução Pareto fraca do problema
(1). Além das hipótese citadas, para estabelecermos os resultados de convergência, utilizamos
a seguinte hipótese: (H1) O conjunto

(
F (x0)− Rm+

)
∩ F (Rn) é Rm+ − completo, isto é, para

toda sequência {ak} ⊂ Rn, com a0 = x0, tal que F (ak+1) � F (ak) ∀ k ∈ N, ∃ a ∈ Rn tal que
F (a) � F (ak), ∀ k ∈ N. Esta hipótese foi utilizada em alguns trabalhos da literatura, tais
como, Bonnel et al.(2005), Villacorta e Oliveira (2011), e Ceng e Yao (2007).

Este trabalho tem a seguinte disposição: na Seção 2 relembramos alguns conceitos e resul-
tados básicos sobre otimização multiobjetivo, escalarização, teoria do subdiferencial e funções
quase-convexas, na Seção 3 apresentamos nosso método de ponto proximal com regularização
quadrática para funções quase-convexas, estabelecemos a boa definição do método e mostramos
que a sequência gerada é Fejér convergente, na Seção 4 mostramos a convergência da sequência
e por fim, na Seção 5, apresentamos as considerações finais.

2 Preliminares

Nesta seção, apresentamos conceitos e resultados básicos que são de fundamental importância
para o desenvolvimento do nosso trabalho. Estes fatos podem ser encontrados em alguns livros
de Análise Variacional, tais como, Hadjisavvas (2005), Mordukhovich (2006) e, Rockafellar e
Wets (1998).

Dada uma função f : Rn −→ R ∪ {+∞}, denotaremos por dom (f) = {x ∈ Rn : f(x) < +∞},
o dominio efetivo de f . Se dom (f) 6= ∅, a função é dita própria. Quando lim

‖x‖→+∞
f(x) = +∞,

f é dita coerciva. Denotaremos por argmin {f(x) : x ∈ Rn} o conjunto dos minimizadores da
função f e por inf f , o valor ótimo do problema min {f(x) : x ∈ Rn}. E por fim, a função
f é semicont́ınua inferior se para cada x ∈ Rn temos que toda sequência {xk}k∈N tal que

lim
k→+∞

xk = x implica que f(x) ≤ lim inf
k→+∞

f(xk).

O próximo resultado garante que o conjunto dos minimizadores de uma função, sob algumas
hipóteses, é não vazio.

Proposição 2.0.1 (Rockafellar e Wets (1998)-Teorema 1.9) Seja f : Rn −→ R∪ {+∞}
uma função semicont́ınua inferior, coerciva e própria. Então o valor inff é finito e o conjunto
argmin {f(x) : x ∈ Rn} é não vazio e compacto.

Definição 2.0.1 Seja D ⊂ Rn um conjunto e x̄ ∈ D. O cone normal no ponto x̄ em relação
ao conjunto D é dado por ND(x̄) = {d ∈ Rn : 〈 d , x− x̄〉 ≤ 0, ∀ x ∈ D}.

2.1 Otimização Multiobjetivo

Neste trabalho consideramos o espaço Euclideano Rm e o cone Rm+ = {y ∈ Rm : yi ≥ 0, ∀ i =
1, ...,m}, o qual define uma ordem parcial � em Rm. Para y, y′ ∈ Rm, y � y′ se e somente
se y′ − y ∈ Rm+ , isto significa que yi ≤ y′i para todo i = 1, 2, ...,m , com associada relação
de ordem estrita ≺ induzida pelo interior deste cone, Rm++ = {y ∈ Rm : yi > 0,∀ i = 1, ...,m},
dada por y ≺ y′, se e somente se y′ − y ∈ Rm++, isto significa que yi < y′i para todo
i = 1, 2, ...,m. Esta ordem parcial estabelece uma classe de problemas conhecida na literatura
como Otimização Multiobjetivo. A teoria sobre Otimização Multiobjetivo utilizada no decorrer
deste trabalho pode ser encontrada em (Miettinen (1999) ).

Considere o problema de otimização multiobjetivo irrestrito:

min {G(x) : x ∈ Rn} (2)

onde G : Rn −→ Rm, com G = (G1, G2, ..., Gm)T .
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Definição 2.1.1 (Miettinen (1999), Definição 2.2.1) Um ponto x∗ ∈ Rn é uma solução
Pareto para o problema (2), se não existe x ∈ Rn tal que Gi(x) ≤ Gi(x

∗), para todo i ∈
{1, ...,m} e Gj(x) < Gj(x

∗), para algum j ∈ {1, ...,m} .

Definição 2.1.2 (Miettinen (1999), Definição 2.5.1) Um ponto x∗ ∈ Rn é uma solução
Pareto fraca para o problema (2), se não existe x ∈ Rn tal que Gi(x) < Gi(x

∗), para todo
i ∈ {1, ...,m}.

Denotaremos por argmin{G(x) : x ∈ Rn} e por argminw {G(x) : x ∈ Rn} o conjunto das soluções
Pareto e Pareto fraca do problema (2), respectivamente.

No que segue, assumimos que a função G é continuamente diferenciável. Para x ∈ Rn, o
jacobiano de G em x, denotado por JG(x), é uma matriz de ordem m× n cujas entradas são
definidas por (JG(x))i,j = ∂Gi

∂xj
(x). Podemos representá-lo por,

JG (x) := (∇G1(x),∇G2(x), ...,∇Gm(x)), x ∈ Rn.

E a imagem do jacobiano de G em x denotaremos por,

Im (JG (x)) := {JG (x) v = (〈∇G1(x), v〉, 〈∇G2(x), v〉, ..., 〈∇Gm(x), v〉) : v ∈ Rn}.

Uma condição necessária, mas, em geral, não suficiente, de otimalidade de primeira ordem para
o problema (2) (ver, por exemplo, Luc (1989)), de um ponto x ∈ Rn, é

Im (JG (x)) ∩
(
−Rm++

)
= ∅. (3)

Ou, equivalentemente, ∀ v ∈ Rn, existe i0 = i0(v) ∈ {1, ...,m} tal que

〈∇Gi0(x), v〉 ≥ 0.

Observe que a condição (3) generaliza para otimização multiobjetivo, a clássica condição, ”gra-
diente igual a zero”, para o caso de valor real.

A partir da condição (3), temos a definição a seguir.

Definição 2.1.3 Um ponto x∗ ∈ Rn que satisfaz (3) é chamado um ponto Pareto cŕıtico.

Segue da definição anterior, que se um ponto x não é Pareto cŕıtico, então existe uma direção
v ∈ Rn satisfazendo

JG (x) v ∈
(
−Rm++

)
,

isto é, 〈∇Gi(x), v〉 < 0, ∀ i ∈ {1, ...,m}. Como G é continuamente diferenciável,

lim
t→0

Gi(x+ tv)−Gi(x)

t
= 〈∇Gi(x), v〉 < 0, ∀ i ∈ {1, ...,m}, ver Rockafellar e Wets (1998).

Isto implica dizer que, v é uma direção de descida, para a função Gi, isto é, ∃ t0 > 0, tal que

Gi(x+ tv) < Gi(x), ∀ t ∈ (0, t0],∀ i ∈ {1, ...,m}.

Portanto, v é uma direção de descida para G em x, (ver Fliege e Svaiter (2000), Fliege et al.
(2009), Graña Drummond e Svaiter (2005)), isto é, ∃ t0 > 0 tal que

G(x+ tv) ≺ G(x), ∀ t ∈ (0, t0].
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2.2 Escalarização

A escalarização é uma importante técnica na otimização multiobjetivo, pois permite transfor-
mar o problema de otimização multiobjetivo original em um problema de otimização escalar,
ou em uma famı́lia de problemas escalares, e dessa maneira podemos utilizar os resultados
existentes na literatura relacionados à otimização escalar.

Definição 2.2.1 (Luc (1989), Definição 2.1) Uma função f : Rn −→ R é dita uma repre-
sentação escalar estrita de uma função vetorial F : Rn −→ Rm quando dados x, x̄ ∈ Rn :

F (x) � F (x̄) =⇒ f(x) ≤ f(x̄) e F (x) ≺ F (x̄) =⇒ f(x) < f(x̄).

Além disso, dizemos que f é uma representação escalar fraca de F se

F (x) ≺ F (x̄) =⇒ f(x) < f(x̄).

É fácil observar que toda representação escalar estrita também é uma representação escalar
fraca. O seguinte resultado propõe uma forma de obter uma representação escalar estrita para
funções F : Rn −→ Rm.

Proposição 2.2.1 (Luc (1989)-Proposição 2.3) Considere a função f : Rn −→ R . Dize-
mos que f é uma representação escalar estrita de F se, e somente se, f é uma composição de
F com uma função estritamente crescente g : F (Rn) −→ R.

Exemplo 2.2.1 Seja a aplicação F : Rn −→ Rm. A função f : Rn −→ R, definida por
f(x) = 〈F (x), z〉, com z ∈ Rm+\ {0} e fixo, é uma representação escalar estrita de F .

Proposição 2.2.2 Seja f : Rn −→ R uma representação escalar fraca da aplicação F : Rn −→
Rm e argmin {f(x) : x ∈ Rn} o conjunto dos minimizadores de f . Então temos a inclusão:

argmin {f(x) : x ∈ Rn} ⊆ argminw{F (x) : x ∈ Rn}.

2.3 Teoria de Subdiferencial

A seguir vamos abordar algumas definições e resultados que versam sobre o cálculo subdiferen-
cial.

Definição 2.3.1 Seja f : Rn → R ∪ {+∞} uma função própria. Para cada x ∈ domf , o
conjunto dos subgradientes regulares, também chamado de subdiferencial de Fréchet, de f em
x, denotado por ∂̂f(x), é o conjunto dos vetores v ∈ Rn tal que

f(y) ≥ f(x) + 〈v, y − x〉+ o(‖y − x‖), onde lim
y→x

o(‖y−x‖)
‖y−x‖ = 0.

Se x /∈ domf , então ∂̂f(x) = ∅.

Definição 2.3.2 Seja f : Rn → R ∪ {+∞} uma função própria. O subdiferencial limite de f
em x ∈ Rn, denotado por ∂f(x), é definido por

∂f(x) :=
{
x∗ ∈ Rn : ∃xn → x, f(xn)→ f(x), x∗n ∈ ∂̂f(xn)→ x∗

}
.

Proposição 2.3.1 (Rockafellar e Wets (1998)-Teorema 8.6) Para uma função f : Rn →
R∪{+∞} e um ponto x̄ ∈ domf , os conjuntos ∂f(x̄) e ∂̂f(x̄) são fechados, com ∂̂f(x̄) convexo
e ∂̂f (x̄) ⊂ ∂f (x̄).
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Proposição 2.3.2 (Rockafellar e Wets (1998)-Teorema 10.1)
Se uma função própria f : Rn → R ∪ {∞} tem um mı́nimo local em x̄, então 0 ∈ ∂̂f (x̄) e
portanto 0 ∈ ∂f(x̄).

Observação 2.3.1 Seja C ⊂ Rn. Se f : C → R ∪ {+∞} possui um mı́nimo local em x̄ ∈ C,
então 0 ∈ ∂(f+δC)(x̄), onde δC é a função indicadora do conjunto C, definida como δC(x) = 0
se x ∈ C e δC(x) = +∞ caso contrário.

Proposição 2.3.3 As seguintes propriedades são verdadeiras:

(i) Se f é diferenciável em x̄ então ∂̂f(x̄) = {∇f(x̄)}, e portanto ∇f(x̄) ∈ ∂f(x̄);

(ii) Se f é continuamente diferenciável em uma vizinhança de x, então ∂̂f(x) = ∂f(x) =
{∇f(x)};

(iii) Se g = f+h com f finita em x̄ e h continuamente diferenciável em uma vizinhança
de x̄ então ∂̂g(x̄) = ∂̂f(x̄) +∇h(x̄) e ∂g(x̄) = ∂f(x̄) +∇h(x̄).

Prova: Ver Exerćıcio 8.8, pp 304, em Rockafellar e Wets (1998) .

2.4 Funções Quase-Convexas

Nesta seção apresentamos o conceito e a caracterização de funções quase-convexas, bem como
de suas subclasses, e em seguida definimos funções multiobjetivo quase-convexa. Esta teoria
pode ser encontrada em Bazaraa et al. (2006), Mangasarian (1969), e suas referências.

Definição 2.4.1 (Mangasarian (1969), Caṕıtulo 9, Definição 1) Uma função f : Rn −→
R é dita quase-convexa se, para todo x, y ∈ Rn,

f(λx+ (1− λ)y) ≤ max {f(x), f(y)} , ∀ λ ∈ [0, 1] (4)

Quando esta desigualdade é estrita, a função f é dita estritamente quase-convexa.

Uma função quase-convexa pode ser caracterizada pela convexidade dos seus conjuntos de
ńıvel. Este resultado é dado no teorema a seguir.

Teorema 2.4.1 Uma função f : Rn −→ R é quase-convexa se, e somente se,

Sα = {x ∈ Rn : f(x) ≤ α}

é convexo para cada número real α.

Prova: Ver Teorema 3.5.2 em Bazaraa et al. (2006).

Teorema 2.4.2 (Mangasarian (1969), Caṕıtulo 9, Teorema 4) Seja f : Rn −→ R uma
função diferenciável em Rn. Então f é quase-convexa se, e somente se, a seguinte afirmação
é satisfeita:

se f(x) ≤ f(y) então 〈∇f(y), x− y〉 ≤ 0.

A seguir definiremos quase-convexidade para funções multiobjetivo.

Definição 2.4.2 (Luc (1989), Corolário 6.6) Seja F = (F1, ..., Fm)T : Rn −→ Rm, então
F é Rm+ - quase-convexa se, e somente se, cada função componente de F , Fi : Rn −→ R, é
quase-convexa.
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Observação 2.4.1 (Huang e Yang (2004)) Considere o problema de otimização multiob-
jetivo

(P ) min {F (x) : x ∈ Rn},
onde F = (F1, ..., Fm)T : Rn −→ Rm. Ao substituirmos a aplicação F (x) = (F1(x), ...F2(x))
por eF (x) = (eF1(x), ..., eFm(x)), obtemos o seguinte problema de otimização multiobjetivo

(P
′
) min

{
(eF1(x), ..., eFm(x)) : x ∈ Rn

}
É fácil observar que os problemas (P ) e (P

′
) possuem o mesmo conjunto de soluções Pareto

fracas. Com esta observação, podemos supor sem perda de generalidade, que ∀ z̄ ∈ Rm+\ {0},
〈F (x), z̄〉 > 0, ∀ x ∈ Rn. Além disto, temos que a função eF (x) também é Rm+ - quase-convexa,
(ver Bazaraa (2006) Exerćıcio [3.56]), logo os problemas (P) e (P’) são quase-convexos..

3 Método Proximal Quase-convexo (MPQC)

Nesta seção estabelecemos um algoritmo de ponto proximal de valor escalar para encontrar
soluções Pareto fracas para o problema (1). Mostramos que a sequência gerada pelo algoritmo
está bem definida, e que esta sequência é Fejér convergente. Além disto, sob as hipóteses de
que a sequência dos parâmetros de regularização é limitada, obtemos convergência a pontos
Pareto cŕıticos, e quando esta sequência de parâmetros converge a zero, obtemos convergência
para soluções Pareto fracas.

Considere a função vetorial Fk : Rn −→ Rm definida por Fk(x) = F (x) + αk
2

∥∥x− xk
∥∥2 ek, onde

k ∈ N, αk > 0, {ek}k∈N ⊂ Rm++ e ‖ek‖ = 1. Tome qualquer zk ∈ Rm+\ {0} e defina a função

escalar ϕk : Rn −→ R por ϕk (x) = 〈Fk(x), zk〉 = 〈F (x), zk〉+ αk
2 〈ek, zk〉

∥∥x− xk∥∥2
. Visto que

zk ∈ Rm+\ {0}, ϕk é uma representação escalar estrita de Fk, e portanto, uma representação
escalar fraca de Fk.
Assim, o objetivo é encontrar soluções ótimas para o problema:

min ϕk(x)

x ∈ Ωk (5)

onde Ωk =
{
x ∈ Rn : F (x) � F (xk)

}
.

Pois, pela Proposição 2.2.2, temos a inclusão:

argmin {ϕk (x) : x ∈ Ωk} ⊆ argminw{Fk(x) : x ∈ Ωk}. (6)

3.1 O Método PQC

Este método gera uma sequência
{
xk
}
k∈N pela seguinte recursão:

1. Escolha x0 ∈ Rn

2. Dado xk, encontrar xk+1 tal que

xk+1 ∈ argmin

{
ϕk(x) = 〈F (x), zk〉+

αk
2
〈ek, zk〉

∥∥∥x− xk∥∥∥2
: x ∈ Ωk

}
onde αk > 0, {ek} ⊂ Rm++, ‖ek‖ = 1, {zk} ⊂ Rm+\ {0}, ‖zk‖ = 1 e Ωk =

{
x ∈ Rn : F (x) � F (xk)

}
.

A suposição (H1), a seguir, está relacionada com a função F e a iteração inicial x0. Esta
suposição é citada em vários trabalhos da literatura , os quais inclui Bonnel et al. (2005), Ceng
e Yao (2007) e, Villacorta e Oliveira (2011).

(H1) O conjunto
(
F (x0)− Rm+

)
∩F (Rn) é Rm+−completo, isto é, para toda sequência {ak} ⊂ Rn,

com a0 = x0, tal que F (ak+1) � F (ak) ∀ k ∈ N, ∃ a ∈ Rn tal que F (a) � F (ak), ∀ k ∈ N.

Observação 3.1.1 Como a aplicação F é cont́ınua e Rm+ -quase-convexa, então o conjunto
Ωk é fechado.
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3.2 Existência das Iterações

Proposição 3.2.1 (Existência das iterações)
Seja F : Rn −→ Rm uma função Rm+ -quase-convexa e continuamente diferenciável. Então,
para cada k ∈ N, o conjunto argmin{ϕk (x) : x ∈ Ωk} é não vazio.

Prova: Pela observação 2.4.1, podemos supor, sem perda de generalidade, que para cada z ∈
Rm+\ {0}, a função 〈F (.), z〉 é limitada inferiormente. Observe que a função norma, ‖.‖, é uma
função coerciva em Rn. Visto que 〈ek, zk〉 > 0 e Ωk é um conjunto fechado, ϕk (x) é coerciva em
Ωk. Sendo F continuamente diferenciável, ϕk (x) é também continuamente diferenciável. Pela
Proposição 2.0.1, conclúımos que o conjunto argmin {ϕk (x) : x ∈ Ωk} é não vazio e compacto,
e desta forma o mı́nimo é atingido. Portanto, existe xk+1 ∈ argmin {ϕk (x) : x ∈ Ωk}.

3.3 Fejér convergência

Definição 3.3.1 (Schott (1995), Definição 2.1) Uma sequência
{
yk
}
k∈N ⊂ Rn é dita Fejér

convergente em um conjunto U ⊆ Rn, com respeito à distância Euclidiana, se∥∥yk+1 − u
∥∥ ≤ ∥∥yk − u∥∥ , ∀ k ∈ N, ∀ u ∈ U .

Lema 3.3.1 Se {yk}k∈N é Fejér convergente em U 6= ∅, então:

(i)
{
yk
}
k∈N é limitada.

(ii) Se um ponto de acumulação, y, de
{
yk
}
k∈N, pertence a U então

lim
k→+∞

yk = y.

Prova: Ver Teorema 2.7 em Schott (1995).

Em seguida, para obter o nosso próximo resultado, precisamos definir o seguinte conjunto:

E =
{
x ∈ Rn : F (x) � F

(
xk
)
∀ k ∈ N

}
Como a sequência gerada pelo método PQC,

{
xk
}
k∈N, satisfaz, F (xk+1) � F (xk) ∀ k ∈ N,

pela hipótese (H1) temos que o conjunto E é não vazio.
O próximo resultado caracteriza em E, uma função vetorial quase-convexa e diferenciável.

Proposição 3.3.1 Seja F : Rn −→ Rm uma função Rm+ -quase-convexa, diferenciável e x ∈ E.
Então

〈
∇Fi(xk), x− xk

〉
≤ 0, ∀ k ∈ N e ∀ i ∈ {1, ...,m}.

Prova: Como F é Rm+ -quase-convexa, então cada função componente, Fi, i = 1, ...,m, é
quase-convexa. Então o resultado segue pela caracterização de funções escalares diferenciáveis
quase-convexa (cf. Mangasarian (1969)).

Proposição 3.3.2 (Fejér convergência) Seja
{
xk
}
k∈N uma sequência gerada pelo método PQC.

Então a sequência
{
xk
}
k∈N é Fejér convergente em E.

Prova:
Observe que, ∀ x ∈ Rn:∥∥xk − x∥∥2 =

∥∥xk − xk+1 + xk+1 − x
∥∥2 =

∥∥xk − xk+1
∥∥2 +

∥∥xk+1 − x
∥∥2 + 2

〈
xk − xk+1, xk+1 − x

〉
. (7)

Desde que xk+1 resolve o problema (5), segue que xk+1 satisfaz as condições de otimalidade
de primeira ordem, isto é

0 ∈ ∂ (ϕk + δΩk) (xk+1),
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onde δΩk denota a função indicadora do conjunto Ωk.
A função ϕk é continuamente diferenciável em Rn, logo, em uma vizinhança de xk+1. Além
disto, desde que Ωk é fechado, xk+1 ∈ Ωk, logo δΩk(xk+1) = 0, e portanto finita. Então pela
Proposição 2.3.3, item (iii), temos que, em uma vizinhança de xk+1

∂ (ϕk + δΩk) (xk+1) = ∂ϕk(x
k+1) + ∂δΩk(xk+1)

Por ϕk ser continuamente diferenciável, então pela Proposição 2.3.3, item (ii), ∂ϕk(x
k+1) =

∇ (〈F (.), zk〉) (xk+1) + αk 〈ek, zk〉
(
xk+1 − xk

)
. Pela observação 3.1.1, Ωk é convexo, segue que

∂δΩk(xk+1) = NΩk(xk+1), onde NΩk(xk+1) denota o cone normal no ponto xk+1, em relação ao
conjunto Ωk. Temos que

0 ∈ ∇ (〈F (.), zk〉) (xk+1) + αk 〈ek, zk〉
(
xk+1 − xk

)
+ NΩk(xk+1)

Assim, existe νk ∈ NΩk(xk+1) tal que:

0 =
m∑
i=1

∇Fi(xk+1)(zk)i + αk 〈ek, zk〉
(
xk+1 − xk

)
+ νk (8)

Desde que βk = αk 〈ek, zk〉 > 0, ∀ k ∈ N, de (8) temos,

xk − xk+1 =
1

βk

m∑
i=1

∇Fi(xk+1)(zk)i +
1

βk
νk (9)

Agora escolha x∗ ∈ E. Pela definição de E, x∗ ∈ Ωk para todo k ∈ N. Combinando (7), com
x = x∗, e (9), obtemos:

∥∥xk − x∗∥∥2 =
∥∥xk − xk+1

∥∥2 +
∥∥xk+1 − x∗

∥∥2 +
2

βk

〈
m∑
i=1

∇Fi(xk+1)(zk)i + νk , x
k+1 − x∗

〉
≥

∥∥xk − xk+1
∥∥2 +

∥∥xk+1 − x∗
∥∥2 (10)

A última desigualdade segue pela Definição 2.0.1 e Proposição 3.3.1. Portanto, a sequência{
xk
}
k∈N é Fejér convergente em E, e pelo Lema 3.3.1,

{
xk
}
k∈N é limitada.

Pelo fato da sequência
{
xk
}
k∈N ser Fejér convergente em E, então a sequência

{∥∥xk − x∥∥}
k∈N

é não crescente de termos não negativos, e portanto convergente. Assim, da desigualdade em
(10) demonstramos a proposição a seguir.

Proposição 3.3.3 Seja
{
xk
}
k∈N uma sequência gerada pelo método PQC, então

lim
k→+∞

∥∥xk+1 − xk
∥∥ = 0.

Proposição 3.3.4 Todo ponto de acumulação da sequência
{
xk
}
k∈N, gerada pelo método

PQC, pertence ao conjunto E.

Prova: Seja
{
xjk
}
k∈N uma subsequência de

{
xk
}
k∈N tal que lim

k→+∞
xjk = x̂. Sendo F

cont́ınua, então a função 〈F (.), z〉 é cont́ınua para todo z ∈ Rm, em particular, para todo
z ∈ Rm+\ {0} , e lim

k→+∞

〈
F (xjk), z

〉
= 〈F (x̂), z〉. Por outro lado, como xk+1 ∈ Ωk, temos que

F (xk+1) � F (xk) e desde que z ∈ Rm+\ {0}, temos que
〈
F (xk+1), z

〉
≤
〈
F (xk), z

〉
. Além

disto, pela Observação 2.4.1, podemos supor, que a função 〈F (.), z〉 é limitada inferiormente,
para cada z ∈ Rm+\ {0}. Logo a sequência,

{〈
F (xk), z

〉}
k∈N é não crescente e limitada infe-

riormente, e portanto convergente, então lim
k→+∞

〈
F (xk), z

〉
= 〈F (x̂), z〉 = infk∈N

{〈
F (xk), z

〉}
≤〈

F (xk), z
〉
. Logo,

〈
F (xk)− F (x̂), z

〉
≥ 0,∀ k ∈ N,∀ z ∈ Rm+\ {0}. Desta última desigualdade,

observa-se que F (xk) − F (x̂) ∈ Rm+ , isto é, F (x̂) � F (xk), ∀ k ∈ N. Pois caso contrário,
se F (xk) − F (x̂) /∈ Rm+ , então ∃ r ∈ {1, ...,m} tal que Fr(x

k) − Fr(x̂) < 0, e ao considerarmos
z = (0, 0, ..., 1, 0, ..., 0) ∈ Rm+\ {0}, onde a componente igual a 1 encontra-se na r−ésima posição,
então

〈
F (xk)− F (x̂), z

〉
= Fr(x

k)− Fr(x̂) < 0, o que nos leva a uma contradição.
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4 Análise de convergência

Nesta seção mostramos dois importantes resultados sobre a convergência da sequência. Para o
primeiro resultado de convergência, supomos que a sequência dos parâmetros de regularização,
{αk}k∈N, satisfaz a seguinte hipótese: (H2) 0 < αk < α̃, para algum α̃ > 0 e ∀ k ∈ N.

Teorema 4.0.1 (Convergência para Pareto cŕıtico) Seja F : Rn −→ Rm uma função Rm+ -
quase-convexa e continuamente diferenciável. Se a sequência dos parâmetros,{αk}k∈N, satisfaz
a hipótese (H2), então a sequência

{
xk
}
k∈N, gerada pelo método PQC, converge para um ponto

Pareto cŕıtico do problema multiobjetivo (1).

Prova: Considere
{
xk
}
k∈N uma sequência gerada pelo método PQC. Visto que esta sequência

é Fejér convergente em E, então pela Proposição 3.3.4 e Lema 3.3.1, conclúımos que a sequência
toda converge. Assim, considere x̂ ∈ E tal que lim

k→+∞
xk = x̂. Desde que xk+1 resolve o

problema (5), segue que xk+1 satisfaz as condições de otimalidade de primeira ordem, e portanto
existe νk ∈ NΩk(xk+1) tal que

0 =
m∑
i=1

∇Fi(xk+1)(zk)i + αk 〈ek, zk〉
(
xk+1 − xk

)
+ νk (11)

onde NΩk(xk+1) é o cone normal no ponto xk+1 em relação ao conjunto Ωk. Visto que
νk ∈ NΩk(xk+1) então 〈

νk , x− xk+1
〉
≤ 0, ∀ x ∈ Ωk (12)

Tome x̄ ∈ E. Por definição E ⊂ Ωk, ∀ k ∈ N, logo x̄ ∈ Ωk ,∀ k ∈ N. Combinando (12) com
x = x̄ e (11), temos que:〈

m∑
i=1

∇Fi(xk+1)(zk)i, x̄− xk+1

〉
+ αk 〈ek, zk〉

〈
xk+1 − xk, x̄− xk+1

〉
≥ 0

Pela Proposição 3.3.3, lim
k→+∞

∥∥xk+1 − xk
∥∥ = 0. As sequências

{
xk
}
k∈N, {ek}k∈N e {zk}k∈N

são limitadas. E a sequência {αk}k∈N satisfaz a hipótese (H3). Utilizando a desigualdade de

Cauchy Schwartz, obtemos:
∣∣αk 〈ek, zk〉 〈xk+1 − xk, x̄− xk+1

〉∣∣ → 0 quando k → +∞. Visto

que a sequência
{
zk
}
k∈N é limitada, então ∃

{
zkj
}
j∈N tal que lim

j→+∞
zkj = z̄, com z̄ ∈ Rm+\ {0},

e por F ser continuamente diferenciável, da desigualdade em (13), para qualquer x̄ ∈ E,
obtemos : 〈

m∑
i=1

∇Fi(x̂)z̄i , x̄− x̂

〉
≥ 0⇒

m∑
i=1

〈∇Fi(x̂)z̄i , x̄− x̂〉 ≥ 0 (13)

Sem perda de generalidade, considere o conjunto J = {i ∈ I : z̄i > 0}, onde I = {1, ...,m}.
Portanto, de (13), existe i0 ∈ J tal que

〈∇Fi0(x̂) , x̄− x̂〉 ≥ 0, ∀ x̄ ∈ E. (14)

Mostraremos agora que x̂ é ponto Pareto cŕıtico em Rn.
Suponha por contradição que x̂ não é um ponto Pareto cŕıtico em Rn, então existe uma direção
v ∈ Rn tal que : JF (x̂)v ∈ −Rm++, isto é,

〈∇Fi(x̂), v〉 < 0,∀ i ∈ {1, ...,m} (15)

Logo v é uma direção de descida para a função multiobjetivo F , e portanto, ∃ ε > 0 tal que

F (x+ λv) ≺ F (x), ∀ λ ∈ (0, ε]. (16)

Como x̂ ∈ E, então por (16) conclúımos que x̂ + λv ∈ E. Assim, de (14) com x̄ = x̂ + λv,
obtemos: 〈∇Fi0(x̂) , x̂+ λv − x̂〉 = 〈∇Fi0(x̂) , λv〉 = λ 〈∇Fi0(x̂) , v〉 ≥ 0.
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Como λ > 0 , conclúımos que 〈∇Fi0(x̂) , v〉 ≥ 0, contradizendo (15). Logo x̂ é ponto Pareto
cŕıtico para o Problema (1).

Para o segundo resultado de convergência, supomos que a sequência dos parâmetros de
regularização, {αk}k∈N, satisfaz a seguinte hipótese: (H3) lim

k→+∞
αk = 0.

Teorema 4.0.2 (Convergência para Pareto Fraca) Se a sequência dos parâmetros,{αk}k∈N,
satisfaz a hipótese (H3), então a sequência

{
xk
}
k∈N, gerada pelo método PQC, converge para

uma solução Pareto fraca do problema multiobjetivo (1).

Prova: Seja xk+1 ∈ argmin {ϕk (x) : x ∈ Ωk} , k ∈ N, isto implica que ∀ x ∈ Ωk, ϕk
(
xk+1

)
≤

ϕk (x), ou seja〈
F (xk+1), zk

〉
+
αk
2
〈ek, zk〉

∥∥xk+1 − xk
∥∥2 ≤ 〈F (x), zk〉+

αk
2
〈ek, zk〉

∥∥x− xk∥∥2 . (17)

Visto que a sequência
{
xk
}
k∈N é Fejér convergente em E, então pela Proposição 3.3.4 e

Lema 3.3.1, conclúımos que a sequência toda converge. Assim, considere x∗ ∈ E tal que
lim

k→+∞
xk = x∗. Além disto, considere uma sequência {zk} ⊂ Rm+\ {0} com ‖zk‖ = 1. Como {zk}

é limitada, então existe uma subsequência,
{
zkl
}
l∈N tal que lim

l→+∞
zkl = z̄, com z̄ ∈ Rm+\ {0}.

Dáı, a desigualdade em (17), ∀ x ∈ E torna-se:〈
F (xkl+1), zkl

〉
+
αkl
2
〈ekl , zkl〉

∥∥xkl+1 − xkl
∥∥2 ≤ 〈F (x), zkl〉+

αkl
2
〈ekl , zkl〉

∥∥x− xkl∥∥2 . (18)

Pela Proposição 3.3.3, lim
l→+∞

∥∥xkl+1 − xkl
∥∥ = 0. Como

{
xk
}
l∈N é convergente, existe uma

constante M tal que
∥∥x− xkl∥∥ ≤ M . Pelo fato das sequências {ek}k∈N e {zk}k∈N serem

limitadas, e a sequência {αk}k∈N satisfazer a hipótese (H3), utilizando a desigualdade de

Cauchy-Schwartz, conclúımos que |αkl

2 〈ekl , zkl〉
∥∥xkl+1 − xkl

∥∥2 | → 0 e |αkl

2 〈ekl , zkl〉
∥∥x− xkl∥∥2 | → 0

quando l→ +∞. Portanto, pela continuidade da F , de (18), obtemos que

〈F (x∗), z〉 ≤ 〈F (x), z〉 ,∀ x ∈ E (19)

Logo x∗ ∈ argmin {〈F (x), z〉 : x ∈ E}. Como 〈F (.), z〉 é uma representação escalar estrita
da F , e portanto uma representação escalar fraca, então pela Proposição 2.2.2 temos que
x∗ ∈ argminw {F (x) : x ∈ E}.

Provaremos a seguir que x∗ ∈ argminw {F (x) : x ∈ Rn}. Suponha por contradição que x∗ /∈
argminw {F (x) : x ∈ Rn}, então ∃ x̃ ∈ Rn tal que

F (x̃) ≺ F (x∗) (20)

Logo, para z̄ ∈ Rm+\ {0}, segue-se

〈F (x̃), z̄〉 < 〈F (x∗), z̄〉 (21)

Por outro lado, pela Proposição 3.3.4, temos que x∗ ∈ E, logo de (20) temos que F (x̃) ≺
F (xk) ∀ k ∈ N, isto é, x̃ ∈ E. Logo de (19) e (21) chegamos a uma contradição.

5 Considerações finais

Neste trabalho, apresentamos um método de ponto proximal de valor escalar, com regularização
quadrática, para funções multiobjetivo quase-convexa e continuamente diferenciáeis. A boa
definição do método foi provada, e garantimos que a sequência gerada é Fejér convergente.
Sob a hipótese de que os parâmetros de regularização são limitados, mostramos a convergência
para um ponto Pareto cŕıtico, e considerando estes parâmetros tendendo a zero, mostramos
convergência para uma solução Pareto fraca.
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