‘ Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional 16 a 19
A Pesquisa Operacional na busca de eficiéncia nos Setembro de 2013
SBPO servicos pUblicos e/ou privados Natal/RN

SOBRE A CONECTIVIDADE ALGEBRICA EM UMA SUBCLASSE DAS
ARVORES DE TIPO II

Claudia M. Justel
Stanley Rodrigues
Thiago de Paula Vasconcelos
Instituto Militar de Engenharia - IME
Praca General Tiburcio, 80 - Praia Vermelha - RJ
cjustel@ime.eb.br, sstanleyy@gmail.com,
thiagodpvasconcelos@hotmail.com

RESUMO

Neste trabalho € realizado um estudo da conectividade algébrica numa subclasse das
arvores de Tipo II. Em 1975, Fiedler classificou as drvores em dois tipos, a partir dos autoveto-
res associados com a conectividade algébrica, o segundo menor autovalor da matriz laplaciana da
arvore. Propomos a defini¢cdo de uma subclasse das arvores de Tipo II, as arvores de Tipo II simé-
tricas. Serdo analisadas algumas propriedades e realizado um estudo experimental em drvores desta
subclasse com nimero limitado de vértices.
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ABSTRACT

In this work are considered a subclass of the trees of Type 11, defined by Fiedler in 1975.
Any tree T' can be classified in two Types (I or II), according some properties of the eigenvectors
associated to the algebraic connectivity of T, the second smallest eigenvalue of the Laplacian matrix
of T . We define the symetric trees of Type II, a subclass of the trees of Type II. Some properties of
this subclass are presented and some experimental results about the algebraic connectivity of them
are included.
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1. Introducio

A conectividade algébrica de um grafo G, a(G) é um parAmetro espectral que traz in-
formacao sobre a conex@o que existe nele [ABREU, 2007] e € igual ao segundo menor autovalor
da matriz laplaciana L(G). Além de ser um invariante que determina uma caracteristica global de
um grafo, o valor da conectividade algébrica € mais preciso do que as medidas de conectividade de
vértices e de arestas, o que é um importante motivador de trabalhos que a investigam. Neste traba-
lho estamos interessados em analisar o que acontece quando um vértice de grau um € acrescentado
num tipo de grafo particular, uma arvore. Existem trabalhos na literatura que analisam o valor que
possui a conectividade algébrica de um grafo e o comparam com o valor da conectividade algébrica
do grafo apés a insercdo de um vértice de grau um.

Em [GRONE & MERRIS, 1987] € apresentado um primeiro estudo sobre arvores que

quando adicionado um vértice de grau um em uma situagdo muito particular, ndo altera o valor da
conectividade algébrica. Recentemente, em (LEE, 2012), é analisada uma subfamilia de drvores e
o seu comportamento quando € adicionado um vértice de grau um. Em [ALBUQUERQUE, 2012]
sdo analisados grafos em geral para os quais a conectividade algébrica ndo muda antes e depois de
inserir um dnico vértice de grau um (a(G) — a(G — v) = 0).
Neste trabalho estudaremos uma subclasse das arvores definidas por Fiedler como arvores de Tipo
II. Em 1975 Fiedler classificou as drvores em dois Tipos: I e II. Essa classificagdo é baseada nos
componentes de qualquer vetor associado com a conectividade algébrica da drvore. Existem fami-
lias de drvores de Tipo I (classe complementar das drvores de Tipo II) para as quais acrescentar um
vértice de grau um néo altera o valor da conectividade algébrica (a(T+v)—a(T) = 0) [LEE, 2012].
Consideramos aqui todas as drvores de Tipo II com nimero de vértices limitado entre 4 e 10, e de-
terminamos via experimentos, um subconjunto dessas arvores as quais nao permitem adicao de
vértice de grau um sem alterar o valor da conectividade algébrica. Esse subconjunto é formado por
arvores de Tipo II simétricas com nimero de vértices limitado. Propomos entdo a identificacdo de
uma familia de 4rvores de Tipo II, as drvores de Tipo II simétricas e concluimos o trabalho com
algumas perguntas ao respeito dessas drvores. As proximas se¢des estdo organizadas da maneira
seguinte. Na Secdo 2 sdo apresentados conceitos basicos para o desenvolvimento do trabalho. A
Secdo 3 introduz os conceitos de arvores de Tipo I e II. Na Secdo 4 sdo estabelecidos os resultados
que permitem calcular o valor da conectividade algébrica das arvores de Tipo II utilizando matrizes
associadas a matriz laplaciana da drvore. A definicdo de drvore de Tipo II simétrica € introduzida
na Seco 5, assim como algumas propriedades das mesmas. E a Sec@o 6 descreve os experimentos
realizados ao introduzir um Unico vértice de grau um numa drvore de Tipo II simétrica ao respeito
da alteracdo da conectividade algébrica. Finalmente, sdo apresentadas as conclusdes do trabalho e
a bibliografia.

2. Conceitos basicos

Seja G = (V, E') um grafo simples e ndo direcionado de ordem n. A matriz laplaciana
do grafo G é definida por L(G) = D(G) — A(G), onde A(G) é a matriz de adjacéncia, e D(G)
€ a matriz diagonal dos graus dos vértices. Considerando que, para n > 2, denotamos por 0 =
Al < A2 =a(G) < A3 < ... < )\, os autovalores de L(G). Define-se conectividade algébrica
como o segundo menor autovalor da matriz L(G), a(G) = A2(G). Para todo autovalor A de matriz
L(G) existe vetor x # 0, chamado autovetor associado a A, tal que L(G)x = Azx. A matriz L(G)
€ simétrica, portanto existem n autovalores correspondentes (considerando repeticdo dos mesmos).
Além disso, existe uma base ortogonal do espago " formado por autovetores da matriz L(G). Os
autovetores associados com a(G) sdo denominados vetores de Fiedler. Denotemos por £(G) o
conjunto dos autovetores de L(G) correspondentes a a(G). Em 1975, Fiedler [FIEDLER, 1975]
provou que se G é conexo, entdo a(G) > 0. Sejaw = (wy,ws, - ,w,) um autovetor em &(G).
Como o vetor com todos os componentes iguais a um denotado e é autovetor de L(G) associado
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ao autovalor \; = 0, entdo qualquer vetor w € £(G) deve ser ortogonal ao vetor e. Logo temos
efw = " ,w; = 0. Define-se a fungdo f : V — R tal que f(v;) = w;,1 < i < n. Os
componentes de um vetor de Fiedler w € £(G) sdo chamados de valores caracteristicos de G.
O valor de Perron de uma matriz M de dimensdo n X n € o maior autovalor desta matriz, e sera
denotado por p(M ). Denotamos por J uma matriz de dimens@o n x n cujos componentes sdo todos
iguais a 1.

3. Classificacao de arvores: Tipo I e II

Uma arvore é um grafo aciclico e conexo. Uma folha (também denominada vértice
pendente) € um vértice de grau um. Uma propriedade importante das drvores com pelo menos dois
vértices é que contém pelo menos duas uma folha. A excentricidade de um vértice num grafo é
igual ao valor da maior distancia desde esse vértice até qualquer outro vértice do grafo. O centro
de um grafo G, denotado por Centro(G) é o conjunto de vértices de excentricidade minima. Toda
arvore com pelo menos 3 vértices possui centro de cardinalidade igual a 1 ou 2. Estes e outros
conceitos em grafos podem ser achados em [SZWARCFITER, 1986].

Restringindo nossa atencdo as arvores, devemos introduzir dois conceitos extraidos de
[FIEDLER, 1975] e [GRONE & MERRIS, 1987].

Teorema 3.1 [Teorema 3.14 [FIEDLER, 1975]] Seja T' uma drvore e f(v;) = y;, com1 < i <mn,
seus valores caracteristicos. Entdo, dois casos podem ocorrer:

Caso 1. Todos os valores de w; sdo diferentes de zero. Entdo T contém exatamente uma aresta (p, q)
tal que w, > 0 e wy < 0. Os valores caracteristicos dos vértices ao longo de qualquer
caminho em T’ que inicie em p e que ndo contenha q serdo crescentes, o valores caracte-
risticos dos vértices ao longo de qualquer caminho que inicie em q e ndo contenha p serdo
decrescentes. Os vértices p e q sdo chamados vértices caracteristicos.

Caso II. O conjunto Ny = {i € N|w; = 0} € ndo vazio. Entdo o grafo Ty induzido por Nog em T é
conexo e hd exatamente um vértice j € Ng possuindo ao menos um vizinho que ndo pertence
a Ny. Os valores caracteristicos ao longo de qualquer caminho em 'I" partindo de j podem
crescer, decrescer ou ndo variar. O vértice j é chamado de vértice caracteristico.

Se supomos que 7' = (V, E') ¢ uma arvore e f € £(T). Um vértice v € V € um vértice
caracteristico de 7" se v = j na parte II do Teorema 3.1, ou v € {p, ¢} dado na parte I do Teorema
3.1.

Em [GRONE & MERRIS, 1987] foi utilizada a classificagdo dos vértices caracteristicos
de uma arvore, para denominar dois tipos de arvores especificos. Essa definicdo € apresentada a
seguir.

Definicao 3.2 [Definicdo 1 [GRONE & MERRIS, 1987]] Seja T uma drvore. Denotamos por F(T')
o conjunto de vértices caracteristicos de T. Se |F(T)| = 1, entdo T é uma arvore de Tipo 1. Por
outro lado, se |F(T)| = 2 entdo T é uma arvore de Tipo IL.

No apéndice do livro de [CVETKOVIC et al., 1980] s@o exibidas 200 arvores com nimero
de vértices 2 < n < 10. Observamos que existem 44 das 200 drvores ndo isomorfas com nimero
de vértices 2 < n < 10 que sdo de Tipo L. Dessas 44 arvores de Tipo I, existem uma tnica arvore
com n = 3, uma unica arvore com n = 4, duas arvores com n = 5, duas arvores com n = 6, seis
arvores com n = 7, cinco arvores com n = 8, 12 4rvores com n = 9 e quinze arvores com n = 10.
As restantes 156 drvores com 2 < n < 10 sdo de Tipo I
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4. Conectividade algébrica das arvores de Tipo II

O artigo [KIRKLAND et al., 1996] traz um estudo bem detalhado das drvores de Tipo I
e II, e associa a conectividade algébrica de arvores com o valor de Perron de uma matriz obtida a
partir da matriz laplaciana.

Dada uma arvore T' e um vértice v de 7', um ramo de 7" em v € qualquer um dos compo-
nentes conexos de 1" — v.

Proposicao 4.1 [Proposicdo 1 [KIRKLAND et al., 1996]] Seja T uma drvore, e L, a submatriz
principal da matriz laplaciana L(T), obtida eliminando a linha e a coluna correspondente ao
vértice v. A entrada (L, %), 4 é igual ao niimero de arestas de T que estdo em ambos os caminhos,
do vértice p até o v, como do vértice q até o vértice v.

Como em qualquer arvore existe um tUnico caminho entre qualquer par de vértices, o
elemento (L, '),, > 0 é estritamente positivo se e somente se os vértices p e ¢ pertencem ao
mesmo ramo de 7" em k. Portanto, existe uma permutagio das linhas e colunas da matriz L, ! que
¢ uma matriz diagonal por blocos, com nimero de blocos igual ao grau do vértice v, e cada bloco
¢ uma matriz positiva que corresponde a um tnico ramo de 7' em v. Denotaremos a cada bloco
diagonal por matriz bottleneck do ramo de 7" em v. Como o raio espectral de uma matriz positiva
é um autovalor da mesma, o raio espectral de L; !, denotado por p(L; '), é igual ao valor do maior

autovalor de algum das matrizes bottleneck dos ramos de 7" no vértice v.

Teorema 4.2 [Teorema I, [KIRKLAND et al., 1996]]: Seja T uma drvore com n vértices, e com
pesos nas arestas, cuja matriz Laplaciana é denotada por L(T). Supor que i e j sdo dois vértices
adjacentes em T'. Entdo T é drvore de Tipo Il com vértices caracteristicos i e j Se, e somente se a
seguinte condicdo for verificada:

Existe 0 <y < 1tal que p(My —~(3)J) = p(Ma— (1—~)(§)J), onde 6 é o peso da aresta (i, j),
M, é a matriz bottleneck para o ramo em j contendo i e My é a matriz bottleneck para o ramo em
1 contendo j.

Além disso, caso essa condigdo seja satisfeita, a conectividade algébrica da drvore T, a(T), veri-

fiea oy = p(My = (5)J) = p(Ma — (1 = 7)(5)]).

No caso do nosso trabalho com arvores sem pesos nas arestas, §# = 1. Na prova deste
dltimo Teorema € descrito o valor do pardmetro -y em funcdo de dois componentes de um vetor de
Fiedler associado com a conectividade algébrica da arvore.

5. Arvore de Tipo II simétrica: Definiciio e Propriedades

Dentre as arvores de Tipo II, podemos destacar um subconjunto de arvores que possuim
simetria ao respeito da aresta formada pelos vértices caracteristicos. A seguir introduzimos a defi-
nicdo de arvore de Tipo II simétrica.

Definicao 5.1 Seja T uma drvore de Tipo 1l e p, q os vértices caracteristicos em T'. Sejam B,
o ramo de T em p que contém q e Ba o ramo de T em q que contém p. Se By e By sdo grafos
isomorfos, entdo T é uma arvore de Tipo II simétrica.

A drvore 2.38 da Tabela 2 do Apéndice do livro de [CVETKOVIC et al., 1980] verifica a
defini¢do de arvore de Tipo II simétrica. A Figura 1 mostra essa arvore, denotada por 75 3g cujos
vértices caracteristicos sdo p = 4 e ¢ = 5. Outros exemplos de drvores de Tipo II simétricas sdo:
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Figura 1: Tb 35 Arvore de Tipo II simétrica

e Os caminhos P, com n par.

e As drvores de didmetro 3, T'(k, k, 3), n = 2k + 2 definidas em [GRONE & MERRIS, 1990]
e [FALLAT & KIRKLAND 1998].

d—1

e Os caterpillars de didmetro d impar C(p), p € Z9 Y, pj = pg—; > 1,j = 1,2,..., &

definidos em [ROJO et al, 2010].
Proposicio 5.2 Se T = (V(T), E(T')) uma drvore de Tipo II simétrica, entdo |V (T')| é par.

Prova: Pela definicdo de arvore de Tipo II simétrica, com vértices caracteristicos p, ¢ onde By é
o ramo de 7" em p que contém g e Bs € o ramo de T' em ¢ que contém p, podemos concluir que
T—p=DBUBy—p(ouT —q= By —qU By). Logo |V(T)| = |Bi1| + |Bz2|. Além disso,
como w é vetor de Fiedler, deve ser ortogonal ao vetor e e portanto » .. ; w; = 0. Assim temos
que Y iy Wi = Y ey (py) Wi+ Diev(py) Wi = 0 € a Proposigdo 5.2 € verdadeira. O

Proposicao 5.3 Se T uma drvore de Tipo 1l simétrica com pelo menos 4 vértices e p, q os vértices
caracteristicos, entdo Centro(T) = {p, q}.

Prova: Por induggo no nimero de vértices da drvore T'. A proposicao é vdlidase n = |V (T')| = 4.
Supor que a proposi¢do vale para drvores com nimero de vértices menor ou igual que n, e n > 3.
Seja T' uma érvore de Tipo II simétrica com n + 1 vértices. Seja Folhas(T) o conjunto de to-
das as folhas em 7. Sabemos que |Folhas(T)| > 2. Sejam p,q os vértices caracteristicos de
T. E sejam Bj, Bs os ramos de T' em p contendo ¢, e de T' em ¢ contendo p, respectivamente.
Como 71" € uma arvore de Tipo II simétrica temos que B; e Bs sdo isomorfos. Ao eliminar to-
das as folhas de 7' em cada um dos ramos, teremos Bj e Bj. A édrvore T — Folhas(T) possui
n' = n — |Folhas(T)| < n — 1 vértices. Além disso, T' — Folhas(T') é uma drvore de Tipo II
simétrica com vértices caracteristicos p e ¢, pois B] e B} sdo os ramos de T' — Folhas(T') em p
contendo ¢, e de T'— Folhas(T') em ¢ contendo p, respectivamente. Logo vale a hipétese indutiva,
ou seja Centro(T — Folhas(T')) = {p, q}. Como Centro(T — Folhas(T')) = Centro(T), po-
demos concluir que a Proposicao 5.3 € valida. O

Proposicao 5.4 Seja T uma drvore de Tipo Il simétrica para a qual w é um vetor de Fiedler, p e q
sdo os vértices caracteristicos da drvore, By é o ramo de ' em p que contém q e Ba o ramo de T

em q que contém p. Entdo Zz‘eV(Bl) w; = — ZiGV(BQ) w;.

A prova da Proposicdo 5.4 ¢ imediata da defini¢do de drvore de Tipo II simétrica. Ilustra-
mos o resultado da Proposicdo 5.4 com a arvore 75 35. Como
w = (0,42674;0,42674; 0, 34720; 0, 12340; —0, 12340, —0, 34720; —0, 42674; —0, 42674), temos
ZieV(Bl) w; = 0,42674 + 0,42674 + 0,34720 = — ZieV(BQ) w; = —0,34720 — 0,42674 —
0,42674.
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Proposicao 5.5 Seja T uma drvore de Tipo Il simétrica para a qual w é um vetor de Fiedler, p e
q sdo os vértices caracteristicos da drvore, M1 e Mo sdo a matriz bottleneck do ramo de T em p
contendo q e a matriz bottleneck do ramo de T' em q contendo p, respectivamente. Seja w = [_T?]

apos uma reordenagdo dos vértices da drvore segundo os ramos By e Ba. Se « igual a primeira

entrada do vetor vy e 3 € igual a tltima entrada do vetor —vy. Entdo v = ﬁ = %

A prova da Proposi¢do 5.5 € imediata da definicdo de arvore de Tipo II simétrica. Ilustra-
mos o resultado da Proposi¢do 5.5 com a arvore 75 33 cuja laplaciana é dada por:

1 0o -1 00 O O O

0O 1 -1 0l0 0 0 O
-1 -1 3 —-1/0 0 0 O
0 0 -1 2|-1 0 0 o0
L) == 0 —il2 —1 0 0
0O 0 0 0/|-1 3 -1 —1
O 0 0 0|0 -1 1 o0
O 0 0 0|0 -1 0 1

Neste caso temos a(7%.33) = 0, 18639 e o vetor de Fiedler
w = (0,42674;0,42674;0,34720;0,12340; —0, 12340, —0, 34720; —0, 42674; —0, 42674). Por-
tanto, os vértices p = 4 e ¢ = 5 sdo vértices caracteristicos de 15 33 € 15 33 € uma arvore de Tipo II.
2 1 2 2

As matrizes bottleneck correspondentes para cada um dos dois ramos sdo M; = ; 1 é ;
21 2 3

1 1 11
1 2 2 2 _
e My = 1 23 92" Reordenando os componentes do vetor de Fiedler w segundo os a
1 2 2 3
0,42674
i ; 0,42674
a S —u L ) _
numeracdo dos vértices dada na Figura 1, temos [ - }, onde —v; 0. 34720 e Vo
0,12340
0,12340
0,34720 . o -
0.42674 | - Seja a = 0, 12340 a primeira entrada do vetor v, 5 = 0, 12340 a ultima entrada
0,42674

do vetor vy e vy = o%/i =0, 5. Entdo:
p(Mi —yeel) = p(Ma — (1 —7)ee”)
p(M; —0,5eel) = p(My — (1 —0,5)eel)
5,36499 = 5,36499.

Como temos ﬁ = p(M;y —~eel"), podemos concluir que a(T) = 0, 18639. Logo, T5.38
verifica a Propriedade 4. Observamos que o comportamento de —v; e v2 € semelhante para todas

as arvores de Tipo II simétricas, obtendo v = %

A partir das defini¢cdes e propriedades anteriores propomos a seguinte pergunta: “A reci-
proca da Proposicao 2 é verdadeira?”’
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Ou seja, € verdade que toda drvore de Tipo IT com vetor de Fiedler w tal que ) .y, (B) Wi =
— ZZEV( By) Wi € uma 4rvore de Tipo II simétrica?

A arvore de Tipo II mostrada na Figura 2 com n = 20 vértices possui vértices caracteris-
ticos p e g. Os ramos B; e Bs ndo sdo isomorfos (os componentes do vetor de Fiedler w coloridos
em azul e vermelho mostram os vértices em cada ramo). Os valores ;v (p,) wi = —2,06995 e
-> B, Wi = 2,06998 coincidem at¢ a quarta casa decimal.

0,21674

-0,2909 0,21674
-0,2909 -0,27902 -0,4337 0,04331 0,12821 0,21674
—0,2909% ® ® Py ® P ® 0,21674
-0,2909 0,21674
02909 -0,20791 —0.12827 p q 0,20783 021674
T 0,21674

0,21674

Figura 2: T’ Arvore de Tipo II ndo simétrica

A arvore da Figura 2 nos induz a pensar que pode existir uma arvore de Tipo II ndo simé-
trica para a qual Zz’e\/( By Wi = — B, Wi - Propomos entdo a seguinte defini¢do, para enunciar
uma conjectura.

Definicio 5.6 Seja T uma drvore de Tipo I, w um vetor de Fiedler e p e q os vértices caracteris-
ticos em T. Sejam By o ramo de T em p que contém q e By 0 ramo de T em q que contém p. Se
Diev(By) Wi = = Xiev(B,) Wi» entdo T' é uma drvore de Tipo II algebricamente simétrica.

Conjectura 1 As definicoes 5.1 e 5.6 ndo sdo equivalentes.

6. Experimentos com arvores de Tipo II simétricas com até 10 vértices

A Tabela 1 a seguir, contem todas as drvores de Tipo II simétricas com nimero de vértices
entre 4 ¢ 10, com os respectivos valores de conectividade algébrica e Tipo. A notag¢do para cada
arvore foi definida segundo a Tabela 2 do Apéndice do livro de [CVETKOVIC et al., 1980].

Para investigar o que acontece com o valor da conectividade algébrica quando um vértice
de grau um € inserido numa 4rvore de Tipo II simétrica, realizamos o experimento a seguir. Consi-
deramos todas as drvores da Tabela 1 e inserimos um vértice de grau um em cada uma das posicdes
que determinaram drvores nao isomorfas. Todos os valores calculados para cada 4rvore sdo exibidos
no Apéndice, nas Tabelas 2 e 3 (onde incluimos 7', a(T'), vetor de Fiedler w e o Tipo de cada drvore
considerada). O software NewGraph [STEVANOVICH, 2003] foi utilizado para calcular a(7") e w.
Por exemplo, para a drvore 2.4 formada por 4 vértices € possivel inserir um tnico vértice de grau
um em duas posi¢des exatamente (arvores 2.4 I e 2.4 II na Tabela 2).

Em todos os casos analisados, o valor da conectividade algébrica apds a insercdo de um
vértice de grau um, muda. Em particular, observamos que em todas as arvores analisadas que cor-
respondem a um caminho com nimero par de vértices, ao inserir um vértice de grau um de maneira
que a arvore resultante seja um caminho com nimero impar de vértices, muda o tipo de arvore e
também o valor da conectividade algébrica. A partir dos experimentos realizados com 4rvores entre
4 e 10 vértices, propomos a seguinte conjectura:
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Tabela 1: Arvores de Tipo II simétricas com 4 < n < 10

T n a(T) Tipo
2.4 4 | 0,58579 2
2.10 6 | 0,43485 2
2.13 6 | 0,26795 2
2.28 8 | 0,35425 2
2.38 8 | 0,18639 2
242 8 | 0,25088 2
247 8 | 0,15224 2
2.101 10 | 0,29844 2
2.123 | 10 | 0,14423 2
2.130 | 10 | 0,23305 2
2.149 | 10 | 0,17918 2
2.176 | 10 | 0,10878 2
2.184 | 10 | 0,12772 2
2.186 | 10 | 0,14867 2
2.192 | 10 | 0,20871 2
2.200 | 10 | 0,09789 2

Conjectura 2 Seja T = (V(T), E(T)) uma drvore de Tipo Il simétrica. Seja v & V(T) um
vértice de grauumem T +v = (V(T) U{v}, E(T +v)). Se T + v é uma drvore de Tipo II, entdo
a(T +v) # a(T).

7. Conclusao e Trabalhos futuros

A contribuicao principal deste trabalho foi introduzir a defini¢do de uma familia das 4rvo-
res de Tipo II definidas por Fiedler em 1975, denominadas de arvore de Tipo II simétricas. Algumas
propriedades destas drvores foram mostradas. Foram realizados experimentos com estas drvores in-
serindo um tunico vértice de grau um, com o objetivo de analisar o comportamento da conectividade
algébrica antes e depois da insercdo. Os experimentos consideram drvores de Tipo II simétricas
com ndmero de vértices limitado (4 < n < 10). Duas conjecturas foram propostas. Uma delas
considerando as definicdes de drvores de Tipo II simétricas e drvores de Tipo II algébricamente
simétricas. A segunda conjectura considera a insercio de um tnico vértice de grau um em arvores
de Tipo II simétricas. Propomos continuar o trabalho tanto na parte experimental quanto na parte
tedrica com o intuito de responder se as conjecturas propostas sao validas.
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A. Apéndices

Tabela 2: Valores de conectividade algébrica para a drvores obtidas de 4rvore de Tipo II simétrica pela

insercdio de um udnico vértice de grau um.

[ T [n] a@ ] w [ Tipo |
2.4 4 | 0,58579 | 0,65328;0,27060; -0,27060; -0,65328 2
241 5 | 0,38197 | 0,37175;0,00000; -0,37175; -0,60150; 0,60150 1
2.4 11 5 | 0,51881 | -0,41932;-0,20177; 0,33800; 0,70242; -0,41932 2
2.10 6 | 0,43485 | -0,46471;-0,46471; -0,26096; 0,26096; 0,46471; 0,46471 2
2.101 7 | 0,32172 | -0,39687; -0,11934; -0,08095; 0,29941; 0,44142; 0,44142; -0,58511 2
2.1011 7 | 0,39832 | 0,35604; 0,35604; 0,21422; -0,29656; -0,49289; -0,49289; 0,35604 2
2.13 6 | 0,26795 | -0,55768; -0,40825; -0,14943; 0,14943; 0,40825; 0,55768 2
2131 7 | 0,19806 | 0,41791;0,23192; 0,00000; -0,23192; -0,41791; -0,52112; 0,52112 1
2.1311 7 | 0,22538 | 0,41368; 0,32045; 0,06176; -0,21085; -0,43594; -0,56278; 0,41368 2
21311 | 7 | 0,26032 | 0,49433;0,36565; 0,14177; -0,16890; -0,43561; -0,58891; 0,19167 2
2.28 8 | 0,35425 | -0,38253;-0,38253; -0,38253; -0,24702; 0,24702; 0,38253; 0,38253; 0,38253 2
2281 9 | 0,28247 | -0,38382;-0,17324; -0,17324; -0,12430; 0,26820; 0,37378; 0,37378; 0,37378; -0,53492 2
22811 9 | 0,32718 | -0,31557;-0,31557; -0,31557; -0,21233; 0,27014; 0,40150; 0,40150; 0,40150; -0,31557 2
2.38 8 | 0,18639 | 0,42674;0,42674; 0,34720; 0,12340; -0,12340; -0,34720; -0,42674; -0,42674 2
2381 9 | 0,15381 | 0,37096; 0,29127; 0,24647; 0,03927; -0,17397; -0,36045; -0,42597; -0,42597; 0,43839 2
23811 9 | 0,16492 | -0,34836; -0,34836; -0,29090; -0,07057; 0,16140; 0,36676; 0,43919; 0,43919; -0,34836 2
23810 | 9 | 0,18304 | 0,39704; 0,39704; 0,32436; 0,11964; -0,13379; -0,36273; -0,44400; -0,44400; 0,14644 2
2.42 8 | 0,25088 | 0,52285;0,39167; 0,21657; 0,16224; -0,16224; -0,21657; -0,39167; -0,52285 2
2421 9 | 0,18623 | 0,43810; 0,25626; 0,03279; 0,02668; -0,21396; -0,26293; -0,36580; -0,44951; 0,53836 2
24211 9 | 0,21179 | -0,42090; -0,33176; -0,10558; -0,08322; 0,20531; 0,26048; 0,39519; 0,50137; -0,42090 2
242101 | 9 0,2427 | 0,46411; 0,35147; 0,20273; 0,15352; -0,18008; -0,23780; -0,41227; -0,54440; 0,20273 2
2421V | 9 | 0,23107 | 0,36080; 0,27743; 0,27743; 0,12995; -0,19502; -0,25362; -0,41633; -0,54143; 0,36080 2
2.47 8 | 0,15224 | 0,49039; 0,41573; 0,27779; 0,09755; -0,09755; -0,27779; -0,41573; -0,49039 2
2471 9 | 0,12601 | 0,40825;0,30301; 0,16123; 0,00000; -0,16123; -0,30301; -0,40825; -0,46424; 0,46424 1
2.4711 9 | 0,12888 | -0,39567; -0,34468; -0,19827; -0,02632; 0,14903; 0,30518; 0,42199; 0,48442; -0,39567 2
24711 9 | 0,14402 | -0,41428;-0,35611; -0,24793; -0,06444; 0,12810; 0,30266; 0,43471; 0,50572; -0,28843 2
2471V | 9 | 0,15057 | 0,46403;0,39416; 0,26494; 0,09583; -0,10470; -0,28946; -0,43064; -0,50697; 0,11282 2
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Tabela 3: Valores de conectividade algébrica para a drvores obtidas de drvore de Tipo II simétrica pela
inser¢io de um tnico vértice de grau um.(CONTINUACAO)
[ T [n] a@ ] w | Tipo
2.101 10 | 0,29844 | ,33362;,33362;,33362;,33362; ,23406; -,23406; -,33362; -,33362; -,33362; -,33362

2.1011 11 0,2514 | ,35835;,19759;,19759; ,19759; ,14792; -,24872; -,33225; -,33225; -,33225; -,33225; ,47869

2.101 II 11 | 0,27881 | -,28680; -,28680; -,28680; -,28680; -,20683; ,25064; ,34754; ,34754; ,34754; ,34754; -,28680

2.123 10 | 0,14423 | ,36169;,36169;,36169; ,30952; ,10838; -,10838; -,30952; -,36169; -,36169; -,36169

21231 11 0,1254 | -,33257;-,27805; -,27805; -,24319; -,05357; ,14276; ,32120; ,36725; ,36725; ,36725; -,38026

212311 11 | 0,13097 | ,30926;,30926; ,30926; ,26876; ,07154; -,13505; -,32395; -,37278; -,37278; -,37278; ,30926

212310 | 11 0,1423 | -,34336; -,34336; -,34336; -,29450; -,10600; ,11516; ,31994; ,37302; ,37302; ,37302; -,12359

2.130 10 | 0,23304 | ,48299;,37044;,17156;,22368; ,22368; -,17156; -,22368; -,22368; -,37044; -,48299

2.1301 11 | 0,17638 | -,44363; -,27038; -,04944; -,06002; -,06002; ,20140; ,24453; ,24453; ,33045; ,40122; -,53863

2.130 II 11 | 0,19894 | ,41521;,33261;,10124;,12638;,12638; -,20055; -,25035; -,25035; -,36284; -,45294; 41521

2.13010I | 11 | 0,22478 | ,43018;,33348;,16182; ,20875; ,20875; -,18698; -,24119; -,24119; -,38532; -,4970; ,20875

21301V | 11 | 0,21477 | -,35036;-,27511; -,14078; -,27511; -,17929; ,19662; ,25040; ,25040; ,38424; ,48934; -,35036

2.149 10 | 0,17918 | -,41374;-,41374; -,33961; -,15898; -,13049; ,13049; ,15898; ,33961; ,41374; ,41374

2.1491 11 | 0,14819 | -,37920; -,30175; -,25703; -,06112; -,05206; ,16968; ,19920; ,33676; ,39534; ,39534; -,44517

2.149 11 11 | 0,15878 | ,35151;,35151;,29569; ,09666; ,08131; -,16133; -,19179; -,34791; -,41358; -,41358; ,35151

214911 | 11 | 0,17562 | -,38493;-,38493; -,31733; -,15333; -,12640; ,14058; ,17053; ,35293; ,42811; ,42811; -,15333

21491V | 11 | 0,17252 | ,35380;,35380;,29277;,19416; ,12018; -,14711; -,17778; -,35835; -,43306; -,43306; ,23464

2.176 10 | 0,10878 | ,39736;,39736; ,35414; ,22916; ,07926; -,07926; -,22916; -,35414; -,39736; -,39736

2.1761 10 0,9299 | -,35346; -,31351; -,28435; -,15965; -,02011; ,12131; ,25144; ,35820; ,39492; ,39492; -,38970

2.176 11 10 | 0,09653 | ,33808;,33808; ,30548;,17822; ,03377; -,11394; -,25065; -,36320; -,40196; -,40196; ,33808

2176 1II | 10 | 0,10302 | -,35419;-,35419; -,31770; -,21199; -,06010; ,09798; ,24597; ,36862; ,41096; ,41096; -,23634

2.176 IV | 10 | 0,10802 | -,38327;-,38327; -,34187; -,22213; -,07840; ,08329; ,23599; ,36319; ,40718; ,40718; -,08790

2.184 10 | 0,12772 | -,42740; -,37281; -,31023; -,27060; -,09421; ,09421; ,27060; ,31023; ,37281; ,42740

2.1841 10 | 0,10585 | ,38466;,29840;,20194; ,18056; ,02223; -,13846; -,28449; -,31817; -,36673; -,41014; ,43020

2.184 11 10 | 0,11125 | -,36651; -,32573; -,23398; -,20795; -,04100; ,13051; ,28750; ,32349; ,37652; ,42365; -,36651

218411 | 10 | 0,11482 | -,33805;-,29923; -,29923; -,22606; -,05375; ,12473; ,28889; ,32636; ,38240; ,43200; -,33805

21841V | 10 | 0,11849 | ,36884;,32513;,27555;,24290; ,06659; -,11762; -,28789; -,32658; -,38534; -,43714; ,27555

2184V 10 | 0,12645 | -,40832; -,35669; -,29758; -,25995; -,09271; ,09967; ,27945; ,31990; ,38344; ,43894; -,10614

2.186 10 | 0,14867 | ,48036; ,40895;,27674; ,12144; ,10339; -,10339; -,12144; -,27674; -,40895; -,48036

2.1861 11 | 0,11723 | -,42329; -,31746; -,17441; -,01236; -,01091; ,15531; ,17594; ,28270; ,37695; ,42701; -,47950

2.186 11 11 | 0,12555 | -,40654; -,35550; -,20879; -,04101; -,03586; ,14671; ,16778; ,28981; ,39652; ,45345; -,40654

218611 | 11 | 0,13698 | -,41640; -,35936; -,25310; -,08342; -,07200; ,13040; ,15109; ,29423; ,41776; ,48407; -,29327

21861V | 11 | 0,14561 | -,43327;-,37018;-,25319; -,14524; -,09934; ,11488; ,13445; ,29279; ,42807; ,50103; -,16999

2.186 V 11 | 0,14684 | ,45423;,38753;,26392;,11904; ,10156; -,11068; -,12973; -,28761; -,42232; -,49500; ,11904

2.192 10 | 0,20871 | -,38200; -,30227; -,38200; -,30227; -,15945; ,15945; ,30227; ,38200; ,30227; ,38200

21921 11 | 0,16835 | ,42291;,26611;,12326; ,10251; ,06450; -,18597; -,29555; -,35538; -,29555; -,35538; ,50852

219211 11 0,1856 | -,37484;-,30528; -,22920; -,18666; -,10948; ,18382; ,31341; ,38483; ,31341; ,38483; -,37484

219211 | 11 | 0,20246 | -,34894;-,27830; -,34894; -,27830; -,15130; ,17172; ,31585; ,39603; ,31585; ,39603; -,18971

2.200 10 | 0,09789 | -,44171;-,39847; -,31623; -,20303; -,06996; ,06996; ,20303; ,31623; ,39847; ,44171

22001 11 | 0,08101 | ,38787;,32225;,23053;,12013; ,00000; -,12013; -,23053; -,32225; -,38787; -,42206; ,42206

2.200 II 11 | 0,08418 | ,37555;,34394;,25176; ,13839; ,01338; -,11276; -,22941; -,32675; -,39659; -,43304; ,37555

2200101 | 11 | 0,08874 | ,37876;,34515;,28091; ,16438; ,03326; -,10080; -,22593; -,33100; -,40670; -,44630; ,30826

22001V | 11 | 0,09377 | ,39791; ,36060; ,28948; ,19121; ,05523; -,08593; -,21903; -,33160; -,41307; -,45581; ,21100

DO B B D = D[ D D D B[ B[ B D[ B D D[ D B[ D B D B[ [ D] B[ D D D[ D[ D[ D B[ D[ B D D[ D[ D[ D[ D[ B N[ [ DN B[ D

2200V 11 | 0,09736 | -,42782;-,38616; -,30691; -,19778; -,06939; ,07324; ,20874; ,32391; ,40755; ,45151; -,07688
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