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RESUMO

Este trabalho propoe uma discussao sobre a velocidade de convergéncia do método do
Gradiente aplicado & minimizacao de fungoes quadraticas convexas com busca exata. Apresen-
tamos uma nova taxa de convergéncia para a sequéncia gerada pelo algoritmo considerando a
norma euclidiana, o que a diferencia das demais taxas discutidas na literatura.

PALAVRAS-CHAVE. Otimizacao, Gradiente, Convergéncia.

PM Programagao Matematica

ABSTRACT

This paper proposes a discussion on the convergence rate of the Gradient method
applied to the minimization of convex quadratic functions with exact line search. We present
a new rate of the convergence generated by the algorithm cthat considers the Euclidean norm,
which differentiates it from other rates discussed in the literature.
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1. Introducgao

Neste trabalho estudamos um método classico empregado na resolucao de problemas
de otimizacao irrestrita, cujo objetivo é minimizar uma fungdo sem restricoes sobre as varidveis.
Matematicamente, um problema de otimizacao irrestrita é definido como

minimizar f(x) (1)
sujeito a € R,

em que assumimos que a funcgao objetivo f : IR™ — IR é continuamente diferenciivel.

Surge entdao uma questao inicial e de grande importancia para o problema: o que
garante a existéncia de uma solucao 6tima? A funcao objetivo f pode ser ilimitada inferi-
ormente, o que faz com que o problema nao admita solugdo ou, permita encontrar apenas
minimizadores locais, ou seja, pontos que possuem menor valor funcional apenas quando com-
parados com pontos situados em uma vizinhanga destes.

Os pontos z* candidatos a minimizadores locais da funcao objetivo sao chamados de
pontos estaciondrios, e satisfazem a condi¢ao V f(z*) = 0, denominada condigao necessaria de
otimalidade. Muitos métodos de otimizacao se contentam em encontrar pontos estacionarios
para o problema, empregando um processo iterativo que consiste em, a partir de um ponto
inicial, determinar uma dire¢ao na qual a funcao decresga para dar o proximo passo. O processo
continua até que um ponto estacionério seja obtido.

Dentre os métodos cldssicos empregados na resolugao do problema (1) temos o Método
do Gradiente, o Método de Newton, o Método das Direcoes Conjugadas e os Métodos de Quase-
Newton (IZMAILOV e SOLODOV, 2007; RIBEIRO e KARAS, 2013). Neste trabalho estu-
damos o Método do Gradiente, também conhecido como Método de Cauchy, que escolhe como
direcao de descida a direcao oposta ao vetor gradiente da funcao objetivo avaliada no ponto
corrente. ApoOs determinar essa dire¢do, uma outra questdo que surge é o quanto caminhar
nela. Para isso existem métodos denominados métodos de busca, que determinam o tamanho
do passo a ser dado na dire¢ao de descida. A busca considerada nesse trabalho é a que procura
o minimizador da funcao ao longo desta direcdo, denominada busca exata. O procedimento
empregado pelo método do Gradiente é descrito no seguinte algoritmo.

Algoritmo 1: Algoritmo do Gradiente

Dado: 2% € IR"
k=0
REPITA enquanto V f(z¥) # 0
Defina d = —V f(2*)
Obtenha t > 0 tal que f(z* 4 td) < f(aF)
Faca zFt1 = 2% 4+ td
k=k+1

Na Figura 1, apresentamos a trajetéria da sequéncia gerada pelo algoritmo quando
aplicado a uma funcao quadratica convexa. Vale ressaltar que duas dire¢oes consecutivas
geradas pelo algoritmo sao ortogonais.
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Figura 1: Representacao grafica do Algoritmo do Gradiente.

Ribeiro e Karas (2013) provam que o Algoritmo 1 é globalmente convergente, ou seja,
o algoritmo gera uma sequéncia (z*) C IR™ que converge para um ponto estacionério z* € IR", o
que equivale a dizer que [|z* — 2*|| — 0. Uma vez estabelecida a convergéncia global, podemos
pensar na convergéncia local do Algoritmo 1, que diz respeito a velocidade de convergéncia
deste para um ponto estacionario.

Dizemos que uma sequéncia (ack) C IR™ converge linearmente para z* € IR quando
existe r € [0, 1), tal que
k+1

[E2 ||

<r (2)

para todo k suficientemente grande, em que r é denominado taxa de convergéncia. Quanto
mais préximo r estiver de zero, mais rapido se dara a convergéncia para x*.

Neste trabalho estamos particularmente interessados em estabelecer uma taxa de con-
vergéncia linear para o Algoritmo 1 quando aplicado a uma funcao quadratica dada por

[k — ¥

1
flx) = §xTA$ + vz +c, (3)

com A e R"™, A= 0,b€ IR" ece IR, com o tamanho do passo ¢t determinado por busca
exata. A taxa de convergéncia discutida aqui ndo estd presente na literatura e se diferencia
das demais, apresentadas adiante, por considerar a norma euclidiana em (2) e a busca exata.

Este trabalho estd estruturado da seguinte forma: na Secao 2 sao apresentadas di-
ferentes abordagens para a taxa de convergéncia para o Método do Gradiente, na Secao 3 é
discutida a conjectura proposta para a taxa de convergéncia e na Se¢ao 4 algumas consideracoes
finais.

2. Abordagens para a taxa de convergéncia do Método do Gradiente

Diversas sao as caracterizacoes da taxa de convergéncia do método do Gradiente.
Alguns trabalhos destacam a forma dita classica e outros propéem novas taxas, que se menores,
garantem uma maior rapidez na convergéncia e eficiéncia do método, como os trabalhos de
Boyd e Vandenberghe (2004), Freund (2004) e Saad (2005). A seguir sdo apresentadas duas
abordagens sobre a taxa de convergéncia propostas por Bertsekas (1995) e Karas, Mota e
Ribeiro (2005), respectivamente.

Bertsekas (1995) apresenta a taxa de convergéncia classica para o método do Gradi-
ente, tomando a fun¢ao quadratica e a norma euclidiana, dada por:

Hmk-l-l _

2 - )\n_/\l
% —a*lly 7 An+ A

(4)
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onde A1 e A\, s@o respectivamente, o maior e menor autovalor de A, com tamanho de passo

fixo, dado por
2

EEYES W (5)

Karas, Mota e Ribeiro (2005) verificaram que essa taxa cldssica ndo é satisfeita quando
a busca exata é aplicada, ou seja, quando t é calculado por

t

d'd
t= — . 6
d’ Ad (6)
. (1 0 o [ 20
Considerando A = ( 0 50 ) ex’ = ( 0 ), mostraram que
s} L
R | PO 1P

A
e a taxa da velocidade de convergéncia é dada por N1 < 0,9608. Ou seja, podemos verificar

que a taxa de convergéncia cldssica nao é satisfeita quando consideramos a norma euclidiana e
busca exata, ja que pelo exemplo apresentado, a taxa superou a apresentada em (4).

Nesse contexto, Karas, Mota e Ribeiro (2005) estabeleceram uma taxa para a veloci-
dade de convergéncia do algoritmo do Gradiente com busca exata e norma euclidiana, a qual
apresentamos no teorema a seguir.

Teorema 1. Considere a fun¢do quadrdtica dada em (3) e a sequéncia gerada pelo algoritmo

do Gradiente com busca exata. Entao, para todo k € IN, ’ ahtl — ¥ ) < Ha:k —x* )’ onde
A1
=4/1——.
7 By

Tal resultado estabelece uma relagao entre a velocidade de convergéncia associada a
norma euclidiana dos termos da sequéncia gerada pelo Algoritmo 1. Analisando a taxa -,

temos que
/ A1 A1
l1-—2>1—-— 8
An T A (8)

A
pois (1 — )\—1 € [0,1). Nesse sentido, verificamos a possibilidade de que a taxa de convergéncia

n
do método proposto seja dada por um valor menor

_ A1
=1 9
y N 9)

resultado esse comprovado por experimentos numéricos e verificado algebricamente para o caso
2 x 2, como apresentado na proxima se¢ao.

3. Conjectura para a nova taxa de convergéncia

Considere o algoritmo do Gradiente aplicado & minimizacao da fungdo quadratica
dada em (3), onde assumimos, sem perda de generalidade, que b =0 e ¢ = 0. Assim, dado um
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k+

ponto corrente xk, temos 2! = 2% 4 td em que

d=—Az". (10)

A decomposicao espectral da matriz A nos permite escrever A = PDPT em que D é uma
matriz diagonal formada pelos autovalores de A e P é a matriz cujas colunas sdo os respectivos
autovetores. Assim, substituindo A = PDPT em (10) e definindo y* = PT2* obtemos a
seguinte expressao para o tamanho do passo determinado por busca exata

de (yk)TDka

t= dT Ad = (yk)TDSyk (11)

M = oF 1 td = P(y* — tDy*) = PyFL. (12)

Sendo assim, tomando a matriz diagonal formada pelos autovalores de A, temos:

1 0
e RY B 1 0)
D_<0 )\2>—/\1 . % —>\1<0 A>_AlB, (13)

1

1
onde % = A. Substituindo (13) em (11) obtemos t = SV onde s é o tamanho do passo

1
pela busca exata aplicado na quadratica definida pela matriz B a partir do ponto y e o novo
iterando passa a ser definido como

yi = oF —tDyk = y* — sBy. (14)

i
T, <X

Seja yF = (g ) o ponto corrente. Podemos supor, sem perda de generalidade, que

Assim, para o caso 2 X 2 0 nosso objetivo se torna verificar que

d'd
HkaQ = 1. Entao, temos que d = — (fq) e o tamanho do passo é dado por t = Thd —
P2+ A2¢2 N
~—5 3.3 permitindo escrever:
P+ A

k+1 _ K (A—1)pg [ Nq
p— td T — .
Y v P2+ X2\ —p

o 1

W <1- v pode ser reescrita como
Y-llo
(p2 + A3q2)2

Portanto, a nossa conjectura,

1
(P + M%) < 45
Desde que p? + ¢ = 1, definimos a funcio ¢ : [0,1] — IR por

() = (1—+XN*)? = NP1 - )1 -+ N,
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e 0 objetivo torna-se provar que ¢(q) > 0 para todo ¢ € [0, 1]. Reescrevendo ¢(q), temos que
pla) =1+ (22 =X =2) @+ (=22 + 222+ 1) ¢* + (X (M = 1)) ¢,
e, tomando a = 2X\3 — A2 —2 b= —2X3 +2)2 + 1 e ¢ = A\*(A\* — 1), podemor escrever

©(q) = 1+ aq® + bg* + cq®. (15)

A funcao ¢ é apresentada na Figura 2 por meio de dois casos: a esquerda temos a representacao
para A = 1.5 e a direita para A = 1.05.

12 £ 141 A
1.2
101
1
8l
0.8F
6 06
1S 0.4
0.2r-
ok
0 P>
0 B>
~0.2k
2 1 1 1 1 1 i ~04 1 1 i i i i i
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Figura 2: Gréficos de ¢ para A = 1.5 e A = 1.05, respectivamente.

Analisando os valores minimos que a fungdo assume para diferentes valores de A,
podemos verificar que min ¢(q) > 0, para todo A, conforme pode ser observado na Figura 3.

y
0.16F
0.14F
0.12F

0.1F
0.08F
0.061
0.04F
0.021

0.027, 5 10 15 20 25 30

Figura 3: min¢(q)
Os testes numéricos realizados indicaram que a funcao é sempre positiva, e que o
minimo se aproxima de zero para valores de )\ suficientemente grandes, reforgando a idéia de
que existe uma melhor taxa de convergéncia para o Método do Gradiente, dada em (9). Dessa

forma, vamos agora provar que o minimo de ¢ é positivo, sendo discutido com maiores detalhes
a seguir.
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O estudo sera iniciado a partir da andalise de algumas propriedades das fungoes

a(\) =2X% — A2 -2 e b(A) = —2X\3 4207 + 1.

Percebemos, por meio da Figura 4, que cada uma das fungoes apresenta apenas uma raiz,
denotadas respectivamente por A, e Ay, com 0 < \g < Ap.

3 4

I~

f N\

-3 L L |
-05 0 05 1 15

Figura 4: Gréficos de A — a()\) e A — b(\).

A fim de verificar que ¢(q) > 0 para todo ¢q € [0, 1], analisaremos a fungao considerando
3 subintervalos, sendo estes A € [Ag, \p], A < A\g € A > )y, apresentados nos Lemas a seguir.

Lema 1. Considere \ € [Aq, \p] € a corresponde fungao ¢ dada por (15). Entao ¢(q) > 0 para
todo ¢ € [0, 1].
Prova. Primeiro, note que a,b > 0 para A, < A < ;. Além disso, ¢ = A\2(A* — 1) > 0 para todo
A > 1. Entao,

o) =14 aq®> +bg* +¢¢® >0

para todo ¢ € [0, 1]. 0

Agora, vamos ver o que acontece quando A > \,. Note que ¢/(q) = 2¢(a+2bq? +3cq*)
e considere o discriminante

A = 4(b* — 3ac). (16)

Lema 2. Se A > )\, entao A < 0.
Prova. Primeiramente, afirmamos que

9NS — 20T +3\2 12 > 0. (17)

De fato, se considerarmos p = A%, a expressdo (17) pode ser reescrita por 9> —20u2 +
311412 o que é facil verificar ser positivo. Agora, ja que Ay > 54, nés temos A > 54, 6A7 > 1526
e 23 > 52)\2. Isto por sua vez, implica que

6A7+2X% + 4N + 1> 1520° + 52X% + 6.
Por (17), concluimos que

15208 + 5202 + 6 > 300 + 100 + A2,
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Assim,
A7 4+ 203 4N +2 > 30+ 100 + 22 + 1.

Multiplicando por A2, obtemos
6A 205 4+ 403 4+ 202 > 3A8 4+ 10A° + AT+ A2 > 38 + 1000 + 2+ 1,
0 que significa que
A =4(—627 +3X8 + 1005 — 205 + 2\ — 4% — 202 + 1) <0,
completando a prova. 0

Lema 3. Se A > )y, entao ¢(q) > 0 para todo q € [0, 1].
Prova. Pelo Lema 2, concluimos que a + 2bg®> + 3cqg* > 0 para todo ¢ € IR, uma vez que o
discriminante é negativo. Assim,

©'(q) = 2q(a + 2bg® + 3cq*) > 0

para todo ¢ > 0, o que nos permite concluir que a fungao ¢ é crescente nesse intervalo. Desde
que (0) = 1, concluimos que ¢(q) > 0 para todo ¢ € [0, 1]. 0O

Para finalizar a andlise, devemos verificar o caso em que A € (1, ;). Isso serd feito
para provar que o minimo global de ¢ é positivo. Veja o grafico de ¢(q) para A = 1.05, na
Figura 2.

Lema 4. Suponha que A € (1,),) e considere o minimo global positivo, ¢*, de ¢. Entao

w(q7) = 0.
Prova. Note primeiro que neste caso temos a < 0 e b > 0. Além disso, ¢ = A2(A\* — 1) > 0.
Entdo, A’ = b®> — 3ac > b*> > 0. Além do mais, devido ao fato de que ¢* é uma raiz de

a + 2bg® + 3cq* = 0, temos uma expressao explicita, ou seja,

. bV
TV T
C

1+a(g*)? > 0. (18)
O que é equivalente a provar que 3¢ — ab > —av A/, que é,

Afirmamos entao que

3¢+ a® — 2ab > 0. (19)

2, Entdo, usando o fato de que a > —1,

Uma vez que a + b > 0, temos —ab > a
obtemos

3¢+ a® — 2ab > 3¢+ 24 — 1. (20)

Note, na Figura 5, que a fungao A — a?(\) é decrescente e A — c()\) é crescente em (1, \,).
Entao, para 1 < A < 1.067, temos

3¢+ 2a* > 2a® > 1 (21)

e, para 1.067 < A < A\,
3¢+ 2a? > 3¢ > 1. (22)
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Figura 5: Graficos de A+ 2a%()\) e A+ 3c()\).

De (20)-(22), concluimos (19) e consequentente, (18). Além disso, usando o fato de que b, ¢ > 0,
obtemos
p(q") =1+a(g")* +b(¢")" +c(g)° >0

Podemos resumir o que foi provado nos lemas anteriores no seguinte teorema:

Teorema 2. Considere a fun¢do quadrdtica dada em (3) e a sequéncia gerada pelo algoritmo
do Gradiente com busca exata. Entao, para todo k € IN,

5 S <1_§\\1> ka—x* 2

Para evidenciar a diferenca entre a taxa de convergéncia proposta pelo Teorema 1
e a apresentada no Teorema 2, em um problema de otimizacao irrestrito, apresentamos um
exemplo que estabelece uma diferenca significativa quanto ao ntmero de iteragoes estimado
para a convergéncia do Método do Gradiente.

H$k+1 gt

1
Seja a funcdo f : IR? — IR dada por f(z) = §$TAZL’+I)T$ onde A — ( é g ) .
h = — ( 145 ) Temos que o minimizador de f satisfaz Vf(z) = 0, ou seja, Ax + b = 0.

- o , 4
Obtemos entdo que o minimizador é dado por x* = ( 3 )

Iniciando o Método do Gradiente em 2° = 0, podemos obter uma estimativa para o
numero de iteragoes necessarias para garantir que a distancia do ponto corrente ao minimizador
seja inferior, por exemplo, a 1076, Para tanto, observe que

*

ka-i-l — gt

2§§kak_x

e portanto

-

s

, = 57", (24)
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~ A ~
Tomando v =1 — )\—1 e impondo 57* < 10~% obtemos

n

s In(5 x 10°) _ 15,424948
In(7) ~ 0,223143

/ A
Por outro lado, se considerarmos v = /1 — )\—1 obteremos
n

_In(5x 10%) _15,424948
In(y) ~ 0,111571

> 69. (25)

> 138, (26)

Podemos entao verificar que a nova taxa é alcangada com aproximadamente metade
do ntimero de iteragoes necessarias quando consideramos a taxa dada no Teorema 1.

4. Consideracgoes finais

O Método do Gradiente aplicado & minimizacao de funcoes quadraticas é linearmente
convergente. A taxa que verifica a convergéncia local do algoritmo é apresentada e discutida
na literatura fazendo associacoes aos autovalores da matriz A. Neste trabalho apresentamos
uma nova taxa de convergéncia para o algoritmo do Gradiente, com busca exata, aplicado
a minimizacao de funcdes quadréaticas convexas, na qual identificamos ser satisfeita em um
menor nimero de iteragoes quando comparado as taxas apresentadas na literatura associadas
a velocidade de convergéncia do Método do Gradiente.
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