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Este trabalho aborda o problema de deteccéo de varios pontos de mudanga em séries temporais.
Para lidar com esse problema, uma nova abordagem fuzzy/Bayesiana foi proposta. A principal
vantagem dessa abordagem em relacéo as apresentadas na literatura é o fato de que ela ndo exige
o conhecimento de informacéo prévia, como, por exemplo, o nimero de pontos de mudancga ou a
caracterizacédo da distribuicdo probabilistica dos dados.

PALAVARAS CHAVE. Agrupamentos fuzzy. Metropolis-Hastings. Pontos de Mudanga.

OA - QOutras aplicacbes em PO.

ABSTRACT

This paper addresses the problem of detecting multiple change points in time series. To handle
this problem a new fuzzy/Bayesian approach is proposed which differs from previous approaches
since it does not require prior information as: the number of change points or the characterization
of the data probabilistic distribution.

KEYWORDS. Fuzzy Clustering. Metropolis-Hastings. Change Points.
OA - Other applications in OR.
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1. Introducéo

Métodos tradicionais de construcdo de modelos para séries temporais sdo baseados em
técnicas estatisticas, objetivando a escolha de modelos que expliquem satisfatoriamente seu
comportamento dindmico. Porém, algumas questdes podem ser levantadas:

e Existe mudanca de regime na série?
e Pode um Gnico modelo retratar essa dindmica para todo o conjunto de dados?

Se existirem mudangas significativas na série temporal, parece natural encontrar pontos
de mudanga antes de modelar o processo inteiro.

Vaérios sdo os trabalhos que abordam o problema de deteccdo de pontos de mudanca,
como em séries financeiras (Oh, 2005), séries ecoldgicas (Beckage, 2007), série de indice de
criminalidade (Loschi, 2005c), deteccdo de falhas (D’Angelo et al., 2011a), (D’Angelo et al.,
2011b), etc. As principais técnicas para deteccdo de pontos de mudanga apresentadas na literatura
sdo baseadas em testes estatisticos e andlise bayesiana. O teste estatistico mais comum no
problema de deteccéo de pontos de mudanca é o CUSUM e no contexto de anélise bayesiana séo
largamente utilizados os métodos MCMC.

O teste CUSUM proposto por (Hinkey, 1971) é largamente utilizado na detec¢do de
pontos de mudanga, e aplicacbes desse método, bem como suas modificacGes e extensdes, podem
ser vistas em (Hadjiliadis, 2006), (Lee, 2006a), e (Lee, 2006b).

No contexto de analise bayesiana, tem-se como referéncia o trabalho de (Barry, 1993),
que utiliza o modelo parti¢do-produto (mpp) para a identificacdo de pontos de mudanga na média
de dados com distribuicdo normal. Em (Loschi, 2005b), a probabilidade a posteriori de um
instante ser um ponto de mudanca € utilizada como medida de evidéncia de que 0 comportamento
de uma sequéncia de dados mudou em algum instante. Em (Loschi, 2005a), é avaliada a
eficiéncia da medida na identificacdo de mudancas, proposta em (Loschi, 2005b), na taxa da
distribuicdo Poisson, em dados sequencialmente observados, sendo feita a comparagdo com a
medida proposta por (Hartigan, 1990).

Entretanto, todos esses trabalhos exigem algum conhecimento a priori do
comportamento estatistico da série temporal, como, por exemplo, qual tipo de distribui¢cdo que
melhor representa seu comportamento dinamico. Neste trabalho sera utilizada uma abordagem
que independe desse conhecimento a priori sobre a série temporal, considerando a demonstragao
empirica apresentada (D’Angelo et al., 2011c) que séries temporais, ap0s sofrerem uma
transformacdo definida por operacBes fuzzy, resultam séries que podem ser adequadamente
aproximadas por séries com distribuicdo beta. A parametrizacdo da distribuicdo beta, portanto, é
utilizada para substituir o conhecimento a priori a respeito da série temporal. Além disso, a
metodologia foi estendida para detecgdo de mdaltiplos pontos de mudanga, e ndo somente um ou
dois pontos de mudanga, como em (D’Angelo et al.,, 2011c) e (Moreira et al., 2010),
respectivamente.

2. Quantizacéo da Série Temporal

A teoria dos conjuntos fuzzy, proposta por (Zadeh, 1965), tem recebido muita atencéo
recentemente, ndo somente no ambito de desenvolvimentos tedricos, mas também de aplicagdes.
Uma de suas principais aplicacdes ocorre em métodos de agrupamentos, visto que os métodos
classicos de agrupamentos separam os dados em k categorias e, em muitos casos, alguns
elementos ndo podem pertencer a uma categoria especifica, pois pertecem a duas ou mais
categorias simultaneamente. Utilizar métodos de agrupamentos fuzzy é uma boa maneira de
resolver esse problema, pois, diferentemente do que ocorre na abordagem cléssica, um elemento
pode pertencer a mais de uma categoria simultaneamente.

Nesta secdo € proposta uma alternativa de quantizacdo da série temporal, através de
agrupamento fuzzy, para ser utilizada no algoritmo Metropolis-Hastings, como mostrado a seguir.
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Definicdo (Agrupamento fuzzy): Seja y(t) uma série temporal e considere um inteiro
positivo k. Se o conjunto C = {Ci|min{y(t)} < Ci < max{y(t)},i =1,...,k} resolve o
problema de minimizagéo:

k

min ) > |luie) - Cill? )

i=1 pi(DEeci

entdo C = {Ci, i =1,2, ..., k} € o conjuto de centros da série temporal y(t). Em (1),

lly(t) - ClIIZ]
it z 0
HiD) = [ A ORI
é o grau de pertinéncia fuzzy de y(t) em relacdo a cada centro Ci. [

Repare que, tendo em conta um conjunto C de centros, a tarefa de medir a distancia de
cada ponto da série temporal y(t) a cada centro Ci é simples e o problema é encontrar 0s centros
gue resolvam (1). Para resolver esse problema existem véarias abordagens, por exemplo K-means
(Kaufman, 1990), C-means (Bezdek, 1981) e rede de Kohonen (Kohonen, 2001), sendo que em
todas essas abordagens é necessario o conhecimento prévio da quantidade de grupos, fato esse
que justificou a utilizagdo de um algoritmo adaptativo, em que essa informag&o ndo € necessaria,
como colocado na Segdo 3.

Para fins de ilustragdo, no decorrer do trabalho sera utilizada a série temporal (3):

pl+01%E()—01xE(t—1), set<my;
F@t) = p2+0.1%xE([) —01xE(t—1), sem; <t <my;
: 3)

pk+01+E()—01+xE(—1), set>my_q;

sendo pl o primeiro ponto de operagdo, p2 o segundo ponto de operacdo, pk o k-ésimo ponto de
operagdo, £t) um ruido com distribuicdo m(.) no instante t e m; os pontos de mudanca.

A Figura 1 ilustra a série temporal (3) com pl =1, p2 =2, p3 =3, p4 =4, p5 =5,
my = 30, m, = 60, my =90, my, =120 e E(t) ~U(0,1) para 150 observacGes da série
temporal, e os graus de pertinéncia pi(t). Nota-se que no primeiro e no ultimo grau de
pertinéncia tem-se uma Unica mudancga, que serd identificada utilizando a abordagem proposta
por (D’Angelo, 2011c¢), e nos graus de pertinéncia intermediarios tem-se duas mudangas, que
serdo identificadas na abordagem proposta por (Moreira, 2010).

A seqguir é descrito o procedimento de quantizacdo da série temporal:

1. Apresente a série temporal y(t);

2. Encontre um conjunto k de centros, C = {Ci | min{y(t)} < Ci < max{y(t)},
i=1,2,...k}, que minimize a distancia euclidiana conforme (1), considerando, por
exemplo, a série temporal (3).

3. Calcule o grau de pertinéncia fuzzy como dado em (2), para cada amostra da série

temporal, y(t), em relacdo a cada centro Ci (como ilustrado na Figura 1 considerando,
por exemplo, a série temporal (3)).
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Figura 1 — Série Temporal com as respectivas pertinéncias para cada centro

3. Algoritmo de Agrupamento

Para resolver o problema de otimizacao proposto em (1), é necessaria a utilizacdo de
um algoritmo de agrupamento adaptativo, isto é, que encontre, além dos centros dos grupos, a
guantidade de grupos. Varias sdo as abordagens que tratam esse problema, como por exemplo o
Quality Threshold Clustering (Heyer,1999) ou o K-means Adaptativo, como proposto em
(Chinrungrueng, 1995). No presente trabalho, a Largura Média de Silhueta, proposta inicialmente
por (Rousseeuw 1987), foi utilizada para resolver esse problema, sendo que a mesma mede a
qualidade de um agrupamento com base na proximidade entre os elementos de padrbes
semelhantes e na distancia entre elementos de padrdes distintos. Para resolver o problema de
otimizacdo dessa medida, deve-se escolher agrupamentos que preservem proximidade entre itens
de um mesmo agrupamento e excluam de um mesmo grupo elementos com grandes distancias
entre si.

O algoritmo baseia-se nos seguintes passos:

1. Dado um conjunto de dados ordenados S = {s;, Sy, Ss, ..., Sn} espalhados em um espaco
unidimensional, seja D = {dj, d;, d3, ...,dh1} 0 conjunto das distancias entre pontos
adjacentes de S, e 4 0 nUmero maximo de grupos;

2. Encontre um ponto para segmentacio do grupo S em dois grupos menores Sle 2. Esse
ponto estd entre os pontos adjacentes mais distantes entre si ainda ndo separados, sendo
eles s; e si.1, com i definido por d; = max{D};

3. Avalie o valor da largura média de silhueta do agrupamento obtido;

4. Repetem-se, 1 vezes, 0s passos 2 e 3 e retorna-se 0 agrupamento com a maior largura
média de silhueta.

O ponto de seccdo, por ser a maior distancia de um elemento a outro adjacente, sera a
distancia de um conjunto a outro, 0 que maximiza as distancias entre agrupamentos, ao passo que
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exclui-se a possibilidade de ter o max{D} como distancia de elementos de um mesmo grupo, o
que diminuiria o valor da Largura Média de Silhueta (LMS).

Sendo assim, num agrupamento unidimensional, existe a hipdtese de que os k
agrupamentos de S que geram o melhor valor de LMS sejam marcados pelas k maiores distancias
entre elementos adjacentes. E imprescindivel que esse nimero seja maior ou igual ao nimero de
conjuntos, visto que a qualidade de agrupamento ndo segue a mesma ordem das iteracbes. A
Figura 2 ilustra os centros encontrados para a série temporal apresentada na Figura 1, lembrando
que os centros sdo unidimensionais e os valores na abcissa foram colocados com finalidade
estetica.

O 1 |
0 50 100 150

Figura 2 — Centros para Série Temporal da Figura 1

4. Formulagéo do Algoritmo Metropolis-Hastings

O objetivo do algoritmo Metropolis-Hastings (Gamerman, 1997) é construir uma
cadeia de Markov que tem uma determinada distribui¢do de equilibrio 7.

Defina uma cadeia de Markov como segue. Se X1 = X;.1, entdo gere um valor candidato
X* a partir de uma distribuicdo com densidade fy+x(¥) = q(x;—1,x"). A fungdo q(.) €
conhecida como o nucleo de transi¢do da cadeia de Markov. O valor candidato X* é aceito ou
rejeitado com probabilidade de aceitagéo:

n(x?) qx7 xz-1)>

atey) = min (1,25 0C

(4)

Se a candidata for aceita, faca X; =Y, caso contrario, faca X; = X;_;. Assim, se a
candidata for rejeitada, a cadeia de Markov repete a sequéncia. E possivel mostrar que, em
condigOes gerais, a sequéncia X,, X1, X5, ... € uma cadeia Markov com distribuicdo de equilibrio
TT.

Em termos praticos, o algoritmo Metropolis-Hastings poder ser especificado pelos
seguintes passos:

1. Escolha um valor inicial x,, o nimero de simulagdes, R, e faca o contador de
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simulagdes r = 1;
2. Gere um valor candidato y~q(x;,.);

3. Calcule a probabilidade de aceitacdo como em (4) e gere u~U(0,1);

4. Calcule o novo valor do estado atual:
Lt = {yt' se a(x,y) >u
X", caso contrario

5. Ser < R, retorne ao passo 2. Caso contrario, pare.

Note que, como discutido em (D’Angelo, 2011c), a técnica de quantizacdo gera uma
série temporal transformada para o primeiro e o Ultimo grau de pertinéncia com a seguinte
distribuicdo de probabilidade:

ui(t)~Beta(a, b), para t=1,..,m
u;(t)~Beta(c,d), parat=m+1,..,n

Os parédmetros a serem estimados pelo algoritmo Metropolis-Hastings sdo a, b, ¢, d e o
ponto de mudanca m. Nesse tipo de algoritmo, normalmente, prioris pouco informativas séo
utilizadas, por exemplo:

a~Gamma(0,1;0,1)
b~Gamma(0,1;0,1)
c~Gamma(0,1;0,1)
d~Gamma(0,1;0,1)
m~U[1,...,n],comp(m) =1/n

A distribuicdo Gamma com parametros de forma e de escala iguais a 0,1 foi escolhida
pelo fato de ser pouco informativa, com o objetivo de varrer todo o0 espago paramétrico.

Considerando os graus de pertinéncia intermediarios, tem-se as seguintes distribuicGes
de probabilidade:

u;(t)~Beta(a,b), para t=1,..,m;_4
u;(t)~Beta(c,d), parat=m;_; +1,..,m;
u;(t)~Beta(e, f), parat=m; +1,..,n

Os parametros a serem estimados pelo algoritmo Metropolis-Hastings sdo a, b, ¢, d, e, f
e 0 segundo ponto de mudanca, m;, visto que o primeiro ponto de mudanca, m;_,, ¢ identificado
no passo anterior. Nesse tipo de algoritmo, normalmente sdo utilizadas prioris pouco
informativas, por exemplo:
a~Gamma(0,1;0,1)
b~Gamma(0,1;0,1)
c~Gamma(0,1;0,1)
d~Gamma(0,1;0,1)
e~Gamma(0,1;0,1)
f~Gamma(0,1;0,1)
m;~U[m;_4, ...,n],comp(m) = 1/(n — m;)

Os ndcleos de transicdo da cadeia de Markov para 0 modelo com um Unico ponto de
mudanca e para 0 modelo com dois pontos de mudanga sdo apresentados nos apéncias A e B,
respectivamente.

5. Resultados

Para ilustrar a eficiéncia da metodologia proposta para deteccéo de pontos de mudanga,
foram feitos 100 testes para diferentes valores dos parametros: k (himero de pontos de mudanga),
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E(t) (aqui foram utilizadas as distribui¢des uniforme, normal e ¢’students) e a porcentagem da
amplitude do ruido em relacdo & mudanca, e para fins de ilustracdo a mudanga ocorre de uma
unidade, e o primeiro ponto de operacdo € p; = 1. A metodologia proposta apresentou 100% de
acerto na deteccdo de pontos de mudanca, conforme Tabela 1. A Figura 3 mostra as
probabilidades dos pontos de mudanca para 1.000 simulacGes de Monte Carlo, para a série
proposta em (3), e ilustrada na Figura 1. Nota-se que metodologia proposta foi capaz de
identificar todos os pontos de mudanca.

Tabela 1 — Resultados de Detecgdo de Pontos de Mudanga

Amplitude % de acerto | % deacerto | 9% de acerto
P k do para para para

Ruido EMO~UO,1) | EB~N(0,1) | EM~t(5)
1 2 0,1 100 100 100
1 2 0,2 100 100 100
1 2 0,3 100 100 100
1 2 0,4 100 100 100
1 3 0,1 100 100 100
1 3 0,2 100 100 100
1 3 0,3 100 100 100
1 3 0,4 100 100 100
1 4 0,1 100 100 100
1 4 0,2 100 100 100
1 4 0,3 100 100 100
1 4 0,4 100 100 100

yit)

Porto de Mudanca m1

Porto de Mudanca m2

Ponto de Mudanca m3

Porto de Mudanca md

1 T T
05— /\ .
1 | |
0 50 100 150
Figura 3 — Resultado da metodologia proposta para Série Temporal da Figura 1

6. Conclusoes

Neste trabalho foi apresentada uma metodologia alternativa para deteccdo de pontos de
mudanca em séries temporais. Através de estudos de simulacdo mostrou-se a eficiéncia da
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utilizacdo de técnicas da teoria dos conjuntos fuzzy associadas a uma técnica bayesiana no
problema de detec¢do de pontos de mudanga em séries temporais. Os estudos experimentais
sugerem gue uma vantagem da metodologia adotada é o fato de ndo requerer nenhum
conhecimento prévio sobre a estrutura dos dados, podendo ser utilizada em muitas aplicacdes
préticas nas quais ndo haja conhecimento a priori de dados, tais como a fungéo de distribuicdo de
probabilidades das variaveis envolvidas.
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A. Apéndice A

Este apéndice tem como finalidade mostra as probablidades de aceitagdo para as distribuicdes a
posteriori dos parametros a, b, ¢, d e m descritas no algoritmo Metropolis-Hastings para o
modelo com uma Gnica mudanca. As distribuices de referéncias usadas aqui sdo as proprias
distribuicbes a priori, que neste trabalho foram escolhidas distribuigdes Gamma(0.1,0.1) por
serem pouco informativas.

1. Para o parametro a:

m(@) q@ai,) _
m(a;-1) q(a;-1, a_*)

, i-1 .
r@ +bH1" it goq ([a2
F(a*) Hj:l y] a*

r(ai=t+ p-1y™ " [t yaiio1
[(ai-1) j=1 Yj

0.9 2

e—O.l(a*—ai_l)}
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2. Para o parametro b:

m(b) q("biy) _
m(b;—1) Q(bi—y b*)

-1

. " ) i_109
r'(a'+b") " ml-l(l _ ,)b*—l bt e—01(b"-b""h)
ACOI j=t 7Y b~

2

r(a=1+bp=0™ —
r(-n j=1 1-y)

3. Para o parametro c:

m(c) q(c’eims)
m(ci—1) q(ci—1, ) _

re +d-or™ oy (et
S M

rei-t + qi-oyp™" iy
w Hj=mi—1+1yj

0.9 42
e—O.l(c*—c"l)}

4. Para o parametro d:

n(d) q(d’,diy) _
n(d;—1) q(d;—4,d*)

n_ml—l

[%] femi-141l (1= )T {[d;‘*l]o'g 6’—0.1(d*—di'1)}

r(ct+di-1 nomi n i-1
M Ml -3

2

5. Para o pardmetro m;

n(m") q(m",m)

n(m;_;) q(m;_,, m*) N

reat + b1 1rect + iyt ™ e i P cie i
ret ] [Forad] D = ) e alf (1 = 7))

r'(a* + bt me r(ct+dt nomi mi-1r. aqie i n ci i_
[r((zi)r(bi))] r((cci)r(di)) I D (1= 9)" T e D (1 =371

B. Apéndice B

Este apéndice tem como finalidade mostra as probablidades de aceitacdo para as distribuices a
posteriori dos parametros a, b, ¢, d, e, f, m; e m, descritas no algoritmo Metropolis-Hastings
para 0 modelo com duas mudancgas e lembrando que o ponto m, serd obtido sempre através da
série anterior, ndo sendo necessaria entdo que seja estimado. As distribuicGes de referéncias
usadas aqui sdo as préprias distribuicdes a priori, que neste trabalho foram escolhidas
distribuicées Gamma(0.1,0.1) por serem pouco informativas.
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1. Para o parametro a:

[M@)gl@’,a)
[1(a) q(a,a*)

mq F(a + b)
{0101 [F(0.1)] 2 a*** " e~01a'y2 Tlio 1T (@) )~

0.191[r(0.1)]" L a®1-Te-01a}2 " _n T(a + b)
i=1T(Q)I'(D)

2. Para o parametro b:
16" q(b*,b) _
[1(b) q(b,b*)
m, I'(a+Db")

(0.191[r(0.1)]* b*** " e~010'y2 isy Fegy iy (1 y)P Tt
(0.101[7(0.0)] X b0 101632 " "T(a + b)

Hi=1 F(a)F(b) (1- Yi)b_l
3. Para o parametro c:
(e ales0) _
[1(¢) q(c,c™)
I'(c*+d)

(0.1 [r0.)] ™ e=01y2 [ 1 Ty ey %1
{0191 [F(0.1)] % c01- 1e‘°1C}2 e T(c+d)
i=my+1T () (d) !

4, Para o parametro d:

M) (", d) _
[1(d) q(d,d")
I'(c+d")

{0,101 [P O.D)] " d*** e-0ad'y2 IS i Fryregy A= 90 7

(0101 [F(0.)] T d%1e01d)2 ™ T(c+d)
i=my +1 T(O)T (d)

(1- y)et?

5. Para o parametro e:

[1(e) (e’ e) _
[1(e) q(e, e*)

_ n re” +f)
(0.191[1(0.1)] 1 e*** " e=01¢"y2 Himm, 11 iy 7y ¥

{0.101[I(0.1)]1 e01-1¢—0.1¢e}2 N I'(e+f)
=ma T

6.  Para o parametro f:

N&aG~ ) _
&) af. )
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re+f") .
{0.101 [F(0.1)]72 f*"" 7" em01S"y2 Jis m2+1#['(];) 1-y)
{0101 [F(0.1)] 71 fO1-1e 0/}2 Ire+f)

i= m2+11"(e)1"(f)

(1—y)/t

7. Para o0 parametro m,:

I'(c+ d)]mz*‘ml [F(e + O™

[(m.") q(my"my) _ [FOT@) NOIG)

[1(m;) q(my,my*) [F@+d)mrmlvxe+ﬂ1%mz
ror(d) rer)

II?%n1+13ﬁC A=yt [T nh*+13ﬁe -yt
l_[:nzml+1ylc 1(1_ )d ! Hl m2+1yle 1(1 - Yi)f_l
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