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RESUMO

Neste trabalho, métodos iterativos sdo usados para resolver os sistemas lineares dos métodos de pon-
tos interiores. Tais sistemas sdo mal-condicionados préximos de uma solugdo. Criar pré-condicionado-
res especialmente adaptados € fundamental. Por outro lado, os sistemas lineares iniciais ndo apresentam
essa caracteristica. Assim, torna-se conveniente utilizar pré-condicionadores hibridos. Nas primeiras
iteracdes, a fatoracdo controlada de Cholesky € utilizada e nas iteracdes finais, o pré-condicionador
separador, o qual se comporta muito bem préximo da solu¢do. Devido a sua boa caracteristica, este pré-
condicionador pode ser caro de calcular. Assim, uma implementacio cuidadosa deve ser realizada para
obter resultados competitivos em relacdo a velocidade e robustez. O principal desafio ao implementar
esse pré-condicionador € selecionar um conjunto adequado de colunas linearmente independentes para
criar uma matriz ndo singular. Vdrias estratégias para encontrar tal conjunto sao apresentadas. Experi-
mentos numéricos sio realizados para mostrar o desempenho das estratégias.

PALAVRAS-CHAVE: programacio linear, métodos de pontos interiores, pré-condicionamento.

Programacao Matematica
ABSTRACT

In this work iterative methods are used to solve the linear systems arising from interior point me-
thods. These systems are ill-conditioned near a solution. Create preconditioners specially adapted
is fundamental. The early linear systems do not present the same features. Then, it is advisable to
adopt hybrid preconditioners. Concerning the first iterations, the controlled Cholesky factorization is
used. After the splitting preconditioner is adopted. Its major advantage is the good behavior near a
solution. Due to its good feature, this preconditioner can be expensive to compute. A careful imple-
mentation must be performed to achieve competitive results regarding both: speed and robustness. The
main challenge to implement this preconditioner relies upon finding a suitable set of linearly indepen-
dent columns to form a nonsingular matrix. Several strategies to help finding such set of columns are
presented. Numerical experiments are performed in order to illustrate the performance of the given
stategies.

KEYWORDS: linear programming, interior point methods, preconditioning.
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1 Introducao

O desenvolvimento de cddigos sofisticados para resolver problemas de programacdo linear usando
métodos de pontos interiores comegaram desde o inicio dos trabalhos sobre este assunto. Existem
trés principais linhas de pesquisa voltadas para melhorar a eficiéncia de tais métodos ao resolver pro-
blemas de grande porte: reducao do nimero total de iteracdes; técnicas para realizar rapidamente uma
iteracdo e métodos especificos para determinadas classes de problemas.

Este trabalho lida com a segunda linha. Métodos iterativos sdo usados para resolver os sistemas
lineares, que é o passo mais caro a cada iteracdo do método de pontos interiores. Uma vez que tais
sistemas sao muito mal-condicionados préximo da solucdo, desenvolver pré-condicionadores especial-
mente adaptados é muito importante. Por outro lado, como os sistemas lineares iniciais ndo apresen-
tam a mesma caracteristica, € aconselhdvel adotar pré-condicionadores hibridos, comegando com um
genérico (Bocanegra et al., 2007).

Nas primeiras iteragdes, a fatoracdo controlada de Cholesky é adotada (Campos e Birkett, 1998).
A sua principal vantagem é o pardmetro de controle que permite variar o pré-condicionador de todas
as formas, desde um pré-condicionador diagonal até a fatoracdo de Cholesky completa. Depois de um
certo nimero de iteragcdes, o pré-condicionador separador é usado (Oliveira e Sorensen, 2005). Sua
principal vantagem é um comportamento muito bom préximo da soluciao do problema de programacdo
linear. No entanto, essa caracteristica tem um preco. O pré-condicionador pode ser muito caro de
calcular. Assim, uma implementacdo cuidadosa deve ser feita a fim de obter resultados numéricos
competitivos tanto em relagdo a velocidade quanto a robustez. O principal desafio para implementar
o pré-condicionador separador consiste em encontrar um conjunto adequado de colunas linearmente
independentes para criar uma matriz nao singular a ser fatorada, a partir da matriz de restrigdes.

O pré-condicionador separador evita calcular o sistema de equa¢des normais. Existem diversas
técnicas para ajudar a encontrar tal conjunto de colunas. Algumas sdo bem conhecidas, ja aplicadas em
outros contextos, enquanto outras foram desenvolvidas para calcular o pré-condicionador separador.
Entre as técnicas utilizadas estd o estudo da estrutura dos elementos ndo nulos da matriz de restri¢des a
fim de acelerar a fatoracdo numérica. Outras questdes de implementacdo, incluindo formas de fazer a
troca de pré-condicionadores sdo discutidas em Ghidini ef al. (2012) e Velazco et al. (2010).

A escolha da fatoracdo controlada de Cholesky se justifica devido a possibilidade de calcular um
pré-condicionador de baixo custo nas primeiras iteracdes do método de pontos interiores e quando 0s
sistemas lineares comecam a se tornar mal condicionados, o pré-condicionador pode ser melhorado
apenas alterando o valor de um parametro. Experimentos numéricos ilustram a necessidade de tais
estratégias, a fim de resolver problemas de programacao linear de grande porte.

O texto estd organizado da seguinte forma: Na Sec¢do 2, falamos sobre o método de pontos interiores
Preditor-Corretor, como calcular as direcdes de busca e formas de resolver os sistemas lineares. Ainda
nessa se¢do, descrevemos sobre os pré-condicionadores fatoragcdo controlada de Cholesky e separador,
que sdo usados numa abordagem hibrida de pré-condiconamento para resolucao dos sistemas. Na Secao
3, apresentamos diversas técnicas para se obter uma implementacdo eficiente do pré-condicionador
separador. A Secdo 4 traz uma descricao dos experimentos computacionais realizados e os resultados
obtidos e na Secdo 5, estdo as conclusdes.

2 Método de Pontos Interiores

Entre os varios tipos de métodos de pontos interiores, um dos mais bem sucedidos é o Preditor-Corretor
(Mehrotra, 1992). Neste método, as direcdes de busca sdo obtidas resolvendo dois sistemas lineares
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resultantes da aplicacdo do método de Newton as condi¢cdes KKT do problema de programacao linear
na forma padrdo. Primeiro a direcdo afim é calculada resolvendo o sistema:

0 I At AT rd
Z X 0 AZ =17 |, (D
A0 0 Aj p

em que A é uma matriz de posto completo e dimensdo m X n, x é o vetor das varidveis primais de
dimensao n, y € o vetor das variaveis livres de dimensdo m e z é o vetor de varidveis de folga duais
de dimensdo n. Além disso, X = diag(z), Z = diag(z) e os residuos sdo dados por: r, = b — Az,
rq =c—Aly—2zer, = —X Zee e é um vetor unitdrio. Finalmente as dire¢des de busca (Ax, Ay, Az)
sdo obtidas resolvendo (1) com 7, substituido por: r. = pe— X Ze— AXAZe, em que p € o parametro
de centralidade.

Muiltiplas correcdes podem ser calculadas de modo a melhorar o método preditor-corretor (Gondzio,
1996). Para cada direcao adicional € preciso resolver um sistema linear, com a mesma matriz.

2.1 Calculando as direcoes de busca

O passo principal de cada iteracdo consiste na resolug¢do de dois sistemas lineares, como (1). Uma vez
que eles possuem a mesma matriz, restringiremos a discussao a um dos sistemas.
Eliminando a variavel Az reduzimos o sistema:

-D A Az =X, @)
A 0 Ay | p ’
em que D = X ~!Z é uma matriz diagonal. O sistema (2) é referido como sistema aumentado.
Eliminando Ax de (2) obtemos:

AD A Ay =1, + A(D vy — Z7 My,

o qual é chamado de sistema de equagdes normais.

OBS: Os sistemas de equacdes normais e aumentado para problemas com varidveis canalizadas tém a
mesma estrutura dos sistemas apresentados. Portanto, as ideias desenvolvidas aqui podem ser aplicadas
a esses problemas.

2.2 Abordagens para resolver os sistemas lineares

Usar a fatoragdo de Cholesky no sistema de equacdes normais para calcular as direcdes de busca no
método de pontos interiores € a abordagem mais utilizada (ver, por exemplo, Adler et al. (1989), Czyzyk
et al. (1999), Gondzio (2012)). No entanto, a matriz fatorada pode ter muito menos esparsidade e &,
geralmente, mais mal-condicionada do que a matriz do sistema (2). Resolver o sistema aumentado por
métodos diretos € outra opcdo. Porém, a sequéncia de pivds na decomposi¢do depende dos valores
numéricos e esta abordagem, embora robusta, ¢ em geral mais cara (Gondzio, 2012).

Além disso, a abordagem direta ndo pode ser aplicada para algumas classes problemas de grande
porte devido a limitagcdes de memoria e/ou tempo. Para estes problemas, um método iterativo pré-
condicionado para a solugao do sistema linear deve ser escolhido (Bergamaschi ef al. (2007), Bocanegra
et al. (2007), Oliveira e Sorensen (2005)).
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A maioria dos pesquisadores trabalha com o sistema aumentado, uma vez que ele ¢ menos mal-
condicionado. Aqui trabalhamos com o sistema de equa¢des normais, pois a matriz € positiva definida,
permitindo a utilizacdo do método do gradiente conjugado e o pré-condicionador separador funciona
muito bem nas iteragdes finais onde os sistemas linear sdo altamente mal-condicionados.

2.3 Pré-condicionador Separador

O pré-condicionador separador (Oliveira e Sorensen, 2005) é calculado como segue: Seja A = [B N|P

z

em que P € R™*™ é uma matriz de permutagdo tal que B € R™*™ & ndo singular, entdo

Bt

ADA" = [B N]PDP* [ Nt

D 0 Bt
J-n[% 4] -om o

_1
O pré-condicionador é dado por D* B ~1 e a matriz pré-condicionada M é como segue:

—

_1 _
M =D,>B Y(ADAYB'D,* = I,,, + GG",

em que G = D_%B”ND%

Préximo a uma solugao pelo menos n — m elementos de D sdo pequenos. Uma estratégia para
determinar B é minimizar ||D2 B~IND,, : ||. Este problema é dificil de resolver, mas pode ser re-
solvido aproximadamente com uma heurlstlca simples: selecione as primeiras m colunas linearmente
independente de AD~! com a menor norma 2.

Esta escolha de colunas tende a produzir matrizes melhores condicionadas quando o método de pon-
tos interiores se aproxima de uma solu¢do, onde os sistemas lineares sao altamente mal-condicionado.

2.4 Pré-condicionador Fatoracao Controlada de Cholesky

O pré-condicionador Fatoragao Controlada de Cholesky (FCC), construido para resolver sistemas gerais
definidos positivos (Campos e Birkett, 1998), pode ser visto como uma varia¢do da Fatoragdo Incom-
pleta de Cholesky.

A fatoragio de Cholesky é como segue: ADA! = LL! = LL' + R, em que L representa o fator
obtido quando a fatoragdo é completa, L representa o fator obtido quando a fatoragio é incompleta e R
€ uma matriz resto da fatoracdo incompleta de Cholesky.

A matriz L é usada como um pré-condicionador para AD A,

HADAYL = (L'L)(LIL7Y) = (L7'L)(L71D)t.
Seja ' = L — L Substituindo L na dltima igualdade L~ (ADAYL™t = (I, + L~ 'F)(I,, +
L1F).
Note que quando L ~ L entdo F' — 0 e, portanto, L' (ADAY) L™t — I,,.
A fatoracdo controlada de Cholesky € baseada na minimizac¢ao da norma de Frobenius de F'. Logo,
quando ||F'|| = 0 = ||R|| — 0. Considere o seguinte problema:

m

Min || F||% = ch com¢; = Z Uiy = I,

J=1

em que /;; sdo os elementos de L.
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Dividindo o segundo somdtorio em dois temos:

ti+n m

Sl —hlP+ D gl

k=1 k=t;j+n+1

em que t; € o nimero de ndo nulos abaixo da diagonal na j-ésima coluna da matriz ADA'enéo
nimero de elementos extras permitidos por coluna na fatora¢do incompleta.

O primeiro somatério contém todos ¢; + 7 elementos diferentes de zero da j-ésima coluna de L.O
segundo tem apenas os elementos restantes do fator completo L que ndo tem os elementos correspon-
dentes em L.

Assim, o pré-condicionador pode ser construido usando a seguinte heuristica:

e Aumentar 7 (permitindo mais preenchimento). O termo c; deve diminuir, porque o primeiro
somatdério contém mais elementos.

e Escolhendo os ¢; + 1 maiores elementos de L em valor absoluto para 7 fixo. Neste caso, os
maiores elementos estdo no primeiro somatdrio deixando apenas os menores /;; no segundo so-
matorio.

O pré-condicionador L é construido por colunas. Consequentemente, ele necessita somente da
j-ésima coluna de ADA! por vez, evitando os cilculo do sistema de equacdes normais.

2.5 Pré-condicionador hibrido

A matriz D muda significativamente de uma iteracao para outra no método de pontos interiores e torna-
se bastante mal-condicionada nas iteragdes finais. Por esta razdo, é dificil encontrar uma estratégia de
pré-condicionamento que tenha um bom desempenho ao longo de todas as iteragdes de pontos inte-
riores.

Em Bocanegra et al. (2007) foi proposto aplicar o método do gradiente conjugado para resolver o
sistema de equagdes normais pré-condicionado por uma matriz pré-condicionadora hibrida M.

Esta abordagem assume a existéncia de duas fases durante as iteracdes do método de pontos in-
teriores. Na primeira, o pré-condicionador fatoracdo controlada de Cholesky é usado para construir a
matriz M. Apds a mudancga de fases, a matriz M € construida utilizando o pré-condicionador separador.
Em Velazsco et al. (2010), foi proposta uma heuristica para a mudanc¢a de pré-condicionadores. Se o
nimero de iteragdes necessdrias para o método do gradiente conjugado convergir for superior a %', 0
parametro 1 na fatoracdo controlada de Cholesky é aumentado, isto é, » = 1 + 10. A mudanca ocorre
quando 7 excede um valor maximo pré-fixado.

No entanto, esta abordagem pode falhar e ndo convergir para algumas classes de problemas de
programacdo linear quando a fatorag@o controlada de Cholesky ndo é mais eficaz e o pré-condicionador
separador ainda nio estd pronto para ser usado. A fim de melhorar esta abordagem, algumas ite-
racdes do algoritmo de ajustamento 6timo para p coordenadas sdo realizadas um pouco antes do pré-
condicionador separador ser aplicado, obtendo um ponto mais préoximo da otimalidade. Esta abordagem
diminui o gap na troca de pré-condicionadores. Para mais detalhes veja Ghidini et al. (2012).

3 Implementando o pré-condicionador separador

Esta classe de pré-condicionadores nao serd competitiva com a abordagem de método direto sem uma
implementacdo cuidadosa. Isto porque uma fatoracdo LU deve ser calculada sem o conhecimento do
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conjunto de colunas independentes antes de seu inicio. Esta fatoracdo pode ser muito cara, por dois
motivos. Primeiro, porque ela pode gerar muito preenchimento. Segundo, porque pode ser necessario
fatorar muitas colunas antes da completar a fatoracdo, para que as colunas dependentes sejam descar-
tadas. Vdrias técnicas para a implementacao de um cédigo eficiente sdo discutidas a seguir.

3.1 Solugoes inexatas

Uma ideia que vem em mente quando métodos iterativos sdo usados para resolver sistemas lineares é
relaxar a tolerancia. Assim, comecamos o método de pontos interiores com uma tolerdncia relaxada
de (107%) e, quando uma itera¢io ndo reduz (pelo menos) pela metade o gap, (x'z), a tolerancia é
alterada para a raiz quadrada do epsilon da maquina. Existe um outro lugar onde podemos aplicar esta
ideia. Vimos que para o cdlculo das direcdes de busca, dois sistemas lineares devem ser resolvidos. O
segundo sistema pode ser escrito de tal forma que as direcdes de busca finais ja sdo dadas. Assim, o
primeiro sistema linear pode ser resolvido com uma tolerancia mais relaxada do que o segundo.

3.2 Mantendo um conjunto de colunas

Uma boa propriedade do pré-condicionador separador é que ndés podemos trabalhar com um conjunto
selecionado de colunas por algumas iteragdes. Como consequéncia, o pré-condicionador fica muito
mais barato de calcular nessas iteragdes. E importante notar que manter a matriz B de iteragdes ante-
riores ndo significa manter o mesmo pré-condicionador, uma vez que D muda a cada iteragdo. Assim,
esta estratégia apresenta diferentes pré-condicionadores a cada iteracdo, que s@o muito ficeis de cal-
cular. No entanto, tais pré-condicionadores ndo tém o melhor conjunto de colunas depois da primeira
fatoracdo de acordo com a heuristica. Nos experimentos, mudamos o conjunto sempre que o método
iterativo fizer mais que (y/m) iteragdes ou quando a soluc@o dada por ele ndo for precisa.

3.3 Fatoracao LU Incompleta

Foi observado na prética que a fatoragdo LU normalmente gera muito preenchimento. A razdo disto
€ que nenhum procedimento de reordenamento para reduzir o preenchimento pode ser usado, pois as
colunas da matriz ndo sdo conhecidas até que elas sejam aceitas como linearmente independentes. Aqui
discutiremos uma outra possibilidade que ndo € adotada como uma opg¢ao padrio. Ela consiste em cal-
cular uma fatoragdo LU incompleta. A fatoracdo incompleta padrdo, em que a estrutura dos elementos
nao nulos da matriz original coincide com estrutura dos elementos ndo nulos das matrizes triangulares
L e U, ndo fuunciona bem para este problema. Por outro lado, o uso de tolerancia para determinar
se um elemento deve ser eliminado da matriz parece ser uma abordagem vidvel. A ideia é eliminar
qualquer elemento ndo nulo menor do que um valor pré-definido. Para uma tolerancia cuidadosamente
escolhida, esta técnica pode ser muito util e apresentar melhores resultados. Esta linha de pesquisa
merece mais investigacao.

3.4 Fatoracao LU

Para esta aplica¢do, a maneira mais econdmica para calcular a fatoragdo LU € trabalhar com a versao
de atualizacdo atrasada. Quando uma coluna linearmente dependente aparece, ela ¢ eliminada da fa-
toracdo e o método prossegue com a proxima coluna na ordenacdo. Uma das principais desvantagens
de uma implementacio ndo sofisticada do pré-condicionador separador é o excesso de preenchimento
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na fatoracdo LU. Uma boa técnica consiste em interromper a fatoracdo quando preenchimento exces-
sivo ocorre e reordenar as colunas independentes encontradas até o momento de acordo com o nimero
de elementos ndo nulos. A fatoracdo € entdo iniciada do comego e o processo € repetido até que m
colunas independentes sejam encontradas. Na implementacdo, nés consideramos como preenchimento
excessivo, a fatoracdo que produz mais ndo nulos que o sistema de equacdes normais.

3.5 Calcular uma segunda fatoracao LU

Uma segunda fatoracdo € aplicada sobre o conjunto escolhido de colunas independentes utilizando as
técnicas convencionais para o calculo de uma fatoracdo LU eficiente. Esta abordagem melhora signi-
ficativamente os resultados de alguns problemas e, por isso, a segunda fatoragdo é sempre realizada.
Como consequéncia, ndo € necessario armazenar a U na fatoracdo que determina B. As seguintes
técnicas sdo as opcdes padrdo para a segunda fatoragdo LU no nosso codigo:

(i) As colunas sdo permutadas de acordo com a ordenagio de B! B, obtida usando grau minimo.

(i) Um parametro que determina o intervalo de tolerancia para escolha do piv6 foi incluido.

(iii) Em cada passo da fatoracdo, a permutacgao de linha é feita escolhendo como pivd aquele com menos
elementos nio nulos em sua linha para as colunas restantes da matriz original.

(iv) Encontramos também componentes fortemente conexas para reescrever a matriz na forma bloco
triangular.

3.6 Deteccao antecipada de colunas dependentes

Uma das dificuldades em determinar o subconjunto de colunas independentes é o nimero de colunas
dependentes visitadas no processo. Uma ideia consiste em verificar se uma coluna é dependente ou
ndo na versao de atualizacdo atrasada da fatoracdo LU. Se verificarmos que uma coluna candidata ji é
dependente nas primeiras k colunas, é desnecessario continuar atualizando a coluna candidata.

3.7 Colunas Simbolicamente Dependentes

Colunas simbolicamente dependentes sdo colunas que sdo linearmente dependentes quaisquer que se-
jam os valores numéricos dos elementos nao nulos. A ideia é encontrar um conjunto de, digamos, k
colunas com elementos nao nulos em no maximo k£ — 1 linhas. Este conjunto de colunas € simbolica-
mente dependente. Vamos primeiro considerar uma matriz quadrada por simplicidade. Nesta situacio,
o problema € equivalente a permutar elementos ndo nulos na diagonal. Este problema é equivalente a
encontrar um matching de um grafo bipartido, em que as linhas e colunas formam o conjunto de vér-
tices e as arestas sio representadas pelos elementos nao nulos. Essa ideia foi usada pela primeira vez
por Duff (1981). Em Coleman e Pothen (1987) esta ideia é estendida para matrizes retangulares. As
colunas sao reordenadas pelo grau e o algoritmo do matching aplicado para determinar um conjunto
de colunas candidatas, denominadas colunas chave, que nao sao simbolicamente dependentes. Note
que o numero de colunas independentes antes da k-ésima coluna chave na matriz é, no maximo, k — 1.
Portanto, € possivel acelerar a fatoragcdo LU sempre que encontramos k£ — 1 colunas numericamente
independentes localizadas antes da k-ésima coluna chave. A aceleracdo € alcancada descartando todas
as colunas da atual para a k-ésima coluna chave.
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3.8 Matching durante a fatoracao

Outra forma de evitar operacdes de ponto flutuante é fazer um matching durante a fatoracdo. Assim,
antes de atualizar a coluna verificamos se ela é simbolicamente dependente ou ndo. Se for, a coluna é
descartada e a fatorag@o continua com a proxima coluna. Esta técnica pode evitar esforco computacional
porque um matching pode ser feito na matriz original ao invés da fatorada. Além disso, nenhuma
operacdo de ponto flutuante é realizada. Se vdrias colunas sdo dependentes, o esfor¢o causado pelas
que ndo sdo dependentes é compensado reduzindo o tempo total para calcular a fatoracao.

3.9 Colunas Simbolicamente Independentes

Colunas simbolicamente independentes sdo colunas que sdo linearmente independentes para todos os
valores numéricos de seus elementos nao nulos. Uma estratégia eficaz consiste em mover as colunas
simbolicamente independentes para o inicio da lista ordenada uma vez que essas colunas necessaria-
mente estardo na fatoracdo. Entdo estas colunas podem ser reordenadas a fim de reduzir o niimero de
preenchimento na fatoragdo LU. Note que as colunas simbolicamente dependentes podem ser ignoradas
nesta etapa. N6s usamos abordagens heuristicas para identificar algumas das colunas simbolicamente
independentes. Na heuristica descrita abaixo, dizemos que a coluna j € a primeira coluna com elemento
nao nulo na linha ¢ se 7 contém o primeiro elemento ndo nulo na linha 7 no conjunto ordenado. N6s
consideramos uma coluna j simbolicamente independente, dado um conjunto ordenado, se pelo menos
uma das seguintes regras se aplica:

1. A coluna j € a primeira coluna com elemento ndo nulo em pelo menos uma linha;

2. A coluna j € a segunda coluna com elemento ndo nulo na linha ¢ e a primeira coluna com elemento
ndo nulo na linha 7 € também a primeira coluna com elemento niao nulo em pelo menos uma outra linha
ndo presente na coluna j.

3.10 Colunas Chave e Colunas Independentes

Outro uso para as colunas chave é aproximar como seria a estrutura esparsa da matriz B a ser fatorada.
Tal informacdo pode ser usada para reduzir o nimero de preenchimento na fatoracdo. Essa ideia fun-
ciona bem para alguns problemas, mas piora o desempenho ao calcular o pré-condicionador em outros.
Um dos critérios para decidir sobre o uso dessa abordagem é o nimero de colunas simbolicamente
independentes encontrado. Se esse nimero for proximo ao niimero total de colunas, as colunas chave
dardo uma melhor aproximacio do padrdo de esparsidade de B uma vez que a maioria das colunas na
fatorac@o sejam conhecidas.

3.11 Merge de Colunas Simbolicamente Independentes e Dependentes

Depois de reordenar as colunas simbolicamente independentes, é possivel reduzir ainda mais o nimero
de preenchimento na fatoracdo, fazendo um merge na lista de colunas simbolicamente independentes e
dependentes usando como critério o grau. Isto é permitido desde que as colunas permanegam simbolica-
mente independentes. E muito caro verificar se as colunas permanecem simbolicamente independente
em cada passo do processo de merge. Por isso, usamos a primeira ordenacido das colunas como uma
heuristica barata. Assim, nés movemos para frente na lista uma coluna simbolicamente dependente
com grau menor desde que ela permaneca atrds de colunas simbolicamente independentes com indice
menor na primeira ordenagao.
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3.12 Componentes Fortemente Conexas

Esta estratégia € aplicada as colunas chave. Uma vez que as colunas chave sdo determinadas por
um procedimento apropriado (matching), uma permutacdo para calcular as componentes fortemente
conexas jd estd disponivel. Dadas as componentes fortemente conexas, suas colunas sdo reordenadas
de acordo com o pré-condicionador separador. Em Oliveira e Sorensen (2005) foi provado que pode-
mos considerar a primeira coluna simbolicamente dependente em sua prépria componente conexa es-
tudando somente as linhas desta componente. Todas as colunas com indice menor na ordenagdo sdo
simbolicamente independentes. Observe que, com esta estratégia, as heuristicas para encontrar colunas
simbolicamente independentes podem ser aplicadas em cada bloco diagonal.

4 Experimentos Computacionais

Nés apresentamos vdrios experimentos numéricos com a abordagem de pré-condicionador hibrida.
Estes experimentos foram feitos para ilustrar como as técnicas para calcular o pré-condicionador sepa-
rador trabalham em conjunto e para determinar quais devem ser adotadas como padrio.

Os procedimentos para resolver os sistemas lineares com o pré-condicionador separador foram
implementados em linguagem C e aplicados dentro do c6digo PCx (Czyzyk et al., 1999). Os parametros
padrido do PCx sdo usados, exceto as multiplas corregdes que foram desligadas. Todas as tolerancias
foram definidas como a raiz quadrada do epsilon da maquina. Os experimentos foram realizados em
um processador Intel Core 2 Duo de 64 bits, 2GB e 2.2GHz e o sistema operacional Linux.

Para resolver os sistemas lineares, o critério de parada foi definido como | ||| < 1074

Quando o gap de otimalidade é menor que 10~° ou a mudanga de fase é detectada, o critério muda
para ||ry|| < 1078,

O nimero mdximo de iteragdes do método dos gradientes conjugados é o tamanho sistema. O
conjunto de problemas testes sao das colecdes NETLIB, QAPLIB e Kennington.

Chamamos de padrdo a versdo que utiliza a abordagem hibrida de precondicionamento, refatora
a matriz B, ndo cria a matriz B em toda iteracdo, faz a procura de linha e/ou colunas com um tnico
elemento, utiliza colunas chaves, nio faz o matching, reordena as colunas linearmente independentes,
ndo considera a fatoracdo LU incompleta e reordena as colunas durante a decomposi¢do LU.

A Tabela 1 apresenta uma comparagdo do tempo total de resolugdo da versdo padrdo com as ver-
sdes que consideram uma das técnicas presentes na padrdo, descritas na Secdo 3, para calcular o pré-
condicionador separador. As colunas da tabela t&ém os seguintes significados:

Coluna Separ: somente o pré-condicionador separador ¢ utilizado.

Coluna NRefat: a matriz B nao é refatorada.

Coluna B: a matriz B € criada em toda iteracao.

Coluna Unit: Linhas e/ou colunas com um tnico elemento ndo sio procuradas.
Coluna NChave: ndo utiliza as colunas chave.

Coluna Match: faz o matching durante a LU.

Coluna LUInc: a fatoracdo LU incompleta é considerada.

Coluna NLI: as colunas linearmente independentes nao sdo reordenadas.

Coluna NReord: o reordenamento das colunas nao ¢ feito durante a fatoragao LU.

Analisando a Coluna Separ e comparando-a com a Coluna Padrao, podemos afirmar que ao uti-
lizar o pré-condicionador separador desde a primeira iteracdo do método de pontos interiores perde-se
em eficéncia na maioria dos problemas (aproximadamente 81% dos problemas). Outros problemas
como etamacro, fitlp, pds-01, pds-02, pds-06, pds-10 and pds-20, que s@o resolvidos antes da troca de
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pré-condicionadores na abordagem hibrida, foram testados usando somente o pré-condicionador sepa-
rador. Os resultados tiveram o mesmo comportamento, sendo que para o problema pds-10 o aumento
no tempo chegou a ser 9,96 vezes maior. Além disso, a abordagem padrao ¢ mais robusta, pois ela
resolve um nimero maior de problemas. Estes outros problemas ndo aparecem na Tabela 1, pois foram
considerados somente para esta comparagao.

A abordagem que ndo refatora a matriz € mais lenta que a padrao, principalmente, nos problemas de
grande porte. Em torno de 63% dos problemas testados o desempenho piorou. Por exemplo, o problema
ste36b teve um aumento no tempo total de resolu¢do de aproximadamente 66%. Este resultado € con-
firmado pelo nimero médio de elementos ndo nulos, que reduz significativamente na matriz refatorada.
Para o problema ste36b, essa reducao foi em torno de 72%. Um resultado semelhante em relacdo ao
tempo total de resolucdo acontece quando a matriz B € calculada a cada iteracdo, em particular para
problemas de grande porte também.

Quando a procura por linhas e/ou colunas com um tnico elemento ndo nulo ndo é feita, 46% dos
problemas ndo sdo resolvidos e os que sdo resolvidos, o aumento no tempo chegou a ser 6,2 vezes maior
(nao considerando o problema adlittle).

Utilizar colunas chave produz resultados inconclusos. O desempenho de aproximadamente 43%
dos problemas melhora e de 34% dos problemas piora. O maior aumento foi em torno 22%, enquanto
que a redugdo, no melhor caso foi em torno de 38%.

Fazer o matching melhora a eficiéncia do método em aproximadamente 42% dos problemas e piora
em torno de 27% deles. Porém, a melhora nio € tdo significativa. Para a maioria dos problemas de
grande porte parece ser aconselhdvel ndo realizar o matching, uma vez que o tempo chega a ser 22%
menor (ste36b problem).

Considerar a fatoragdo LU Incompleta ndo trouxe aumento ou diminuicdo significativo no tempo
total de resolu¢do dos problemas. Entretanto, houve perda de robustez, pois em torno de 15% dos
problemas (os de maior dimensao) deixaram de ser resolvidos.

A abordagem padrdo que reordena as colunas LI € mais rdpida e estdvel que a versdo que ndo faz o
reordenamento, uma vez que o desempenho da versao sem reordenamento € pior em aproximadamente
63% dos problemas e 15% dos problemas (os maiores) deixaram de ser resolvidos. Isto confirma a
importancia dessa técnica.

Quando o reordenamento ndo € feito durante a decomposi¢do LU também piora o desempenho da
abordagem padrao, pois o tempo torna-se maior em 66% dos problemas. No pior caso, o aumento foi
em torno de 22%. Além disso, um problema nao foi resolvido.

Com relacdo ao numero total de iteracdes do método de pontos interiores, os resutados sio prati-
camente os mesmos para todas as variagdes estudadas. Na maioria dos casos em que houve alguma
alteracdo a diferenca foi de apenas uma iteracdo.

5 Conclusoes

Neste trabalho, consideramos uma abordagem hibrida de pré-condicionamento para resolver os sis-
temas lineares oriundos do método de pontos interiores, mais especificamente, o Preditor-Corretor. O
pré-condicionador fatoracdo controlada de Cholesky ¢ usado inicialmente e depois o pré-condicionador
separador, o qual tem um bom desempenho préximo da solucdo. No entanto, uma implementagao efi-
ciente do pré-condicionador separador ndo € trivial e diversas técnicas foram consideradas para tornar
a versao padrdo competitiva. De acordo com os experimentos realizados, concluimos que a versdao
padrio € robusta, pois resolve todos os problemas. Entretanto, melhorias ainda precisam ser feitas, uma

2742



Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional 1 6 ail 9

A Pesquisa Operacional na busca de eficiéncia nos Setembro de 2013
XI ,VSBPO servigqos p(JblFl?cos e/ou privados Natal/RN
Problema Padrao Separ NRefat B Unit NChave Match LUInc NLI NReord
25fv47 2,66 8,23 2,69 2,67 * 2,67 2,65 2,66 2,64 2,69
adlittle 0 0,01 0 0,01 * 0,01 0,01 0,01 0 0
agg? 0,67 0,80 0,67 0,66 1,47 0,67 0,66 0,67 0,70 0,68
agg3 0,5 0,65 0,50 0,45 1,18 0,50 0,49 0,49 0,49 0,50
bandm 0,15 0,31 0,16 0,15 * 0,16 0,16 0,16 0,16 0,16
blend 0 0,01 0,01 0,01 0 0,01 0,01 0,01 0 0
bnl2 7,32 11,2 7,35 6,13 * 7,38 7,23 7,30 7,38 7,41
boeing1 0,27 0,23 0,28 0,23 * 0,27 0,27 0,27 0,28 0,28
boeing2 0,03 0,03 0,03 0,04 * 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03
bore3d 0,02 0,02 0,02 0,02 0,06 0,02 0,02 0,02 0,02 0,03
capri 0,08 0,11 0,09 0,09 * 0,09 0,09 0,09 0,09 0,09
chr20b 15,86 10,04 16,27 14,36 16,15 15,58 16,04 15,91 16,15 16,02
chr20c 12,19 6,78 12,28 12,26 12,74 12,18 12,22 12,24 12,70 12,31
chr22b 16,35 18,04 16,25 16,12 17,90 15,76 16,22 16,35 16,52 17,73
chr25a 43,26 44,62 43,14 43,72 46,12 41,32 43,55 43,37 43,73 48,01
d6cube 2,02 3,73 2,03 2,05 * 2,09 1,93 2,17 1,94 2,04
degen2 0,37 0,32 0,35 0,43 * 0,29 0,35 0,35 0,33 0,36
degen3 8,35 6,54 8,44 13,53 * 5,56 8,32 8,34 7,55 8,50
€226 0,19 0,36 0,18 0,18 * 0,18 0,18 0,18 0,18 0,18
els19 93,8 112,37 94,98 336,61 267,18 58,59 97,39 94,20 123,13 95,19
finnis 0,26 * 0,27 0,19 * 0,26 0,26 0,26 * 0,26
forplan 0,17 0,75 0,17 0,17 0,18 0,17 0,17 0,16 0,17 0,17
hill2 7,65 11,60 7,61 9,54 8,27 6,53 7,65 7,68 8,89 7,65
israel 0,13 0,12 0,13 0,13 * 0,14 0,12 0,13 0,13 0,13
kb2 0 0 0 0,01 0 0 0 0 0 0
maros 2,50 * 2,56 2,49 * 2,51 2,48 2,49 2,82 2,54
nug05 0,03 0,03 0,02 * 0,05 0,03 0,03 0,02 * 0,03
nug06 0,12 0,12 0,12 0,12 0,15 0,11 0,12 0,12 0,12 0,12
nug07 0,48 0,62 0,49 0,58 0,48 0,41 0,48 0,48 0,53 0,50
nug08 1,18 1,76 1,20 1,50 1,25 1,31 1,20 1,17 1,37 1,20
nugl2 156,10 313,59 169,31 184,11 147,76 189,64 155,09 * * 188,36
nugl5 1592,32 | 5585,45 2156,89 1900,52 * 1 1669,45 1581,81 * 2011,06 1610,35
qapl2 151,83 265,37 176,75 189,50 144,55 139,42 151,26 * 168,44 153,12
qapl5 4711,82 * 6617,60 4897,61 * 1 3859,09 * * 3562,19 *
roul0 1,74 2,63 1,75 2,15 1,80 1,61 1,77 1,75 2,27 1,75
rou20 1769,07 | 8199,02 137591 | 10557,01 | 1776,06 | 152341 1766,24 * 2074,52 1798,90
scrl2 1,80 1,89 1,81 1,88 8,19 1,74 1,80 1,80 1,86 1,80
scrlS 11,62 12,84 11,66 20,75 * 8,56 11,49 11,56 13,61 11,69
scr20 138,56 169,12 138,91 224,79 858,26 92,98 144,43 | 137,95 169,11 139,76
ste36b 20957,77 * | 3472527 | 34768,03 * * | 2547785 * | 38422,29 | 25633,65
stocfor2 2,56 * 2,63 2,11 * 2,57 2,53 2,55 2,59 2,60

Tabela 1: Tempo total de resolucdo (s)

*: significa que o método falhou

vez que ela resolveu 32% dos problemas testados em menor tempo comparando com todas as outras
variantes juntas.
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