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RESUMO

Este artigo trata do espectro da matriz laplaciana normalizada de um grafo e dos es-
pectros de matrizes a esta relacionados: a matriz laplaciana e a matriz laplacianasem sinal de um
grafo. Limites para os autovalores da matriz laplaciana e da matriz laplaciana normalizada foram
determinados em função dos autovalores da matriz laplaciana sem sinal. Comoconsequência, os
autovalores para grafos regulares das matrizes laplaciana e laplaciana normalizada foram caracteri-
zados em função dos autovalores da matriz laplaciana sem sinal.

PALAVRAS CHAVE. Matriz laplaciana. Matriz laplaciana sem sinal. Matriz la placiana
normalizada.

Área Principal (Teoria e Algoritmos em Grafos)

ABSTRACT

This paper deals the spectrum normalized Laplacian matrix of a graph and thespectra of
matrices related to it: the Laplacian matrix and signless Laplacian matrix of a graph. Limits for the
eigenvalues of the Laplacian matrix and the normalized Laplacian matrix were determined by the
eigenvalues of the signless Laplacian matrix. As a consequence, the eigenvalues for regular graphs
of normalized Laplacian and Laplacian matrices were characterized in terms of eigenvalues of the
signless Laplacian matrix.
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1. Introdução

SejaG = (VG, EG) um grafo simples com conjunto de vérticesVG = {1, · · · , n} e
conjunto de arestasEG = {{i, j}; i, j ∈ VG}. Dadoi ∈ VG, as adjacências dei são os elementos
do conjuntoNG(i) = {j ∈ VG; {i, j} ∈ EG}. O graudi do vérticei é a cardinalidade de seu
conjunto de adjacências, isto é,di = |NG(i)|. Dizemos quei é um vértice isolado emG sedi = 0.
O grafo completoKn é aquele em que todo par de vértices é ligado por uma aresta e o grafo estrela
Sn é o que tem um vértice de graun−1 e todos os demais de grau 1. A matriz de adjacência deG é
a matrizAG = [aij ] de ordemn, ondeaij = 1, se{i, j} ∈ EG eaij = 0, se{i, j} /∈ EG. A matriz
dos graus deG é uma matriz diagonalDG cujos elementos da diagonal principal são os graus dos
vértices deG. SejamG um grafo eM uma matriz simétrica de ordemn associada aG. O espectro
deG relativo aM , denotado porSpecM (G), é o multiconjunto formado pelosn autovalores deM .
As matrizesLG = DG −AG eQG = DG +AG são conhecidas como laplaciana e laplaciana sem
sinal deG, respectivamente.LG tem autovalor nulo, portanto é semipositiva definida eQG tem
autovalor nulo seG for bipartido (Cvetkovíc, Rowlinson e Simíc (2010)). Logo, seus autovalores
são números reais não negativos e podem ser ordenados, respectivamente, por

µn ≤ µn−1 ≤ · · · ≤ µ1 e qn ≤ qn−1 ≤ · · · ≤ q1.

Fiedler (1973) mostrou queµn−1 = 0 se, e somente se,G é desconexo. Além disso, de
acordo com Merris (1994), a multiplicidade de 0, como autovalor deLG, é igual ao número de
componentes conexas do grafoG. Em outras palavras, o segundo menor autovalor deLG é positivo
se, e somente se,G é um grafo conexo. Por esse motivo,µn−1 é conhecido comoconectividade
algébrica deG.

Cvetkovíc, Rowlinson e Simíc (2007) provaram que seG é um grafo conexo entãoqn = 0
se, e somente se,G é um grafo bipartido. Além disso, a multiplicidade de 0 como autovalor deQG

é igual ao número de componentes conexas bipartidas e não triviais deG. Em outras palavras,qn
é positivo se, e somente se,G não é bipartido. Por esse motivo, Kirkland e Paul (2011) sugerem
que este autovalor seja interpretado como uma medida de biparticidade deG e Fallat e Fan (2012)
sugerem queqn seja chamado debiparticidade algébrica deG.

O objetivo deste trabalho é apresentar relações envolvendo os espectros das matrizes con-
sideradas acima e, atravéz disso, determinar as propriedades espectrais da matriz laplaciana nor-
malizada. Esta matriz é definida na Seção 2, onde estão reunidos conceitos eresultados espectrais
conhecidos. Na Secão 3 se encontram os resultados originais deste artigo com suas respectivas
demonstrações. As considerações finais são apresentadas na última seção.

2. Definições e resultados básicos

Iniciamos esta seção com a definição de matriz laplaciana normalizada para emseguida
apresentar alguns resultados preliminares que serão usados na seçãoposterior.

Definição 1 SejaG um grafo simples comn vértices. A matriz laplaciana normalizada deG é a
matrizLG = [ℓi,j ] onde

ℓi,j =







1, se i = j e di 6= 0;

− 1
√
didj

, se i é adjacente aj;

0, se i não é adjacente aj.
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Chung (1997) mostrou queLG é uma matriz não negativa, simétrica e semidefinida po-
sitiva, portanto seu espectro é formado por números reais não negativos e é dado em ordem não
crescente por:

ℓn ≤ ℓn−1 ≤ · · · ≤ ℓ1.

Além disso, mostrou que seG é um grafo sem vértices isolados então todos os autovalores deLG

pertencem ao intervalo[0, 2], a multiplicidade de 2 como autovalor deLG coincide com o número
de componentes conexas bipartidas e não triviais deG e a multiplicidade de 0 como autovalor de
LG coincide com o número de componentes conexas do grafoG. Em outras palavras, um grafo é
conexo se, e somente se,ℓn−1 > 0 e, além disso, um grafo conexo não é bipartido se, e somente se,
ℓ1 < 2.

Observação 1SeG é um grafo sem vértices isolados, então sua matriz dos grausDG é invertível
e, neste caso, podemos escrever

LG = D
−1/2
G LGD

−1/2
G .

SejaG1 o grafo da Figura 1.

1 2

3

4

5

Figura 1:G1

A matriz laplaciana normalizada deG1 é

LG1
=
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e seu espectro éSpecL(G1) = {0, 1, 1, 5
4
,
7

4
}.
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Os resultados que seguem são devidos a Chung (1997).

Proposição 1 SeG é um grafo comn ≥ 2 vértices, então:

(i) ℓn = 0;

(ii)
n∑

i=1

ℓi ≤ n, valendo a igualdade se, e somente se,G não tem vértices isolados;

(iii) ℓn−1 ≤
n

n− 1
≤ ℓ1, valendo as igualdades inferior e superior se, e somente se,G = Kn;

(iv) ℓn−1 ≤ 1 seG não é um grafo completo.

Proposição 2 SeG é um grafo comn vértices, então:

(i) o espectro laplaciano normalizado deG é a união dos espectros laplacianos normalizados de
suas componentes conexas;

(ii) seG é conexo, entãoℓn−1 > 0. Além disso, a multiplicidade do autovalor 0 é igual ao número
de componentes conexas deG;

(iii) para cadai ∈ {1, · · · , n}, ℓi ∈ [0, 2];

(iv) G é bipartido se, e somente se,ℓ1 = 2. Além disso, a multiplicidade do autovalor 2 é igual ao
número de componentes conexas bipartidas e não triviais deG.

Proposição 3 As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) G é bipartido;

(ii) Seℓ é um autovalor laplaciano normalizado deG, então2− ℓ também é um autovalor lapla-
ciano normalizado deG.

As próximas definições podem ser encontradas em Zumstein (2005), quea utilizou para
a determinação de alguns autovalores deLG.

Definição 2 SejamG um grafo finito ei, j ∈ VG, i 6= j.

(i) i e j são vértices gêmeos se, e somente se,N(i)− j = N(j)− i.

(ii) O vetorv = (v1, · · · , vn), cujas coordenadas são definidas por

vk =







1, se k = i;
−1, se k = j;
0, nos demais casos.

é conhecido por Vetor de Faria do grafoG.
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Observação 2SeG é um grafo finito ei e j são vértices gêmeos deG entãodi = dj .

Proposição 4 SejamG um grafo finito ei e j vértices gêmeos deG.

(i) Se{i, j} /∈ EG, então1 ∈ SpecL(G);

(ii) Se{i, j} ∈ EG, então
di + 1

di
∈ SpecL(G).

Em ambos os casos, cada par de vértices gêmeosi e j está associado a um vetor de Faria, o qual é

um autovetor deLG associado ou ao autovalor 1 ou ao autovalor
di + 1

di
.

Considere o grafoG2 da Figura 2. Como 1 e 2, 4 e 5, e 6 e 7 são pares de vértices gêmeos

deG2, da Proposição 4,
4

3
é um autovalor laplaciano normalizado com multiplicidade pelo menos

2 e 1 é um autovalor laplaciano normalizado com multiplicidade pelo menos 1.

1 2 3 4 5

6

7

Figura 2:G2, grafo com pares de vértices gêmeos.

Embora a Proposição 4 não caracterize necessariamente o espectro da matriz laplaciana
normalizada de um grafo, a aplicação sucessiva desta proposição irá permitir a caracterização de
espectros de grafos em famílias especiais.

Proposição 5 Para o grafo estrela,Sn, temos SpecL(Sn) = {0, 1, · · · , 1
︸ ︷︷ ︸

n−2 vezes

, 2}.

Demonstração. Da Proposição 1, tem-se queℓn = 0. SendoSn um grafo conexo e bipartido,
da Proposição 2,ℓ1 = 2 e é um autovalor simples deSn. Para determinar os demais autovalores,
nota-se que quaisquer dois vértices de grau 1 formam um par de vérticesgêmeos e não adjacentes.
Logo, da Proposição 4,ℓ = 1 é autovalor deSn com multiplicidaden− 2. De fato, fixe um vértice
i de grau 1 e considere os pares de vértices gêmeosi e j, ondej 6= i tem grau 1. Da Proposição
4, cada par de vértices gêmeos está associado a um vetor deFaria, os quais formam um conjunto
linearmente independente de cardinalidaden − 2. Portanto,ℓ = 1 é um autovalor deSn com
multiplicidaden− 2.

�
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O Teorema 6, devido a Butler (2008), determina uma relação entre os autovalores deLG

e deLG.

Teorema 6 SejaG um grafo, não necessariamente conexo, comn vértices e sem vértices isolados.
Para cadak ∈ {1, · · · , n} tem-se

µk

∆
≤ ℓk ≤ µk

δ
,

ondeδ e∆ denotam, respectivamente, os graus mínimo e máximo dos vértices deG.

SeG é um grafo conexo segue-se do Teorema 6 que

µn−1

∆
≤ ℓn−1 ≤

µn−1

δ
.

Assim, o segundo menor autovalor da matriz laplaciana normalizada deG está limitado inferior-
mente e superiormente por frações dadas em função da conectividade algébrica deG. Consequen-

temente,ℓn−1 > 0. Ainda, deste teorema, segue-se que seG é um grafor-regular então,ℓk =
µk

r
,

para todok ∈ {1, · · · , n}.

O próximo resultado, dado por Kirkland e Paul (2011), indica que o maior autovalor da
matriz laplaciana normalizada deG está relacionado com a biparticidade algébrica deG.

Teorema 7 SejaG um grafo conexo comn vértices então,

2− qn
δ

≤ ℓ1 ≤ 2− qn
∆

,

ondeδ e∆ denotam, respectivamente, os graus mínimo e máximo dos vértices deG.

O Teorema 8 pode ser encontrado em Horn e Johnson (1985).

Teorema 8 SejamA eS matrizes quadradas de ordemn, ondeA é simétrica eS é não singular.
Suponha que os autovalores deA e deSSt sejam dados em ordem não crescente. Então para cada
k ∈ {1, 2, · · · , n} existe um número realθk tal que

λn(SS
t) ≤ θk ≤ λ1(SS

t) e λk(SASt) = θkλk(A).

3. Resultados obtidos

Nesta seção, apresentamos os resultados obtidos neste trabalho, os quais relacionam os
autovalores da matriz laplaciana normalizada e os autovalores da matriz laplaciana com os autova-
lores da matriz laplaciana sem sinal. O Teorema 9 é uma generalização do Teorema 7 e os demais
resultados são decorrentes dele.

Teorema 9 SejaG um grafo comn vértices não isolados. Para cadak ∈ {1, · · · , n}

2− qk
δ

≤ ℓn−k+1 ≤ 2− qk
∆
,

onde∆ e δ denotam, respectivamente, os graus máximo e mínimo deG.

Demonstração.Seja a matriz simétricaTG = D
−1/2
G QGD

−1/2
G e sejamtn ≤ tn−1 ≤ · · · ≤ t1 seus

autovalores.

Fixadok ∈ {1, · · · , n}, pelo Teorema 8, existe um número realθk tal que

3091



XLVSBPO
Setembro de 2013

Natal/RN

16 a 19Simpósio Brasileiro de Pesquisa Operacional
A Pesquisa Operacional na busca de eficiência nos
serviços públicos e/ou privados

1

∆
≤ θk ≤ 1

δ
e tk = θkqk

onde
1

∆
e
1

δ
são o menor e o maior autovalores da matrizD−1

G = D
−1/2
G D

−1/2
G , respectivamente.

Como
LG + TG = D

−1/2
G (LG +QG)D

−1/2
G = 2I,

segue-se quetk = 2− ℓn−k+1. Comoqk ≥ 0, então

qk
∆

≤ 2− ℓn−k+1 ≤
qk
δ

e, portanto,

2− qk
δ

≤ ℓn−k+1 ≤ 2− qk
∆
.

Assim obtem-se o resultado.
�

O Corolário 10 explicita os autovalores da matriz laplaciana normalizada em função dos
autovalores da matriz laplaciana sem sinal de um grafor-regular.

Corolário 10 SeG é um grafor-regular, entãoℓn−k+1 = 2− qk
r

, onde1 ≤ k ≤ n.

O Corolário 11, que também decorre do Teorema 9, foi recentemente apresentado por
Lima e Nikiforov (2013), que utilizaram outras técnicas para sua demonstração.

Corolário 11 SeG é um grafo conexo eG 6= Kn, entãoδ ≤ q2.

Demonstração.Parak = 2, do Teorema 9,2− q2
δ

≤ ℓn−1 e da Proposição 1,ℓn−1 ≤ 1.

Logo,δ ≤ q2.
�

Corolário 12 SeG é um grafo conexo comn vértices, entãoqn ≤ n− 2

n− 1
∆, valendo a igualdade

se, e somente se,G é um grafo completo.

Demonstração.Da Proposição 1,
n

n− 1
≤ ℓ1 e do Teorema 9,ℓ1 ≤ 2− qn

∆
.

Logo,
n

n− 1
≤ 2− qn

∆
implica na desigualdade desejada.

Para mostrar a igualdade, sejaG um grafo tal queqn =
n− 2

n− 1
∆.

Assim,
n

n− 1
≤ ℓ1 ≤ 2− n− 2

n− 1
=

n

n− 1
.

Portanto,ℓ1 =
n

n− 1
e, consequentemente, pela Proposição 1, conclui-se queG = Kn.

�
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Os Teoremas 6 e 9 nos mostram uma conexão entre os autovalores das matrizes laplaciana
e laplaciana sem sinal, a qual é explicitada na seguinte proposição.

Proposição 13SeG é um grafo comn vértices, não necessariamente conexo, e sem vértices iso-
lados então para cadak ∈ {1, · · · , n},

2δ − qk ≤ µn−k+1 ≤ 2∆− qk,

onde∆ e δ denotam, respectivamente, os graus máximo e mínimo deG.

Demonstração.Dos Teoremas 6 e 9 temos

2− qk
δ

≤ ℓn−k+1 ≤
µn−k+1

δ
⇐⇒ 2δ − qk ≤ µn−k+1.

Analogamente,
µn−k+1

∆
≤ ℓn−k+1 ≤ 2− qk

∆
⇐⇒ µn−k+1 ≤ 2∆− qk

Obtendo assim, as desigualdades desejadas.
�

O próximo resultado caracteriza os autovalores das matrizes laplaciana e laplaciana nor-
malizada para grafos regulares em função dos autovalores da matriz laplaciana sem sinal.

Proposição 14SeG é um grafor-regular comn vértices então, para todok ∈ {1, · · · , n},

ℓn−k+1 = 2(1− qk
q1

) e µn−k+1 = q1 − qk.

Demonstração.Cvetkovíc, Rowlinson e Simíc (2007), mostraram que seG é um grafor-regular,

entãor =
q1
2

.

Logo, da Proposição 13 temos

µn−k+1 = q1 − qk

e do Corolário 10,

ℓn−k+1 = 2(1− qk
q1

).

�

4. Considerações Finais

As principais contribuições deste artigo estão nas relações estabelecidasentre os autova-
lores das matrizes laplaciana e laplaciana normalizada com os autovalores damatriz laplaciana sem
sinal (Teorema 9 e Proposição 13). Para os grafos regulares, tais resultados nos levaram à caracteri-
zação dos autovalores laplacianos e laplacianos normalizados, em função dos autovalores da matriz
laplaciana sem sinal.
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