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RESUMO

Este artigo trata do espectro da matriz laplaciana normalizada de um grafoes-do
pectros de matrizes a esta relacionados: a matriz laplaciana e a matriz laptecrag@mal de um
grafo. Limites para os autovalores da matriz laplaciana e da matriz laplaciamalizada foram
determinados em funcéo dos autovalores da matriz laplaciana sem sinal. cGoseguéncia, 0s
autovalores para grafos regulares das matrizes laplaciana e laplamiereirada foram caracteri-
zados em funcédo dos autovalores da matriz laplaciana sem sinal.

PALAVRAS CHAVE. Matriz laplaciana. Matriz laplaciana sem sinal. Matriz la placiana
normalizada.

Area Principal (Teoria e Algoritmos em Grafos)

ABSTRACT

This paper deals the spectrum normalized Laplacian matrix of a graph asgdbea of
matrices related to it: the Laplacian matrix and signless Laplacian matrix of a.dripits for the
eigenvalues of the Laplacian matrix and the normalized Laplacian matrix weyardeed by the
eigenvalues of the signless Laplacian matrix. As a consequence, theadigestor regular graphs
of normalized Laplacian and Laplacian matrices were characterized in témigeavalues of the
signless Laplacian matrix.
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1. Introducéo

SejaG = (Vg, Eg) um grafo simples com conjunto de vértices = {1,--- ,n} e
conjunto de arestaBs = {{i,j};i,j € Vo }. Dadoi € Vg, as adjacéncias desédo os elementos
do conjuntoNg (i) = {j € Vig;{i,j} € Eg}. O graud; do vértice: é a cardinalidade de seu
conjunto de adjacéncias, isto&,= | N¢(7)|. Dizemos queé é um vértice isolado erfy sed; = 0.

O grafo completds,, € aquele em que todo par de vértices é ligado por uma aresta e o grdfo estre
Sy, € 0 que tem um vértice de grau- 1 e todos os demais de grau 1. A matriz de adjacéncia ée
amatrizAg = [a;;] de ordemm, ondea;; = 1, se{i, j} € Eg ea;; =0, se{i,j} ¢ Eg. A matriz

dos graus dé&/ é uma matriz diagondD cujos elementos da diagonal principal sdo os graus dos
vértices de=. SejamG um grafo eM uma matriz simétrica de ordemassociada &'. O espectro
deG relativo aM, denotado poBpeg,(G), é o multiconjunto formado pelosautovalores dé/.

As matrizesLg = Dg — Ag e Qo = D¢ + Ag sé@o conhecidas como laplaciana e laplaciana sem
sinal deG, respectivamenteL tem autovalor nulo, portanto € semipositiva definid@ tem
autovalor nulo s& for bipartido (CvetkowE, Rowlinson e Sind (2010)). Logo, seus autovalores
s&80 numeros reais ndo negativos e podem ser ordenados, respeaot, por

Pn <pp—1<---<pur € gnp<gqp-1<---<qi.

Fiedler (1973) mostrou que,—; = 0 se, e somente sé&; é desconexo. Além disso, de
acordo com Merris (1994), a multiplicidade de 0, como autovaloEde é igual ao nimero de
componentes conexas do grafoEm outras palavras, o segundo menor autovaldré positivo
se, e somente s€; é um grafo conexo. Por esse motiyg, 1 € conhecido comaonectividade
algébrica deG.

Cvetkovic, Rowlinson e Sinti (2007) provaram que €& € um grafo conexo entag = 0
se, e somente sé&; é um grafo bipartido. Além disso, a multiplicidade de 0 como autoval@pde
€ igual ao numero de componentes conexas bipartidas e néo trividis e outras palavrag,,
€ positivo se, e somente g&,ndo é bipartido. Por esse motivo, Kirkland e Paul (2011) sugerem
gue este autovalor seja interpretado como uma medida de biparticidatle &allat e Fan (2012)
sugerem que,, seja chamado daiparticidade algébrica dé&-.

O objetivo deste trabalho é apresentar relacdes envolvendo os esmitimatrizes con-
sideradas acima e, atravéz disso, determinar as propriedades ésplctratriz laplaciana nor-
malizada. Esta matriz é definida na Secdo 2, onde estdo reunidos concegokaglos espectrais
conhecidos. Na Secdo 3 se encontram 0s resultados originais destecartigsuas respectivas
demonstracdes. As consideragdes finais sdo apresentadas na Ulima se¢

2. Defini¢des e resultados basicos

Iniciamos esta se¢do com a definicdo de matriz laplaciana normalizada paegioe
apresentar alguns resultados preliminares que serdo usados npastedor.

Definicdo 1 SejaGG um grafo simples com vértices. A matriz laplaciana normalizada déé a
matrizLqa = [¢; ;] onde

1, sei=j ed; #0;
1
o= = , sei éadjacente g;
l 0d J )
0, se i ndo € adjacente g
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Chung (1997) mostrou qué.; € uma matriz ndo negativa, simétrica e semidefinida po-
sitiva, portanto seu espectro € formado por nimeros reais ndo negat&vadado em ordem néo
crescente por:

Enggn—l < SEI

Além disso, mostrou que $& € um grafo sem vértices isolados entédo todos os autovalorég de
pertencem ao interval, 2], a multiplicidade de 2 como autovalor dg; coincide com o nimero

de componentes conexas bipartidas e néo triviai§ @ea multiplicidade de 0 como autovalor de
L coincide com o numero de componentes conexas do gfatém outras palavras, um grafo é
conexo se, e somente $g, ; > 0 e, além disso, um grafo conexo néo é bipartido se, e somente se,
< 2.

Observagdo 1SeG € um grafo sem vértices isolados, entdo sua matriz dos greus invertivel
e, neste caso, podemos escrever
_—1/2 —1/2
Le=Dg "LaDg .

SejaG; o grafo da Figura 1.

—_
[\

Figura 1.G,

A matriz laplaciana normalizada de, é

SR T S NS T U
L LR L
_Z 1 - - __—
111 . V8 V8 VB
LA = | —— —— 1 0 0
BN ECE
- __— 0 1 0
v
- 0 0 1
L V8 VB .
7
e seu espectro®pec(G1) = {0, 1,1, vk 1}
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Os resultados que seguem s&o devidos a Chung (1997).

Proposicdo 1 SeG é um grafo comn > 2 vértices, entao:

(i) £n=0;

(i) Z ¢; < n, valendo a igualdade se, e somente@@ao tem vértices isolados;
i=1

(i) 4,1 < 1 < {4, valendo as igualdades inferior e superior se, e somenté' se K, ;

n —

(iv) £,—1 <1 seG ndo é um grafo completo.

Proposicdo 2 SeGG é um grafo comnm vértices, entao:

(i) o espectro laplaciano normalizado deé a unido dos espectros laplacianos normalizados de
suas componentes conexas;

(ii) seG é conexo, entdh, 1 > 0. Além disso, a multiplicidade do autovalor O € igual ao numero
de componentes conexas@ge

(i) paracadai € {1,---,n}, ¢; € 0,2];

(iv) G é bipartido se, e somente gg,= 2. Além disso, a multiplicidade do autovalor 2 € igual ao
namero de componentes conexas bipartidas e néo triviafs.de

Proposicao 3 As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(i) G é bipartido;

(i) Se¢ é um autovalor laplaciano normalizado d& entdo2 — ¢ também & um autovalor lapla-
ciano normalizado dé;.

As proximas definicbes podem ser encontradas em Zumstein (2005, uilieou para
a determinacéo de alguns autovalore£de

Definicdo 2 SejamG um grafo finito €, j € Vg, @ # j.

(i) i ej séo vértices gémeos se, e somentévge) — j = N(j) — i.

(i) O vetorv = (vy,---,vy,), cujas coordenadas séo definidas por
1, se k =1;
v =< —1, sek=yj;

0, nos demais casos.

é conhecido por Vetor de Faria do grafe.
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Observacéo 2SeG € um grafo finito € e j séo vértices gémeos deentédod; = d;.
Proposicdo 4 SejamG um grafo finito e e j vértices gémeos dg.

(i) Se{i,j} ¢ Eq, entdol € Speg(G);
d;i+1

i

(i) Se{i,j} € E¢, entdo € Speg(G).

Em ambos os casos, cada par de vértices gérhegsesta associado a um vetor de Faria, o qual é
. i+ 1
um autovetor d&€ associado ou ao autovalor 1 ou ao autova%dﬂ.
7
Considere o graft:, da Figura2. Como le 2,4 e 5, e 6 e 7 sdo pares de vértices gémeos

de G4, da Proposicao 4; é um autovalor laplaciano normalizado com multiplicidade pelo menos
2 e 1 é um autovalor laplaciano normalizado com multiplicidade pelo menos 1.

Figura 2:G4, grafo com pares de vértices gémeos.

Embora a Proposicdo 4 ndo caracterize necessariamente o espectivizitaptaciana
normalizada de um grafo, a aplicacdo sucessiva desta proposicanndipa caracterizacao de
espectros de grafos em familias especiais.

Proposicéo 5 Para o grafo estrela$,,, temos Sped.S,,) = {0, 1,---,1,2}.
N——

n—2 vezes

Demonstracdo. Da Proposicédo 1, tem-se qdg = 0. SendosS,, um grafo conexo e bipartido,
da Proposicdo Z,; = 2 e € um autovalor simples dg,. Para determinar os demais autovalores,
nota-se que quaisquer dois vértices de grau 1 formam um par de vééivess e ndo adjacentes.
Logo, da Proposicéo 4,= 1 é autovalor de&5,, com multiplicidaden — 2. De fato, fixe um vértice
i de grau 1 e considere os pares de vértices gémegsonde; # i tem grau 1. Da Proposi¢éo
4, cada par de vértices gémeos estd associado a um vefarideos quais formam um conjunto
linearmente independente de cardinalidade 2. Portanto,/ = 1 é um autovalor de5,, com
multiplicidaden — 2.

O
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O Teorema 6, devido a Butler (2008), determina uma relagéo entre oslawsveel
edelq.

Teorema 6 SejaGG um grafo, ndo necessariamente conexo, @értices e sem vértices isolados.
Para cadak € {1,--- ,n} tem-se
123 U
AR € < =
A==

ondes e A denotam, respectivamente, 0s graus minimo e maximo dos vértices de

SeG é um grafo conexo segue-se do Teorema 6 que

Hn—1 Hn—1

A 0
Assim, o0 segundo menor autovalor da matriz laplaciana normalizadaet#d limitado inferior-
mente e superiormente por fragdes dadas em funcéo da conectivigéldeca dez. Consequen-

tementef,, 1 > 0. Ainda, deste teorema, segue-se qué& seum grafor-regular entéol, = @,
"

paratodat € {1,--- ,n}.

S gnfl S

O préximo resultado, dado por Kirkland e Paul (2011), indica que o matovalor da
matriz laplaciana normalizada deesta relacionado com a biparticidade algébricé/de

Teorema 7 SejaGG um grafo conexo com vértices entao,

dn qn
2— =</ <2-=
5 = 1 > A?

onded e A denotam, respectivamente, 0s graus minimo e maximo dos vértices de
O Teorema 8 pode ser encontrado em Horn e Johnson (1985).

Teorema 8 SejamA e S matrizes quadradas de ordem onde A é simétrica eS é ndo singular.
Suponha que os autovalores dee deS'S* sejam dados em ordem néao crescente. Entdo para cada
ke {1,2,---,n} existe um nimero red), tal que

A (SS1) < 0 < A (SSY) e M\ (SASY) = 0\ (A).

3. Resultados obtidos

Nesta secdo, apresentamos os resultados obtidos neste trabalhds aslgo@nam os
autovalores da matriz laplaciana normalizada e os autovalores da matriz laple@mn os autova-
lores da matriz laplaciana sem sinal. O Teorema 9 € uma generalizacdo dma@ebe os demais
resultados séo decorrentes dele.

Teorema 9 SejaGG um grafo conm vértices ndo isolados. Para cadac {1,--- ,n}
gk

K’

ondeA e § denotam, respectivamente, 0s graus maximo e minindéa de

2- % <lppr1<2-

Demonstragdo.Seja a matriz simétricds; = Dal/QQcng esejam, <t, 1 <---<t;seus
autovalores.

Fixadok € {1,--- ,n}, pelo Teorema 8, existe um namero réatal que

3091



J‘/H’ Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional 16 a 19

A Pesquisa Operacional na busca de eficiéncia nos Setembro de 2013
SBPO servicos publicos e/ou privados Natal/RN

e tr = Opak

7| =

1
— <
A
1 1 . 1 yl/24-1/2
ondeZ e 5 s&0 0 menor e o maior autovalores da maﬂgl =D, '"D.'", respectivamente.

Como
Lo+ Te = 1/ (Le+ Qc)Dg, S =

segue-se qug, = 2 — {,, 1. Comog; > 0, entdo

= 9],

qk ak
—=<2—4,_ < =

e, portanto,

qk
2—?<£n k1 <2 1

Assim obtem-se o resultado.
O

O Corolario 10 explicita os autovalores da matriz laplaciana normalizada eqadwaos
autovalores da matriz laplaciana sem sinal de um graégular.

Corolério 10 SeG € um grafor-regular, entdol,, .1 =2 — —, ondel < k < n.
T

O Coroléario 11, que também decorre do Teorema 9, foi recentementeeatado por
Lima e Nikiforov (2013), que utilizaram outras técnicas para sua demgéstra

Corolario 11 SeG é um grafo conexo & # K, entdod < ¢».
Demonstracéo.Parak = 2, do Teorema 9 — %2 <{,_1edaProposicdo ¥,, | < 1.
Logo,d < gs.

g

L. , L, . - n—2 .
Corolario 12 SeG é um grafo conexo com vértices, entag,, < —1A, valendo a igualdade
n —
se, e somente s€, é um grafo completo.

Demonstracdo.Da Proposi¢céo 1,

n 1 < ¢; e do Teorema % §2—qZ”.

Logo —7 <2- Z implica na desigualdade desejada.
. -2
Para mostrar a igualdade, s€jaum grafo tal quey,, = n—lA.
/”L —
Assim,
S£1§2_71—2: n_
n—1 n—1 n-—1
Portanto/; = n 1 e, consequentemente, pela Proposicdo 1, conclui-s&' gaes,, .
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Os Teoremas 6 e 9 nos mostram uma conexao entre os autovalores dasagiazeana
e laplaciana sem sinal, a qual é explicitada na seguinte proposigao.

Proposicdo 13SeG é um grafo comm vértices, ndo necessariamente conexo, e sem vértices iso-
lados entdo para cada € {1,--- ,n},

20 — qr < pn—k+1 <20 — q,

ondeA e denotam, respectivamente, 0s graus maximo e mininia de

Demonstracédo.Dos Teoremas 6 e 9 temos

qk Hn—k+1
2— 5 <lpgt1 < HTJF 20 — gk < Hp—k+1-
Analogamente,
—k+1 qk
MT+ <lp_py1 <2 — A > fn—kt1 <20 — g

Obtendo assim, as desigualdades desejadas.
O

O préximo resultado caracteriza os autovalores das matrizes laplaciadacgala@ nor-
malizada para grafos regulares em fun¢éo dos autovalores da matrizdaplaem sinal.

Proposicéo 14 SeG é um grafor-regular comn vértices entéo, paratode € {1,--- ,n},
dk
bgr1 =2(1 — a) € fn—k+1 = q1 — Q-

Demonstragdo.Cvetkovic, Rowlinson e Sind@ (2007), mostraram que §eé um grafor-regular,

= q1
entaor = —.
2

Logo, da Proposicdo 13 temos
Hn—k+1 = 41 — Gk

e do Coroléario 10,

gk
b =2(1— 25).
q1

4. Consideracdes Finais

As principais contribuic@es deste artigo estéo nas relacdes estabeltigdass autova-
lores das matrizes laplaciana e laplaciana normalizada com os autovalaraesiddaplaciana sem
sinal (Teorema 9 e Proposicdo 13). Para os grafos regulares stdtad®s nos levaram a caracteri-
zacao dos autovalores laplacianos e laplacianos normalizados, ero fdoscautovalores da matriz
laplaciana sem sinal.
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