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RESUMO

Este artigo apresenta uma metodologia desenvolvida utilizando as técnicas de Analise
Envoltéria de Dados (DEA) e Self-OrganizingMaps (SOM) com o objetivo de clusterizaras
unidades produtivas analisadas. Neste estudo, os vetores de entrada sdo 0s pesos das variaveis
encontrados na técnica DEA, a fim de gerar grupos com perfis semelhantes de contribui¢bes dos
inputs e outputs. Desta forma, esta clusterizacdose diferencia das aplicagdes encontradas na
literatura, que em sua maioria utiliza como padrdes de entrada as eficiéncias geradas no DEA.
Para isso, dois procedimentos sdo incorporados a metodologia para aplicar o método: 0s pesos
utilizados sdo transformados em contribuicdo de cada varidvel para a DMU antes da
clusterizagdoel um problema de programacdo linear é utilizado para definir qual conjunto de
pesos, dentre os pesos 6timos gerados no DEA, serd utilizado como padréo de entrada do SOM.

PALAVARAS CHAVE. Mapas Auto-Organizaveis, DEA, Contribuicéo dos pesos.

ABSTRACT

This paper presents a methodology developed using the techniques of Data
Envelopment Analysis (DEA) and Self-Organizing Maps (SOM) in order to cluster productive
units under analysis. In this study, the input vectors are the weights found in DEA in order to
generate groups with similar profiles of inputs and outputs contributions. This way, this
clustering is different from the applications found in literature, which commonly use the
efficiency scores assessed by DEA as input vector. For this purpose, two processes are
incorporated into the methodology to apply the method: the weights used are converted into the
contribution of each variable to the DMU and, in addition, a problem of linear programming is
used to determine which set of weights from the optimal weights generated by DEA will be used
as input vectorof SOM.

KEYWORDS.Self-Organizing Maps.DEA.Weights Contribution.
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1. Introducéo

Quando se pretende medir a eficiéncia de sistemas produtivos homogéneos, a técnica
ndo paramétrica de Andlise Envoltéria de Dados (DEA) apresenta-se como a mais citada na
literatura. A ampla aplicacdo desta técnica pode ser comprovada com diversos exemplos bem
sucedidos, como aqueles encontrados em Gomes et al. (2008), Moreno & Lozano (2012) e Adler
&Berechman (2001).

Como todo método ndo paramétrico, DEA define sua curva de producdo com base em
programacdo matematica e ndo necessita, a priori, da definicdo de uma funcdo de producédo
(Murillo-Zamorano & Vega-Cervera, 2000). Esta técnica tem como finalidade calcular a
eficiéncia das unidades produtivas (DMUs) através da analise da relacdo entre os niveis de
insumos (inputs) utilizados na producdo e os niveis de resultados (outputs) obtidos.

Segundo Biondi Neto (2001) e Biondi Neto et al. (2004), a técnica DEA possui uma
vantagem relevante, que consiste na sua rapida execugdo, principalmente quanto utilizada em
conjunto com algoritmos baseados em redes neurais artificiais.

As redes neurais artificiais sdo modelos computacionais desenvolvidos com o objetivo
de simular as redes neurais bioldgicas, agregando com isso algumas capacidades intrinsecas ao
ser humano, tais como: aprendizado, armazenamento de conhecimento e geragdo de
conhecimento (Medler, 1998).

Os primeiros estudos sobre o comportamento do neurdnio bioldgico que pretendiam
criar um modelo matematico com base nos mesmos foram apresentados por McCulloch&Pitts
(1943) e abriram espaco para 0 desenvolvimento do primeiro modelo de rede neural por
Rosenblatt (1958), denominado perceptron.

Apos estes estudos, diversos outros foram desenvolvidos com o objetivo de criar novos
modelos de redes neurais com diferentes propdsitos e aplicagdes. Dentre estes modelos, destaca-
se a rede desenvolvida por Kohonen (1982) denominada Self-OrganizingMap (SOM). Maiores
detalhes sobre a criacdo e a modelagem desta rede encontram-se na se¢do 2.2 deste paper. Por
ora, é importante ressaltar que estas redes tém uma ampla aplicacdo nos estudos direcionados a
classificacdo de dados e a formacéo de clusters.

Martiniano et al. (2012), por exemplo, utilizaram esta rede para mapear dentro de um
conjunto de funcionérios, aqueles que ja apresentaram ou poderdo apresentar um comportamento
absenteista ou presenteista a partir de um conjunto de dados previamente armazenados. Além
deste, outros estudos encontrados na literatura (Alves et al., 2013 e Santos et al., 2011) conferem
a aplicabilidade do SOM na clusterizacdode dados.

Apesar de bem aplicadas isoladamente, as duas técnicas citadas (SOM e DEA) sédo
bastante exploradas de maneira conjunta. Diversos estudos tém utilizado o SOM como uma etapa
inicial,clusterizandoas unidades analisadas em grupos homogéneos e, posteriormente, aplicando
DEA em cada um dos clusters a fim de calcular a eficiéncia das unidades que compdem cada
grupo (Churilov&Litman, 2003 e Alves et al., 2013).

Outra abordagem hibrida bastante encontrada é uma metodologia inversa, que calcula a
eficiéncia de todas as unidades sob andlise e, posteriormente, agrupa estas unidades segundo o
seu score de eficiéncia, criando assim grupos com perfis semelhantes de produtividade (Soares de
Mello et al., 2012).

A proposta deste estudo vai além da medi¢do e clusterizagdo das eficiéncias
encontradas. O objetivo proposto é desenvolver um modelo hibrido que utilize as duas técnicas
citadas a fim de agrupar as DMUs pela contribuicdo dos seus pesos. Com isso, 0 mapa resultante
apresentara ndo o perfil de produtividade das unidades sob anélise, mas o perfil destas unidades
segundo a contribuicdo de cada uma das variaveis consideradas no estudo. Numa problemaética de
negociacdo € interessante que cada unidade saiba com gquem tem mais semelhancas de forma
poder fazer aliangas eficazes.

Para isso, 0 presente artigo esta estruturado da seguinte maneira: a se¢do 2 apresenta o
referencial tedrico sobre os dois métodos utilizados, ou seja, a Analise Envoltéria de Dados e o
Self-Organizing Map. A secdo 3 descreve a metodologia adotada na modelagem proposta,
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enguanto a sec¢do 4introduz um caso numérico a fim de exemplificar a aplicagdo do modelo. Por
fim, a se¢do 5destaca as conclusfes alcangadas com o estudo desenvolvido.

2. Métodos utilizados

2.1 - Analise Envoltéria de Dados (DEA)

A Andlise Envoltéria de Dados (DEA) consiste numa técnica ndo paramétrica que
utiliza programacdo matematica para calcular a eficiéncia de um conjunto de unidades
produtivas, denominadas DMUs (DecisionMakingUnits). O score de eficiéncia de cada DMU ¢
calculado através da comparacao dos seus outputs (resultados) e inputs (recursos utilizados) em
relacdo as demais DMUssob analise.

O modelo inicial proposto por Charneset al. (1978) considera que as DMUs trabalham
com retornos constantes de escala, o que significa que as variagbes nos seus insumos geram uma
variagdo proporcional nos seus outputs. Este modelo recebe o nome de CCR ou CRS (Constant
ReturntoScale).

Alguns anos depois, um novo modelo foi desenvolvido por Bankeret al. (1984)
considerando retornos variaveis de escala, ou seja, as DMUs podem operar com retornos
crescentes ou decrescentes de escala. Este novo modelo DEA é conhecido como BCC ou VRS
(VariableReturntoScale).

Para ambos os modelos, ha dois tipos de orientacdo possiveis: orientacdo a input e
orientag&o a output. A primeira minimiza a quantidade de recursos utilizados mantendo inalterada
a guantidade de resultados obtidos (outputs). Enquanto isso, a segunda abordagem busca
maximizar os seus resultados, mantendo inalterada a quantidade de inputs.

O célculo de eficiéncia de uma dada DMU é realizado através da resolugdo de um
Problema de Programacéo Linear (PPL), que permite que a DMU selecione o conjunto de pesos
que mais Ihe convém, ou seja, aquele que maximiza a sua eficiéncia dadas as restricbes do PPL.
Entretanto, 0 modelo exige que este conjunto de pesos, uma vez aplicado as demais DMUs sob
analise, ndo gerem uma eficiéncia superior a 1. Esta caracteristica do DEA o torna conhecido
como uma técnica benevolente (Alcantara et al., 2003).

Segundo Pedraja-Chaparroet al. (1997), esta flexibilidade do modelo permite que a
DMU seja eficiente com multiplas solugdes de pesos 6timos. Sobre o significado destes pesos,
Gomes et al. (2000) ponderam que eles representam um sistema de valor relativo para cada uma
das DMUs analisadas e, portanto, ndo devem ser considerados a importancia de cada varidvel
para esta dada DMU. Entretanto, caso os dados utilizados no modelo sejam previamente tratados,
é possivel associar 0s pesos a importancia das variaveis.

E possivel associar o input (e output) virtual a importancia relativa de cada input
(output)para uma dada DMU. O input virtual é obtido através do produto entre o valor do input e
do seu peso 6timo. O output virtual é encontrado de maneira analoga.

Entretanto, as DMUs podem apresentar multiplos pesos 6timos, gerando assim
diferentes valores de inputs/outputs virtuais. Desta forma, uma das etapas deste estudo se destina
a selecionar o conjunto de pesos 6timos e, consequentemente, 0s inputs/outputs virtuais mais
adequados para serem utilizados na clusterizacao das unidades produtivas.

2.2 - Self-OrganizingMap (SOM)

O SOM constitui um tipo especifico de rede neural artificial e surgiu a partir da
simulacdo do cérebro humano e da sua capacidade de organizar as informacGes de maneira
I6gica, formando um mapa de conhecimento.

Segundo Smith (2002),uma vez apresentados os dados de entrada a rede, ela é capaz de
segmenta-los com base nas suas similaridades, criando clusters com unidades homogéneas entre
si.Kohonen (1998) destacou que uma das vantagens desta rede é a sua capacidade de trabalhar
com dados de alta dimensionalidade, transformando-os em mapas geralmente unidimensionais ou
bidimensionais.

Biondi Neto et al. (2006) descrevemeste mapa como um grade composta por

neurdnios interligados. Tais neurbnios sdo representados pelos nés das grades e podem
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assumir diferentes topologias, sdo elas: hexagonal, retangular e aleatéria (Haykin, 1999).
A Figural ilustra a grade de neurdnios do SOM.

Grade Bidimensional de
saida

Pesos

X Xz X3 Ce Xm Entradas X

Figura 1: Mapa de saida do SOM

O processo de formagdo do mapa ocorre em trés etapas: a etapa inicial consiste na
apresentacao dos padrdes de entrada a rede. Nesta etapa, todos 0s neurdnios recebem os dados do
vetor de entrada. Assim, o neur6nio cujo vetor peso mais se aproximar do vetor de entrada é
ativado e considerado o neurénio “vencedor”.

Devido ao fato dos neurdnios competirem entre si para armazenarem um dado padrdo
de entrada, esta etapa é conhecida como etapa de competicédo e utiliza o aprendizado competitivo
(Braga et al., 2000).

Apos a definicdo do neurénio “vencedor”, a rede passa pela fase de cooperagao, na qual
0 “vencedor” ativa os neurbnios que estdo dentro do seu raio de vizinhanca. A definicdo da
vizinhanca sera dada por dois parametros: a topologia da rede e o raio de vizinhanca.

Na ultima etapa, conhecida como etapa de adaptacdo, o neurbnio “vencedor” e sua
vizinhancga tém seus pesos ajustados (Haykin, 1999) e passam a armazenar as caracteristicas dos
padrdes de entrada que os ativaram. Ao final destas etapas, serd formado um mapa de saida
agrupando os dados de entrada segundo suas caracteristicas similares.

Esta capacidade do SOM de criar padrBes e codificar os dados apresentados a rede
apenas com os padrdes de entrada é decorrente do algoritmo de aprendizado utilizado por este
tipo de rede neural denominado aprendizado ndo supervisionado. Além deste, ha o aprendizado
supervisionado, no qual sdo apresentados a rede os vetores de entrada e o0s vetores de saida
desejados para que a rede seja treinada.

Devido as suas capacidades de detectar padrGes, o SOM tem sido utilizado em
diferentes areas de conhecimentos, tais como: classificacdo de perfis, categorizacdo de imagens,
mineracdo em banco de dados, a classificagéo e o agrupamento de dados. Os dois Gltimos sdo o0s
campos mais difundidos e explorados na literatura (Martiniano et al., 2012).

3. Metodologia

A metodologia proposta neste estudo é composta por duas etapas distintas: a primeira
etapa aborda a aplicagdo da técnica DEA para definicdo das eficiéncias e dos pesos das DMUSs;
enquanto a segunda etapa contempla a clusterizacdodas DMUs com base nos pesos encontrados
na primeira etapa utilizando o método SOM.Conforme j& citado neste paper, no DEA € possivel
que uma DMU seja eficiente com maltiplos pesos 6timos. Por este motivo, um procedimento foi
incorporado ao método para lidar com esta multiplicidade dos pesos.

Inicialmente, foi utilizado o software SIAD (Angulo-Mezaet al., 2005)para o calculo
das eficiéncias das DMUs. O modelo escolhido foi o método classico de retornos constantes de
escala, o0 CCR, com orientacdo a input. O Problema de Programacdo Linear utilizado esta
representado a seguir:
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Para 0 modelo descrito acima, considera-se a seguinte notacdo: Eff,é a eficiéncia da
DMU o em analise; v; eu;séo os pesos dosinputsi,i = 1,...,r e outputs j, j= 1,...,s respectivamente;
Xik€ Yjksdo os inputs i e outputs j da DMU k, k = 1,...,n;X;, €yj, S0 0s inputs i e outputs j da DMU
0.

A funcdo objetivo (1) representa a maximizacdo da eficiéncia da DMU observada o; a
restricdo (2) garante que o somatdrio dos inputs virtuais da DMU o seja igual a 1; a restri¢do (3)
garante que a eficiéncia das demais DMUs sob andlise € menor do que 1 quando séo utilizados 0s
pesos 6timos da DMU o. Por fim, a restricdo da ndo-negatividade (4) ndo permite que 0s pesos
dos inputs e outputs sejam negativos.

Conforme j& citado na secdo 2.1, este PPL pode resultar varios conjuntos 6timos de
pesos para um mesmo indice de eficiéncia da DMU. Assim, optou-se por utilizar na
clusterizacdoo intervalo que contempla os diferentes conjuntos de pesos possiveis. Com isso,
foram encontrados os valores maximos e minimos de pesos para cada variavel em cada DMU.

O PPL utilizado neste estudo para a definicdo dos pesos maximos e minimos foi
adaptado da formulagdo utilizada por Soares de Mello et al. (2013), que desenvolveram um
modelo com retornos variaveis de escala para a mesma finalidade. Desta forma, o PPL utilizado
neste paperbaseado no modelo CCR possui o seguinte formato:

Max (ou Min) u; 1)
sujeito a

D Vi, =1 2
i=1

DUy — 2 viX <0, k=L.,n e k=0 ®3)
j=1 i-1

Douy,, —Eff D vix, =0 4
j=1 i-1

Vi,Uu; >0, Vi, j ®)

Este PPL modificado diferencia-se do exposto anteriormente por dois fatores: o
primeiro é que ndo se pretende maximizar ou minimizar uma funcdo, mas uma variavel que
corresponde ao peso que cada DMU d& as varidveis, o que altera a fungdo objetivo (1). O
segundo fator é a restri¢do 4 adicionada a este ultimo PPL, que garante que a eficiéncia da DMU
observada seja mantida para todos os conjuntos de pesos encontrados.

Conforme citado na secdo 2.1 deste paper, 0s pesos encontrados ndao devem ser
considerados a importancia de cada variavel. Para que esta associagdo pudesse ser feita, foi
calculada a contribuicéo absoluta de cada variavel para a DMU. Esta contribuigdo foi calculada
como o produto entre o valor da variavel e o peso que a DMU atribuiu a esta variavel. Assim,
foram encontradas as contribuigdes absolutas maximas e minimas de cada input e output para
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cada DMU.

A equacgdo 2 do PPL acima garante que a soma dos inputs virtuais das DMUs sob
analise seja unitaria. Entretanto, esta condicdo ndo € garantida aos outputs virtuais. Por este
motivo, foi necessario um tratamento dos outputs virtuais, a fim de que, na proxima etapa da
metodologia, 0 SOM ndo agrupasse as DMUs por tamanho. Neste estudo, estas contribuigdes
méaximas e minimas de cada input e output foram denominadas contribuicéo relativa.

Finalizada esta primeira etapa, foi realizada a clusterizagiodas DMUs utilizando como
padrBes de entrada as contribuicOes relativas de cada varidvel. Portanto, o vetor de entrada do
SOM para a construgcdo do mapa constituiu-se de uma matriz com as contribuigcdes relativas
maximas e minimas dos pesos de cada variavel para as DMUssob andlise.

O software utilizado para a construcéo do mapafoi 0 MATLAB® e a topologia de grade
escolhida foi a hexagonal. Devido ao pequeno nimero de DMUs utilizado na modelagem, optou-
se por testar mapas com dimensdes de grade pequenas, a fim de evitar que cada DMU fosse
alocado num cluster diferente, o que tornaria a andlise deficiente.Com isso, foram gerados mapas
com dimens0es [2 1] e [2 2], restringindo a criacdo de no méaximo 2 e 4 clusters, respectivamente.
A selecdo de grades menores permitiu, assim, a analise da eficacia do modelo desenvolvido.

4. Exemplo Numérico

A fim de ilustrar o modelo desenvolvido neste estudo, esta secdo apresenta a aplicacéo
da metodologia exposta a um conjunto de dados huméricos. Para isso, foram utilizados os dados
apresentados na Tabelal, nos quais 2inputs e 1 output compdem as variaveis de entrada e saida
de 6 DMU:s.

Tabela 1: Dados de exemplo

Input 1
4
1
2
1
10
12

Input 2
3

Output
2

mmOoO|o|lw|>
nnlnn|inv|w|lo
([, |Hd~|lU

Uma vez inseridos no software SIAD, estes dados forneceram o score de eficiéncia de
cada uma das DMUs, conforme exposto na Tabela2.

Tabela 2: Eficiéncias encontradas

DMU Eficiéncia
0,454545
1
1
0,428571
1

1

Mmoo m|>

E notavel que o modelo DEA utilizado ndo discriminou de maneira satisfatoria as
DMUs, tendo em vista que 4 das 6 DMUs foram consideradas eficientes. Entretanto, como o
objetivo € trabalhar com os pesos méximos e minimos de cada variavel, a baixa discriminacdo do
modelo ndo tera impacto relevante no resultado do estudo.

Desta forma, estas eficiéncias foram calculadas com o Unico intuito de atender a
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restricdo 4 do PPL modificado apresentado na secdo 3. Posteriormente, foram calculados 0s pesos
méaximos e minimos de cada variavel utilizando este PPL modificado. Os valores encontrados
estdo expostos na Tabela3.

Tabela 3: Pesos maximos e minimos

Pesos maximos Pesos minimos
DMU
Input 1 Input 2 Output Input 1 Input 2 Output

A 0,04545502 | 0,272728 |0,2272725| 0,04545398 0,2727267 0,2272725
B 1 0,1333333 0,2 0,2 0 0,2

C 0,25 0,3 0,25 0,05 0,1666667 0,25

D 0,4285725 | 0,2857161 | 0,428571 0,4285679 0,2857137 0,428571
E 0,025 0,2 0,125 0 0,15 0,125

F 0 0,2 0,125 0 0,2 0,125

Os pesos maximos e minimos foram tratados, a fim de gerarem a contribuicdo relativa
de cada varidavel para a DMU. Com este tratamento, as contribuicfes relativas maximas e
minimas encontradas estdo apresentadas na Tabela4.

Tabela 4: Contribuicao relativa maxima e minima de cada variavel

Contribuicdo relativa maxima Contribuicdo relativa minima
MU Input 1 Input 2 Output Input 1 Input 2 Output
A 0,18182008 | 0,818184 |0,09308503| 0,18181592 0,8181801 0,093085
B 1 0,7999998 |0,20478727 0,2 0 0,204787
o 0,5 0,9 0,20478727 0,1 0,5000001 0,204787
D 0,4285725 | 0,5714322 | 0,08776589| 0,4285679 0,5714274 0,087766
E 0,25 1 0,20478727 0 0,75 0,204787
F 0 1 0,20478727 0 1 0,204787

Todos os valores expostos

-1
-1 05

na Tabela4 foram apresentados aoSOM na forma de uma
Gnica matriz, compondoassim o seu vetor de entrada. Para estes dados, foram gerados dois mapas
distintos para as topologias [2 1] e [2 2] utilizadas nesta etapa.
A Figura 2 apresenta a distribuigdo das seis DMUs pelos dois neurdnios ativados na
topologia de rede [2 1].

Hits

0 0.5 1
Figura2: Distribuicdo das DMUs natopologia [2 1]

15 2 25

Natal/RN
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O primeiro neurbnio isolou a DMU B das demais DMUs, separando-o num cluster
sozinho. Analisando os dados de entrada apresentados na Tabela 4, pode-se atribuir esta
ocorréncia ao fato da DMU B ser a Gnica unidade cujo input 1 possui maior contribuicdo relativa
do que o input 2. Portanto, para a DMU B, o input 1 possui maior relevancia do que o input 2, ao
contrério das demais DMUs.

A distribuicdo das DMUs pelos neurénios ativados na topologia [2 2] estd apresentada
na Figura 3.

Hits

15

0.5

-1
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

Figura3: Distribuicdo das DMUs natopologia [2 2]

Como ¢ notavel na Figura 3, a coeréncia da clusterizacdo foi mantida separando a
DMU B num cluster Unico. Entretanto, as DMUs C e D também foram agrupadas em clusters
unitarios. Analisando as contribuigdes relativas de cada uma das suas variaveis, é notavel que
estas DMUspossuem uma pequena diferenca entre a contribuicdo relativa do input 1 e a
contribuicdo relativa do input 2 quando comparadas com as DMUs A, E e F. Para estas Gltimas, 0
input 2 contribui de maneira significativa e, portanto, apresenta uma relevancia bastante superior.

5. Conclusdes e Consideracdes Finais

O estudo apresentou a criagdo de um modelo hibrido de clusterizagdoutilizando a
técnica de Analise Envoltéria de Dados e a rede neural artificial self-organizing map. O DEA foi
utilizado com a finalidade de gerar os pesos de cada variavel e, ap6s transformar estes pesos nas
contribuigdes de cada input e output, estas contribuices foram agrupadas através do SOM.

Desta forma, a rede SOM agrupou as DMUs com base na similaridade da importancia
que cada conjunto de variaveis apresenta. Assim, ao invés de definir perfis de produtividade
através da clusterizacaodo score de eficiéncia, como é comumente encontrado na literatura, este
modelo gera perfis segundo o impacto das varidveis em cada DMU, tornando possivel uma
analise mais profunda dos inputs e outputs.

Através da aplicacdo no exemplo numérico, conclui-se que o modelo apresenta um
resultado coerente, ratificando a aplicacdo bem sucedida das duas técnicas de maneira conjunta.
Com isso, este estudo contribui na ampliacdo do campo de aplicacdo destas técnicas, bem como
na criacdo de novas abordagensparaa utilizacdo dos pesos gerados em DEA.

Apesar da aplicagdo bem sucedida do exemplo numérico, acredita-se que seria
interessante a aplicacdo do modelo proposto neste artigo num estudo de caso real. Desta maneira,
serd possivel realizar uma anélise mais profunda e completa sobre os perfis gerados pela
contribuigdo relativa das variaveis.

Para estudos futuros, sugere-se a utilizacdo de outros modelos DEA além do CCR na
modelagem do problema, como o modelo classico BCC. A técnica avangada de avaliagdo cruzada
poderia ser utilizada se aplicada em conjunto com o modelo CCR, j& que quando aplicada com o
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modelo BCC, a avaliacdo cruzada pode gerar eficiéncias negativas (Soares de Mello et al., 2013).
Além disso, é conveniente um estudo comparativo entre os resultados encontrados neste papere
os resultados provenientes dos modelos de clusterizagdocom base nos scores de eficiéncia.
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