Simposio Brasileiro de Pesquisa Operacional 1

6a19

A Pesquisa Operacional na busca de eficiéncia nos Setembro de 2013

SBPO servicos publicos e/ou privados

UM ALGORITMO (1/2)-APROXIMATIVO PARA O PROBLEMA DO MAXIMO
SUBGRAFO ACICLICO SOB RESTRICOES DISJUNTIVAS NEGATIVAS

Silvia Maria Santana Mapa
Departamento de Ciéncia da Computacao - Universidade Federal de Minas Gerais

Av. Antdnio Carlos, 6627 - Pampulha - Belo Horizonte - MG - CEP 31270-901
silvia.mapa@ifmg.edu.br

Sebastian Urrutia
Departamento de Ciéncia da Computagdo - Universidade Federal de Minas Gerais
Av. Antdnio Carlos, 6627 - Pampulha - Belo Horizonte - MG - CEP 31270-901
surrutia@dcc.ufmg.br

RESUMO

Recentemente, versdes com restri¢des disjuntivas de problemas cldssicos em teoria
dos grafos tem sido estudados, tais como caminhos mais curtos, drvores geradoras minimas
e emparelhamentos maximos. Em restri¢des disjuntivas negativas, um certo par de arcos
nido podem pertencer simultaneamente a uma solucdo vidvel. O problema do Médximo
Subgrafo Aciclico, em sua forma bdasica, é bem conhecido na literatura por pertencer a
classe NP-Dificil, para o qual ha um algoritmo (1/2)-aproximativo de aplicagio direta.
Neste artigo, € proposto um algoritmo aproximativo para o problema do Médximo Subgrafo
Aciclico sob Restri¢cdes Disjuntivas Negativas, considerando um caso especial no qual as
restri¢cdes disjuntivas seguem um padrio especifico. Para este caso especial, o algoritmo
desenvolvido mantém o fator de aproximacao do algoritmo original.

PALAVRAS CHAVE. Maximo Subgrafo Aciclico, Restricoes de Conflito, Algo-
ritmo Aproximativo, Teoria e Algoritmos em Grafos.

ABSTRACT

Disjunctively constrained versions of classic problems in graph theory such as
shortest paths, minimum spanning trees and maximum matchings were recently studied.
Negative disjunctive constraints state that a certain pair of edges cannot be contained
simultaneously in a feasible solution. The Maximum Acyclic Subgraph in its basic
form is well-known in the literature as an NP-Hard problem which has a straightforward
(1/2)-approximation algorithm. In this paper we propose an approximation algorithm
for the Maximum Acyclic Subgraph problem under Negative Disjunctive Constraints,
considering a special case in which the disjunctive constraints follow a specific pattern. For
this special case, our algorithm maintains the approximation ratio of the original algorithm.

KEYWORDS. Maximum Acyclic Subgraph, Conflict Constraints, Approxima-
tion Algorithm, Theory and Algorithms in Graphs.
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1. Introducao

Um grafo dirigido pode conter ciclos, os quais podem ser indesejaveis ou nao per-
mitidos em algumas aplicagdes préticas. Portanto, nessas aplicacdes surge a necessidade
de se retirar uma quantidade minima de arcos do grafo original para se obter um sub-
grafo aciclico mdximo. O problema de se encontrar o Méximo Subgrafo Aciclico (MSA)
de um dado grafo dirigido G = (V, A) consiste em determinar um subconjunto maximo
A" C A no qual o subgrafo G' = (V, A’) seja aciclico. Este problema é conhecido por
ser NP-Dificil (Karp, 1975). Um algoritmo aproximativo direto para este problema produz
solugdes com pelo menos metade do nimero de arcos da solugdo 6tima (Jiinger, 1985).

E comum a aplicacio do MSA em projetos em que existem restri¢des de preferén-
cias entre tarefas. Problemas deste tipo podem ser formulados como MAS com a inclusao
de restri¢des disjuntivas entre pares de arestas. Supondo que os vértices do grafo represen-
tam as tarefas e os arcos preferéncias de precedéncia, o MAS ird atribuir uma ordenacao
parcial as tarefas de forma a cumprir com o maior nimero possivel de preferéncias. As
restri¢cdes disjuntivas constituem uma forma de forcar certas preferéncias, consideradas
importantes no projeto.

Versdes com restri¢des disjuntivas de problemas cldssicos em teoria dos grafos tem
sido recentemente estudados, tais como problemas de caminhos mais curtos, drvores gera-
doras minimas e emparelhamentos maximos (Darmann et al., 2011). Neste artigo, os au-
tores propdem restricdes disjuntivas negativas e positivas. Restri¢des disjuntivas negativas
sdo aquelas nas quais um certo par de arcos ndo podem compor simultaneamente uma
solucdo vidvel. Em restri¢des disjuntivas positivas, para cada par de arcos, pelo menos um
deles deve compor a solugdo. Os trés problemas, caminhos mais curtos, drvores gerado-
ras minimas e emparelhamentos maximos, sio resolvidos em tempo polinomial em suas
formas basicas, e se tornam NP-Dificeis quando submetidos as restri¢des disjuntivas de
conflito.

No presente artigo é abordado o problema do Médximo Subgrafo Aciclico sob Res-
tricdes Disjuntivas Negativas (MSARDN). Mais especificamente, € proposta uma simples
modificacdo do algoritmo aproximativo existente na literatura para o MSA que produz
solugdes para 0 MSARDN mantendo o fator de aproximacdo (1/2), sempre que as restri-
coes disjuntivas negativas seguem um padrdo especifico.

O restante deste artigo estd organizado da seguinte forma: na proxima se¢ao ¢ feita
uma revisao da literatura relevante; na secdo 3 o problema MSARDN ¢ formalmente in-
troduzido; na secdo 4 € feita uma revisio do algoritmo aproximativo para o MSA existente
na literatura; na se¢@o 5 € proposto um novo algoritmo aproximativo para o MSARDN e o
seu fator de aproximacao € provado; conclui-se o artigo na secao 6.

2. Trabalhos Relacionados

O problema do Méximo Subgrafo Aciclico é também conhecido na literatura como
Linear Ordering Problem (LOP) ou Minimum Feedback Arc Set Problem (MFASP). Em
MFASP, o objetivo € encontrar um conjunto minimo de arcos que devem ser removidos
do grafo de forma a tornéd-lo aciclico. No LOP, dado um grafo direcionado com pesos,
deseja-se encontrar um subgrafo de maximo peso que nio contenha ciclos. A solucdo para
este problema gera uma ordenacgdo linear dos vértices no qual todos os arcos do subgrafo
obtido sdo arcos diretos. Arcos diretos sdo aqueles que, dada uma ordenacdo topolégica do
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grafo em que seus vértices estdo ordenados ao longo de uma linha horizontal, seguem da
esquerda para a direita. A complexidade do LOP pode ser facilmente provada como NP-
dificil transformando-o no problema equivalente MFASP, o qual é amplamente conhecido
como um problema NP-Dificil (Garey and Johnson, 1979). Segundo Chaovalitwongse
et al. (2011), o LOP possui aplicacdes em diferentes campos, tais como: computacao,
economia, arqueologia, ciéncias sociais, programacao, biologia e esportes.

Existem pelo menos trés abordagens para tratar problemas da classe NP-Dificil.
Primeiramente, se as instincias sdo pequenas, algoritmos exponenciais podem ser satis-
fatérios. Em uma segunda abordagem, casos especiais do problema podem ser isolados
e resolvidos em tempo polinomial. Outra abordagem € encontrar solucdes préximas ao
6timo em tempo polinomial por meio de técnicas heuristicas ou algoritmos aproximativos.
Estes tltimos garantem que a solu¢do encontrada estd a um certo fator distante da solucao
Otima.

Abordagens exatas para o LOP constam na literatura usando técnicas tais como
Cutting Plane Algorithms (Reinelt, 1985) e Interior Point Methods (Mitchell, 1997). Méto-
dos heuristicos baseados em GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure)
(Chaovalitwongse et al., 2011), Tabu Search (Laguna et al., 1999), Variable Neighborhood
Search (Garcia et al., 2006), Genetic Search (Schiavinotto and Stiitzle, 2004) e Simulated
Annealing (Marti et al., 2012) sdo capazes de encontrar solu¢des de boa qualidade para o
LOP.

Em Laguna et al. (1999) os autores desenvolveram um algoritmo baseado em Tabu
Search analisando algumas técnicas de intensificacdo e diversifica¢do e, por meio de ex-
tensivos experimentos computacionais, obtiveram resultados para o LOP melhores que os
das heuristicas ja reportadas na literatura até aquele momento. Em Chaovalitwongse et al.
(2011) os autores propuseram um algoritmo eficiente baseado em GRASP integrado com
a técnica Path Relinking e um novo procedimento de busca local, sendo capaz de encon-
trar solucdes Gtimas para a maior parte das instancias testadas, obtendo um gap méaximo
de 0.05%. Marti et al. (2012) fizeram um estudo comparativo de 24 técnicas heuristicas e
metaheuristicas aplicadas ao LOP objetivando encontrar solu¢des proximas a otimalidade.
Segundo estes autores, os algoritmos mais eficientes para abordar o LOP foram, nesta se-
quéncia: Memetic Algorithm, Iterated Local Search e Tabu Search.

Além do uso de técnicas heuristicas e algoritmos exatos, o LOP também ¢ tratado
por algoritmos aproximativos. Em Newman (2000) o autor mostra que o LOP ndo pode
ser aproximado por um fator constante melhor que (1/2) usando-se a técnica de relaxacdes
poliedrais e mostra também que obter um algoritmo (65/66 + €)-aproximativo, com € > 0,
para o LOP é NP-Dificil. Este autor desenvolveu um algoritmo (8/9)-aproximativo para o
problema do méximo subgrafo aciclico de grau méximo igual a trés.

3. O problema do Maximo Subgrafo Aciclico sob Restricoes Disjuntivas
Negativas

E conveniente representar as restricdes disjuntivas negativas em termos de um grafo
de conflitos, ndo direcionado, cujos vértices correspondem aos arcos do grafo original e cu-
jas arestas representam as restricdes de conflito. Seja G = (V, A) um grafo direcionado,
G = (A, E) um grafo de conflitos e m = | A|. O problema do Mdximo Subgrafo Aciclico
sob Restrigdes Disjuntivas Negativas consiste em determinar um subconjunto maximo
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A" C A no qual o subgrafo G' = (V, A) seja aciclico e A’ seja um conjunto indepen-
dente em G. Como MSARDN tem o problema MSA como um caso especial (fazendo
E = (), MSARDN também é NP-Dificil.

Em Darmann et al. (2011) os autores analisaram os problemas de caminho mais
curto, drvore geradora minima e emparelhamento mdximo sob restricdes disjuntivas ne-
gativas considerando dois tipos de grafos de conflito G, entio denominados: 2-ladder e
3-ladder. No primeiro tipo, todos os componentes conexos de G sdo caminhos de tamanho
igual a um. No segundo tipo, todos os componentes conexos de G sio caminhos de
tamanho dois. Neste artigo, o algoritmo aplicado ao problema do MSARDN seré resolvido
em tempo polinomial para o conjunto de classes de grafos de conflitos nos quais o problema
de conjunto independente maximo € resolvido em tempo polinomial. Este conjunto inclui
grafos claw-free (Sbihi, 1980) e perfeitos (Grotschel et al., 1988).

O problema do MSARDN pode ser formulado por meio de programacao linear
inteira. Seja G = (V, A) um grafo dirigido como descrito anteriormente, com o conjunto
de vértices V, o conjunto de arcos A = {(4,j) : 4,7 € V' Ai # j} e uma lista de conflitos
entre pares de arcos L = {{(i,7), (k, 1)} : (i,7), (k,1) € AN(3,j) # (k,1)}, no qual a cada
par {(i, ), (k,1)} € L estd associado uma aresta ¢ € E do grafo de conflitos G = (A, E).
O objetivo é encontrar o conjunto de maxima cardinalidade A’ C A tal que G' = (V, A’) é
aciclico e satisfaga a lista de restri¢des de conflitos dada em L.

Para a formulagdo, se o grafo G ndo é completo, serd entdo introduzido um sub-
conjunto C' de arcos que completa o grafo original a fim de se obter arcos em ambas as
direcdes entre todos pares de vértices, compondo o conjunto total de arcos A, = (AU C)
e o grafo completo G. = (V, A.). Considerando o grafo G., define-se x;; como a varidvel
de decisdo, como segue.

1, se(ij) € A,
Lij = 0 -
, caso contrario.

(D

O problema do MSARDN pode ser formulado como:
max Z xz’j (2)

(1,j)€A
sujeito a:
Tij+xj =1 Vi,jeV,i<j 3)
Tij + Tjp + Ty < 2 Vi,jkeVii#ji#kj#k 4)
Tij+ g <1 V{(i,7),(k, 1)} € L 5)
zi; € {0,1} (6)

A equagdo 2 representa a fungdo objetivo do problema, cujo propdsito € maximizar
a cardinalidade do conjunto de arcos selecionados do grafo original, sujeito as restri¢cdes
presentes em 3, 4, 5 e 6. As restri¢des 3, 4 e 5 definem o politopo do MSARDN. A restricao
3 previne a ocorréncia de ciclos de tamanho igual a dois e pode ser provado que a restri¢ao
dada em 4 € suficiente para prevenir quaisquer outros ciclos (Reinelt, 1985). A restricao
em 5 impede a ocorréncia de conflitos entre pares de arcos no subgrafo obtido. A restri¢do
dada em 6 garante a integralidade das varidveis do problema.
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4. Algoritmo Aproximativo para o problema do Maximo Subgrafo Aciclico

Considerando o MSA, um algoritmo direto produz solu¢des com no minimo m,/2
arcos. Uma vez que a cardinalidade de A é um limite superior ao valor da solucdo 6tima
do problema, o algoritmo € (1/2)-aproximativo. Segue a descri¢ao do algoritmo.

O algoritmo inicialmente ordena os vértices do grafo arbitrariamente, associando
um indice distinto 7; a todo vértice ¢ € V. Entdo o algoritmo separa os arcos do conjunto
A em dois subconjuntos: Ay, que armazena todos os arcos a = (i, j) € A tais que m; < 7;
e Ay, 0 qual armazena todos os arcos a = (4, j) € A tais que m; > m;. Ambos subgrafos
Gy = (V,Ay) e Gy = (V, Ap) sdo aciclicos, pois um ciclo vy, v, ..., vy ird implicar na
presenca de um arco (4,j) com m; < 7; e de um arco (k,[) com 7, > m. Um dos
subconjuntos, Ay ou A,, devera ter no minimo m /2 arcos, provendo uma solu¢do para o
MSA com no minimo metade do nimero de arcos da solugdo 6tima. O algoritmo entdo
seleciona o subconjunto (A; ou A;) de cardinalidade maxima.

5. Algoritmo aproximativo para o problema do Maximo Subgrafo Aciclico
sob Restricoes Disjuntivas Negativas

A aplicacdo direta do algoritmo apresentado anteriormente para o MAS ao
MSARDN ndo garante uma solu¢do com no minimo metade do nimero de arcos de uma
solucdo 6tima. A presenca das restri¢gdes disjuntivas negativas podem tornar o subcon-
junto Ay ou A, invidvel, mesmo ambos sendo aciclicos. Sendo assim, alguns dos arcos
do subconjunto escolhido deverdo ser retirados da solucdo a fim de torna-la vidvel, conse-
quentemente podendo reduzir o nimero de arcos a menos da metade do nimero de arcos
da solu¢do 6tima. Como exemplo, veja a Figura 1.

Figura 1. Grafo exemplo

Na Figura 1, os indices 7; arbitrariamente associados aos vértices do grafo estdo
representados sobre os mesmos. Para este exemplo, a lista de conflitos € dada por L =
{{(0,1),(1,2)};{(2,3),(3,4)}}. Seja |As| = mys e |Ay| = m,. Analisando os indices 7,
para este exemplo temos my = my, = 4.

Conforme o algoritmo apresentado anteriormente, este pode inicialmente escolher
o conjunto A para compor a solugio final e entdo, a fim de tornar o subconjunto escolhido
vidvel respeitando-se as restri¢des disjuntivas negativas, retirar um dos arcos de cada par
de conflitos presente em L tais que ambos os arcos do par sejam classificados como Ay.

Tome c; (resp. ¢,) como o nimero de conflitos em que ambos os arcos pertencem
a Ay (resp. Ap). Para o caso, tem-se c; = 2 e ¢, = 0. O niimero de arcos retornado
como solugdo pela aplicagao do algoritmo anterior, tendo este algoritmo pré-selecionado o
conjunto Ay, e apds retirar os arcos que tornam a solugdo invidvel, serdmy—cy = 4—2 = 2
arcos. A solucdo 6tima, facilmente identificada neste grafo, tem valor m,, = 6 arcos.
Sendo assim, o valor da solucdo retornada pela aplicagdo direta do algoritmo para este
exemplo € (1/3) da solugdo tima.
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No novo algoritmo proposto neste artigo, dado o grafo G = (V, A), os vértices em
V' sdo ordenados arbitrariamente e os arcos em A sdo classificados nos subconjuntos Ay
e Ap, como no algoritmo apresentado na secdo anterior. A unica diferenca entre os dois
algoritmos estd na sele¢do do subconjunto considerado para encontrar a solugao.

Considere G(Ay) o subgrafo de G induzido pelo conjunto de vértices A; e G(Ap)
o subgrafo de G induzido pelo conjunto de vértices A,. Tome a; como a cardinalidade do
maximo conjunto independente em G/(A;), e c, como a cardinalidade do méximo conjunto
independente em G/(Ay).

Observe que no méaximo ay (resp. ) vértices de G(Ay) (resp. G(A;)) podem
estar simultaneamente em uma solucdo vidvel, considerando as restri¢cdes disjuntivas ne-
gativas. Portanto, o algoritmo seleciona A se max(ay, ap) = af ou A, caso contrario. A
solucdo do algoritmo € entdo obtida computando-se o mdximo subconjunto independente
sobre o grafo induzido pelo subconjunto selecionado no grafo G. Maximos subconjuntos
independentes podem ser computados em tempo polinomial para vérias classes de grafos
de conflitos G, incluindo grafos claw-free (Sbihi, 1980) e perfeitos (Grotschel et al., 1988).

5.1. Fator de Aproximacao

Considerando a descri¢do do algoritmo previamente apresentado, introduz-se o
seguinte teorema: dados os grafos G = (V,A) e G = (A, E), o procedimento é um
algoritmo (1/2)-aproximativo para 0 MSARDN. Segue na sequéncia a prova do teorema.

Seja I o méaximo conjunto independente em G e ag a sua cardinalidade. Seja
Iy = 1IN Ayg (resp. I, = I N Ap). Considere m,,y o valor da fun¢io objetivo de uma
solugd@o 6tima para o MSARDN e observe que m,,: < ag. Na sequéncia, mostra-se que
o numero de arcos na solucdo produzido pelo algoritmo apresentado anteriormente é no
minimo /2.

Note que a; > |I;|, ja que I é conjunto independente de G(A;) , e ay > |I].
Entdo af + ay, > |If| + |Ip| = ag. Isto implica que oy > ag/2 ou oy, > a5/2. O nlimero
de arcos na solugdo produzido pelo algoritmo apresentado é equivalente a max(ay, o), €
portanto é maior que ou igual a a7 /2. Consequentemente, o procedimento proposto neste
artigo € um algoritmo (1,/2)-aproximativo para o MSARDN.

6. Conclusao

Foi introduzido neste artigo um algoritmo aproximativo para o MSARDN. O al-
goritmo matém o fator (1/2)-aproximativo de um algoritmo cldssico para tratar o0 MSA,
e podera ser resolvido em tempo polinomial sempre que o problema do maximo conjunto
independente seja polinomial no grafo de conflitos.

Pesquisas futuras incluem o estudo do MSARDN sob outros tipos de grafos de
conflitos e do MAS sob restricdes disjuntivas positivas, em que, para um dado par de
arcos, qualquer solucdo 6tima deve conter no minimo um arco de cada par. Devido a
estas restricoes, ndo € garantido a existéncia de uma solucdo vidvel para este problema,
também classificado como NP-Dificil por ter o MSA como um caso especial, o que justifica
sua abordagem por meio de técnicas heuristicas. Propde-se o desenvolvimento de uma
heuristica cujo objetivo preliminar seja obter uma soluc¢do inicial vidvel, caso esta exista, e
entdo proceder 2 maximizagao do conjunto de arcos A’ C A do grafo G = (V, A) tal que o
subgrafo G’ = (V, A’) seja aciclico e obedega as restri¢des disjuntivas positivas.
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