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Resumo

E de conhecimento geral que os jogos eletronicos movimentam um gigantesco mercado e
atraem o interesse das pessoas. Além disso, ja é antiga a exploracao matemaética de objetos
de entretenimento como o xadrez. Esse tipo de estudo, nas ultimas décadas aplicado aos
jogos eletronicos, pode trazer beneficios tanto para a teoria em si quanto para a producao
dos proprios jogos. Neste trabalho trazemos resultados sobre problemas extraidos dos jogos
Bloxorz e Bobbin 3D. Tanto de algoritmos encontrados por nds para as versoes mais simples
dos problemas quanto a prova de NP-completude do problema mais geral vindo do Bloxorz.
AREA: Teoria e Algoritmos em Grafos (TAG).

Abstract

It’s widely known that eletronic gaming is a huge market and a magnet for people’s interest.
Besides, since long ago people explore entertainment in a mathematical sense like they did
with chess. That kind of study, that evolved to be applied to videogames in the last decades,
may be beneficial not only for the theory itself, but also for game design. In this work, we
present results about problems taken from Bloxorz and Bobbin 3D, two games.We present
algorithms for simple versions of the problems and also a NP-completeness proof for the
general problem taken from Bloxorz.

AREA: Graph Theory and Algorithms.
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1 Introducao

Um dos beneficios de estudar a complexidade computacional de problemas é o enriquecimento
da base matematica que se tem para o proprio estudo de novos problemas. Existem aqueles
de aplicagao pratica evidente, mas, mesmo que um dado problema nao a tenha, a afirmagao
inicial torna esse estudo potencialmente bastante frutifero, ja que é conhecido o fundamental
papel do raciocinio de reducao no que se refere a trazer resultados tedricos na area. Neste
trabalho hé inicialmente uma exposi¢ao do que existe de principal a respeito da complexidade
computacional de problemas de uma inspiracao inusitada: os jogos eletronicos. Por um lado,
tal inspiracao traz dificuldade em termos de precisao das defini¢bes, mas, por outro, carrega
a intuitividade e a tendéncia a despertar interesse em quem tenha contato com o assunto que
é tipica de areas mais praticas do conhecimento. Outro beneficio em potencial, no caso em
especial de problemas inspirados em jogos, é a melhoria no desenvolvimento desses produtos
em termos do ajuste de dificuldade. Em seguida, a partir da préxima secao, sao apresentados
nossos resultados sobre uma familia especifica de problemas desse tipo. Os nomes protegidos
por direito autoral utilizados aqui o sao com propdsito académico, portanto de forma legal.

O estudo tedrico de objetos entedidos como recreativos tem ja um longo histérico. Um
caso classico é o do problema das oito damas, uma questao baseada nas regras do xadrez
originalmente proposta por Max Bezzel [Wikipedia, 2013] e estudada por varios mateméticos,
incluindo Gauss. No que se refere a estabelecer problemas computacionais a partir de jogos
eletronicos e analisar a complexidade deles sob a ética da teoria de algoritmos, existem trabalhos
relevantes como [Dor e Zwick, 1999], [Demaine et al., 2002] e [Aloupis et al., 2012].

[Aloupis et al., 2012] é um exemplo onde, mesmo nao sendo natural traduzir a forma im-
plementada dos jogos, no caso uma coletanea de sucessos licenciados pela Nintendo, em um
modelo formal, foi possivel estabelecer regras para os problemas e obter resultados. Especifi-
camente, os jogos-base foram os das franquias Mario, Donkey Kong, Legend of Zelda, Metroid
e Pokémon e os resultados obtidos foram a N P-completude de cada problema e, em particular
naqueles referentes a Zelda, também ¢é apresentado um resultado de PSP AC E-completude, o
que confere a eles, em termos de complexidade computacional, um grau de dificuldade ainda
maior. O artigo traz uma caracterizagao geral para o tipo de problema tratado. Para cada
um h& regras sobre o que é uma fase e sobre os movimentos validos e a definicao do problema
é a pergunta: ”para uma dada fase, existe uma sequéncia de movimentos validos que levam o
personagem controlado pelo jogador ao fim dela?”.

Ja em [Demaine et al., 2002], artigo relacionado ao Tetris, famoso jogo eletronico, temos
teoremas mais classicos do género, que se tratam de provar a N P-completude e a inapro-
ximabilidade para além do fator p('=¢), onde p é o ntmero de pecas envolvidas, de versdes
generalizadas do Tetris. Trata-se de uma situagao que favorece um modelo bem mais preciso
como o que o artigo em questao apresenta. Em linhas gerais, esse modelo coloca como en-
trada uma matriz de dimensoes varidveis que representa a tela do jogo, que nao precisa estar
inicialmente em branco, e uma sequéncia de pecas de Tetris, como saida uma sequéncia de mo-
vimentos validos, no¢ao também definida no modelo, e especifica um problema de acordo com
a funcao objetivo que associa uma saida a um valor. Em particular, o artigo traz 4 funcgoes ob-
jetivo: nimero de linhas eliminadas, ntimero de pecgas utilizadas até um movimento que cause
a derrota, nimero de movimentos que eliminem 4 linhas simultaneamente e altura maxima
de uma posicao ocupada da matriz ao longo da sequéncia de movimentos, sendo que apenas
nesse ultimo exemplo o problema é tratado como de minimizagao. Os principais raciocinios
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apresentados no trabalho podem ser entendidos a partir da primeira fungao.

Em [Dor e Zwick, 1999], associado ao Sokoban, também um jogo bastante conhecido, temos
alguns dos primeiros resultados relacionados ao tema. Nesse artigo, existe o cuidado explicito
de separar o problema, que imediatamente é classificado como um problema de planejamento
de movimentos, do jogo em si. E provada a N P-completude da abstracao considerada e a
PSPAC E-completude de uma versao alternativa onde é possivel mover 2 blocos de uma vez.

Existe uma conferéncia, inicialmente trienal e mais recentemente bienal, onde se concentram
os trabalhos que carregam usos da teoria de algoritmos que fogem ao formato convencial, o
Fun with Algorithms, o que d& mais respaldo a esses esforcos.

2 Bloxorz

Bloxorz é um jogo eletronico desenvolvido originalmente para a plataforma Flash pela DX
Interactive onde o jogador controla um paralelepipedo de dimensoes na escala 2:1:1 e deve
leva-lo entre 2 pontos de um cendrio. Embora a visualizacao implementada seja uma projecao
que da nocao de profundidade, a mecanica envolvida é totalmente bidimensional. A Figura 1
exemplifica o que pode-se esperar ver no jogo.

Figura 1: Uma visao geral do jogo

O objetivo é fazer o bloco, ou seja, o paralelepipedo, cair no buraco no final, que é ilustrado
na Figura 2a, de cada fase. O bloco, mostrado na Figura 2b, pode ser rolado para frente, para
tras, para esquerda ou para a direita, mas nao pode sair dos limites do piso da fase. Caso isso
aconteca, a fase reinicia.

As fases podem ter chaves e pontes como na Figura 2c. As chaves sao ativadas quando
pressionadas pelo bloco. Pontes entao podem mudar de estado e se manter no novo estado,
fechadas, por exemplo, mesmo se o bloco for movido. Existem 2 tipos bédsicos de chaves:
pesadas ou leves. As leves, representadas da Figura 2d pela circular, sdo ativadas quando
qualquer parte do bloco as pressiona. As pesadas, que aparecem em forma de “x“ como na
Figura 2d, sao ativadas apenas se o bloco estiver em pé sobre elas.

Quando ativadas, as chaves podem apresentar diferentes comportamentos. Algumas alter-
narao o estado de pontes entre fechada e aberta a cada uso e outras mudarao o estado de
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(a) Final da fase (b) Bloco (¢) Chave e ponte (d) Tipos de chave

(e) Madeira (f) Teletransporte (g) Bloco pequeno

Figura 2: Elementos de uma fase

pontes permanentemente.

Piso de madeira, ilustrado na Figura 2e, é mais fragil que o resto do cenario e, se o bloco
ficar em pé em cima dele, ele ird cair, tirando o bloco dos limites do piso da fase.

Também existem nas fases as chaves especiais de teletransporte como a que aparece na
Figura 2f. FElas teletransportam o bloco para dois lugares diferentes e assim o dividem em
dois blocos ciibicos menores, um para cada ponto do cenario. Eles podem ser controlados
individualmente e se tornam um bloco normal caso colocados um ao lado do outro.

Blocos pequenos como os da Figura 2g podem ativar chaves leves, mas nao chaves pesadas.
Além disso, blocos pequenos nao podem passar pelo buraco final da fase.

O problema computacional que é estudado nesta secao corresponde a seguinte pergunta:

Dada uma fase hipotética de Bloxorz, ou seja, uma construcao arbitraria que respeite as
regras expostas acima sobre o que pode haver em uma fase do jogo, mas sem que se considerem
possiveis restricoes praticas, existe uma sequéncia de jogadas que leve o jogador a passar de
fase?

Exemplos de solugoes, ou seja, sequéncias de jogadas, para fases concretas do jogo estao
ilustrados nas Figuras 3 e 4.

Na Figura 3, o nimero 7 > 1 marca um movimento que vem em sequida do marcado
com 7 — 1 na sequéncia, 1 marca o primeiro movimento, se i esta entre dois elementos, marca
um movimento que termina no bloco deitado sobre eles dois e, se esta centralizado sobre um
elemento, marca um que termina em um bloco em pé sobre ele.

Aqui serd descrito um algoritmo polinomial para o caso onde nao hé pontes nem as chaves
que as ativam, mas podem existir chaves de teletransporte além de todos os outros elementos.
Para resolvé-lo,transformamos o problema em um caso do problema de menor caminho em
um grafo direcionado ponderado. A Figura 5 ilustra esse algoritmo e a Figura 6 demonstra a
aplicagao em uma fase concreta do jogo.
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Figura 3: Curioso caso com pontes

Na Figura 5, em azul claro esta representado o vertice a correspondente ao bloco em pé

sobre

o teletransporte, que estd ilustrado pelas duas curvas escuras, os vértices para os quais

existem arcos que saem de a estao representados em azul escuro, em laranja o valor de w, ou
seja, o peso, para cada um desses arcos e em verde limao hé indicacoes das duas posicoes onde
surgirao blocos pequenos quando o teletransporte for ativado. O restante do grafo gerado para
uma dada fase sao vértices correspondentes a elementos de Bloxorz a nao ser pelo piso laranja
e arcos que representam os passos possiveis para um bloco de Bloxorz.

Nosso algoritmo constréi um grafo direcionado ponderado a partir da fase. Os vértices sao
os mesmos, incluindo um vértice para cada chave de teletransporte, interpretaremos aqui todos
os vértices como blocos. Os arcos saos os seguintes:

e = (u,v) com w(e) = 1 Y(u,v) € E=—, onde E~~ é o conjunto de arcos mapeaveis
a partir de movimentos vélidos, para um bloco normal, que nao envolvam blocos em
pé sobre um telestransporte. KEsses arcos podem ser entendidos como sendo aqueles
que formam uma estrutura analoga a ligar por arestas os movimentos numerados na
Figura 4 com a observacao de que aqui precisamos contemplar todas as possibilidades
sem repeticoes de blocos, pois um movimento que deixa o bloco em uma situagao idéntica
a uma anterior pode ser eliminado sem prejuizo, de sequéncias de movimentos a partir
do bloco inicial e a imagem mostra apenas aquela que indica a resposta do problema.

e = (u,v) com w(e) =1 tal que (u,v) é um arco como no item anterior, mas v estd em
pé sobre uma chave de teletransporte.

e = (u,v) com w(e) = ¢ tal que u estd em pé sobre uma chave de teletransporte e v
esta deitado, onde ¢ é o nimero de passos necessarios para, dadas as posicoes dos blocos
pequenos gerados, esses 2 blocos se encontrarem e formarem v, esse nimero pode ser
infinito.
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Figura 4: Passos até o final da fase

Construido esse grafo, pode-se aplicar o algoritmo de [Dijkstra, 1959] para encontrar o
menor caminho e portanto um caminho de custo finito se existir. Isso conclui nosso algoritmo
com a observacao de que o calculo de ¢ para os arcos saidos de um bloco em pé sobre uma
chave de teletransporte é feito por uma ”subrotina”’ que mede as distancias entre as posicoes
dos blocos cubicos e as ocupadas pelo bloco final e gera o padrao notado na figura a nao ser no
caso especial onde nao ha caminho que os blocos pequenos possam percorrer até as posicoes
finais, nesse caso ¢ = co. Esse tltimo adendo leva a uma necessidade de resolver um problema
similar, mas envolvendo blocos pequenos. Uma abordagem ¢é construir um subgrafo induzido
de um grid cujos vértices sao correspondentes a posicao de cada elemento. Na Figura 6, os
devidos caminhos nesse grafo estao representados em verde e amarelo. Observa-se que pode-se
trocar a posicao final dos blocos de forma que o trajeto de um bloco nao interfira no do outro
e que existe sempre como evitar encontros dos blocos no trajeto escolhendo movimenos de um
antes dos do outro. Portanto pode-se tratar cada um em separado ignorando o outro e testando
as duas possibilidades (a nao ser que as posicoes iniciais definidas pela chave para os blocos
pequenos sejam vizinhas). Se existe um caminho de custo finito entre o bloco inicial e o bloco
em pé sobre o final, o algorimo retorna sim, caso final ele retorna nao.

Uma alteragao que pode ser feita no algoritmo é calcular primeiramente os custos usando
uma estratégia de programacao dinamica. Nossa tabela teria uma célula para cada trio for-
mado por duas posicoes distintas ocupadas por elementos e um par nao-ordenado de elementos
vizinhos. O ntimero de pares possiveis de posicoes distintas é O(n?) e o de pares de elementos
vizinhos O(n), o que leva a uma tabela de tamanho O(n?), o que também é o limitante as-
sistotico para o tempo de construcao dessa tabela. Como segunda parte do algoritmo, restaria
construir O(n?) arestas, parte delas consultando a tabela e parte delas apenas as restricoes de
movimentos vélidos. Logo, nosso algoritmo final executa em tempo O(n?).

Para finalizar a sec@o trataremos do problema geral inicialmente descrito nela, que aqui
serd chamado de BLOXORZ. O tépico é o seguinte teorema:
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Figura 5: O teletransporte no grafo direcionado ponderado

Teorema 2.1. SAT <, BLOXORZ.

Demonstracao. Para esta demonstracao, nao é necessario considerar as chaves de teletrans-
porte. Dada uma férmula da Loégica Proposicional na CNF, com a observacao de que toda
formula da Logica Proposicional possui uma equisatisfativel, ou seja, para a qual a resposta
de SAT é a mesma, na CNF obtivel em tempo polinomial em relacdo ao tamanho da original,
pode-se construir uma fase como na Figura 7.

Na Figura 7, a regiao cinza mais clara representa a area de piso normal, os retangulos
representam pontes fechadas, ou seja, que podem ser atravessadas, os triangulos representam
pontes abertas, o quadrado cinza escuro é o bloco inicial da fase, o preto é o buraco final e
os circulos indicam chaves leves. Se uma chave tem na figura a mesma cor que uma ponte,
ela abre ou fecha a ponte definitivamente quando ativada. Para cada clausula da férmula,
hd uma ponte que pode ser fechada por varias chaves como os triangulos bicolores na figura,
as chamaremos de engrenagens de clausula. Para cada variavel da féormula, ha uma regiao
bifurcada como as que sdo mostradas entre a retangular onde se encontra o bloco inicial e a das
engrenagens de clausula, as chamaremos de engrenagens de variavel. Em uma engrenagem de
variavel, logo a direita de cada ponte inicialmente fechada, hd uma chave que quando ativada a
abre definitivamente. As chaves restantes das engrenagens de varidvel fecham definitivamente
as engrenagens daquelas clausulas onde o literal representado por cada uma aparece. Cada
engrenagem de variavel possui 2 chaves desse tipo, uma representa a prépria variavel e a outra
sua negagao.

Se p =C1 ANCaAN...NCp,onde V1 < ¢ <n, C; =11 VIag V...V, onde V1 < 57 < m;,
Jdz € VAR(yp) tal que I; = x ou [; = -z, é uma férmula satisfativel, existe uma valoragao
v para VAR(y) que satisfaz toda clausula C; de ¢ e portanto ao menos um literal I; de
cada C;. Para a fase construida para ¢, existe uma sequéncia de movimentos que permite
atravessar as engrenagens de varidvel ativando as chaves correspondentes aos literais satisfeitos
por v, pois a fase pode ser concretamente construida de forma tal que rolando sucessivamente
o bloco para frente ou para tras dependendo da posi¢ao ocupada por ele e de v(z) e depois o
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Remember to use the Spacebar to toggle bebween the tbwo small blocks rVTrrm @EJ'V'I
IVE B ) (=) iV

Figura 6: Gerando o grafo para uma fase

(zVozo)A(mz Vao)A (T VT,)
Ch Cg C3

Figura 7: Esquema de reducao com chaves

rolando sucessivamente para a direita, que aqui significa ir & direita na Figura 7, alcanca-se
a chave que abre uma ponte apds atravessa-la sem que o ultimo movimento coloque o bloco
em uma posicao vazia pela ativacao da chave, rolando mais uma vez para a direita ativa-se
a chave correspondente ao literal satisfeito, mais duas ativa-se a chave apds mais uma ponte
e entao pode-se reiciniar o processo para a proxima engrenagem de varidavel, que estard a
direita da que se acabou de atravessar. Como as chaves de cada literal satisfeito por v foram
ativadas, apds essa sequéncia, todas as engrenagens de clausula foram fechadas, logo pode-se
rolar sucessivamente o bloco de uma maneira que alcanga a area retangular onde esta o final,
portanto existe uma sequéncia-solucao para essa fase.

Por outro lado, seja f(p) a fase gerada pela reducao em questao para a férmula na CNF
©, se existe uma sequéncia-solugao para f(¢), existe uma sequéncia de movimentos que fecha
todas as engrenagens de clausula, logo uma que atravessa a regiao das engrenagens de variavel
ativando a chave de pelo menos um literal de cada clausula de ¢. Além disso, se x € VAR(yp),
nao é possivel ativar a chave de x e a de —x ao mesmo tempo em uma sequéncia de movimentos
sucessivos, pois, se a chave de x foi ativada, a ponte mais proxima a esquerda dela foi atra-
vessada, pois, devido a chave a direita da ponte posterior, nao é possivel alcanca-la vindo da
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direita, e, como existe uma chave logo a direita da primeira ponte que a abre definitivamente,
nao € possivel ativar a chave de = e depois retornar a esquerda para ativar a chave de —z.
Portanto, ¢ é satisfativel.

OJ

Colorario: BLOXORZ é N P-completo.

3 Bobbin 3D

Bobbin 3D é um jogo semelhante ao Bloxorz desenvolvido pela Maplabs para o sistema Android.

Nele o bloco a ser levado entre 2 pontos do cenario é um cilindro de altura 1 e raio % . Apesar

de trazer uma impressao ainda maior que os anteriores de tridimensionalidade, a mecanica
continua sendo bidimensional. A Figura 8 exemplifica o que pode-se esperar ver no jogo:

moves: 20

Figura 8: Uma visao geral do jogo

O objetivo é rolar o cilindro a partir da posicao inicial até que ele fique em pé sobre o buraco
final. O bloco pode ser rolado para frente, para tras, para esquerda ou para a direita. Com a
justificativa geométrica de o bloco ser um cilindro, rolar nao significa sempre um movimento
restrito a uma vizinhanca limitada pelas dimensoes do objeto. Se o bloco estd deitado e é
rolado de forma a se manter deitado, o bloco resultante ocupa somente posicao anterior ao
primeiro obstdculo presente na linha ou coluna.

Em uma fase de Bobbin 3D, pode haver piso normal e piso elevado, que serve de obstdculo
quando o bloco rola. Também pode haver uma quantidade par de chaves 4’ elevadas ou
abaixadas, que, quando elevadas, funcionam como o piso elevado e quando abaixadas alternam
o estado de outra chave '+’ pré-definida entre elevada e abaixada. Se uma chave '+’ alterna o
estado de outra, essa outra alterna o estado dela. Além disso, podem existir posicoes '*’ que
transformam o bloco cilindrico em ciibico por uma quantidade determinada de movimentos.
Um bloco cuibico ocupa uma tinica posicao e pode ser rolado nas mesmas 4 direcoes, mas sempre
no maximo até uma posicao vizinha.

O problema computacional que é estudado nesta secao, corresponde a seguinte pergunta:

Dada uma fase hipotética de Bobbin 3D, ou seja, uma construcao arbitraria que respeite as
regras expostas acima sobre o que pode haver em uma fase do jogo, mas sem que se considere
possiveis restrigoes praticas, existe uma sequéncia de jogadas que leve o jogador a passar de
fase?
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Figura 9: Passos em fase do Bobbin 3D

A Figura 9 ilustra um exemplo de solucao para uma fase concreta do jogo.

Para as instancias do problema sem a presenca de chaves '+’ ou posicoes "*’, pode-se aplicar
a mesma estratégia de nosso algoritmo para o BLOXORZ™, como ilustrado na Figura 10.
Nela, os quadrados cinzas claros sao piso normal, o escuro piso elevado, o circulo cinza escuro
demarca a posicao inicial e o preto o final da fase. Além disso, os circulos vermelhos representam
vértices que sao blocos em pé, as elipses verdes os que sao blocos deitados horizontalmente e a
azul um deitado verticalmente. Cada elemento da fase corresponde a um vértice de cada tipo,
ou seja, ha 3 vértices para cada elemento e os arcos correspondem aos pares de blocos entre
os quais um movimento valido é possivel. Vale ressaltar que neste problema blocos deitados
ocupam apenas uma posicao. As linhas amarelas indicam arcos do caminho que corresponde
a solugao. A seta apenas um arco e as linhas comuns 2 arcos (u,v) e (v,u).
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Figura 10: Resolvendo um caso simples

2999



