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RESUMO

Neste artigo é proposto um algoritmo exato para a solucdo de uma classe de Problemas de Pro-
gramacdo Linear-fracionaria (PPLF). Esta classe consiste nos problemas que possuem na fungéo
objetivo uma fracdo na qual seu numerador e denominador possuem como contradominio o con-
junto dos ndmeros inteiros. O algoritmo proposto se baseia em limites superiores e inferiores que
sdo atualizados iterativamente através de chamadas de subproblemas parametrizados. Como apli-
cacdo validamos o algoritmo em dois PPLFs conhecidos.

PALAVRAS CHAVE. Programag¢do Matematica. Otimiza¢do Combinatdria. Células de Manufa-
tura.

Area principal OC - Otimizacdo Combinatdria.

ABSTRACT

In this paper we propose an exact algorithm for solving a class of Linear-Fractional Programming
Problems (LFPP). This class consists of problems whose objective function is a fraction in which
both the numerator and denominator are integers. The proposed algorithm is based on upper and
lower bounds which are updated iteratively through parameterized subproblems. As an application,
we validated the algorithm in two well-known LFPPs.

KEYWORDS. Mathematical Programming. Combinatorial Optimization. Cellular Manufacturing.
Main area CO - Combinatorial Optimization.
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1 Introducao

Uma instancia P de um Problema de Programacao Linear-Fracionaria (PPLF) consiste na especifi-
cagdo de um conjunto S C Z também chamado de dominio ou estrutura do problema. Além disso,
tém-se também duas funcdes g : S — Re h : & — R. Define-se P como

P :max f(z) = —= paraz € S.

A literatura assume que g(z) > 0 para algum x e que h(z) > 0 para todo x € S. Este caso é cha-
mado de caso geral [6]. Para resolvé-lo, aplicam-se principalmente técnicas de busca baseadas em
gradientes, apesar de haver técnicas que transformam o problema em um Problema de Programagao
Linear (PPL). Os principais métodos utilizados na literatura sao:

e método de Newton [6];
e busca de Megiddo [6];

e transformacdo de Charnes-Cooper [1].

Os dois primeiros sdo métodos de gradientes, ja o dltimo é uma linearizacdo do PPLF, sendo sua
principal desvantagem o fato do niimero de varidveis aumentar consideravelmente.

Neste artigo é proposto um algoritmo para o caso em que as fun¢des g e h possuem o
conjunto dos inteiros como seus contradominios, ou seja, g : S — Ze h : S — Z . Este algoritmo
consiste em uma generalizacio do algoritmo proposto por Pinheiro [5].

2 Proposta

O algoritmo proposto consiste em particionar o espaco de busca e iterativamente executar um algo-
ritmo exato em cada uma das partes, atualizando o limite inferior e superior do problema principal
até que eles se encontrem, provando assim sua otimalidade.

Considere o PPLF denotado P. Podemos criar o seguinte PPL P’.
P’ : min h(z) — g(x), paraz € S.

Veja que a solugio 6tima de P’ ndo é necessariamente 6tima para P.

Sejam k* o valor da solugdo 6tima de P’ e z* uma solugio 6tima de P’; dessa forma
k* = h(z*) — g(x*). Paraum k € Z fixo, tem-se que k = h — g, onde h e g representam os valores
de h(z) e g(z) para todo x € {y | h(y) — g(y) = k}. Dessa forma f(z) pode ser calculada em

funcdo de h.
h—k
h) = ——
1) ===
Calculando a derivada,
h—(h—k) k
fh=—— =

Se k > 0 a derivada € positiva. Assim, quanto maior h, maior serd o valor de f(h).
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Seja entdo P(k) a versdo parametrizada de P, ou seja, uma versdo em que se procura,
dentre todas as solugdes de P, a que possui o maior valor da funcio objetivo e atende a restri¢do
h(z) — g(z) = k. A formulagdo de P (k) para o caso em que k > 0 é definida como

P(k): maxh(z)
s.a  h(z) —g(x) =k
zeS.

Para os casos em que k£ < 0 a formulagéio serd definida como

P(k): maxg(x)
s.a  h(z)—g(z)=k
x € S.

Além disso, seja S(k) o dominio de P (k). Ou seja, a divisdo de S em todos os possiveis S(k)
formam uma partigao.

Seja 7, a solugdo de P(k). Pode-se concluir que ela ¢ um limite inferior para o problema
geral. Isso é facil de ver pois se x}, € solugdo de P(k), também serd uma solugdo de P. Para calcular
um limite superior do problema, pode-se utilizar a seguinte estratégia. Para os casos em que k£ > 0,
seja ¢’ < g(x) o menor valor possivel para g, Vx € S. Define-se £ = max(¢',1) e xy a solu¢do na
qual g(z¢) = ¢. Entdo,

gl !
f(xﬁ) - h(xg) - m

serd um limite superior para a parte S(k) e também para qualquer parte S(x) com k > k.

Para os casos em que k < 0, tem-se que h(x) > 1, jd que h possui o contradominio discreto
e por defini¢do h(z) > 0 para todo x. Nesses casos, 0 objetivo é maximizar g e consequentemente
minimizar . Como h(z,;) = 1 é um limite para h, temos entdo que f(z;) = 17% é um limite
superior para a parte S(k). Da mesma forma que no caso anterior, o limite decai até quando & for
igual a zero. A Figura 1 mostra o comportamento dos limites superiores de acordo com o valor de

k.

Com os limites e os subproblemas ja definidos, pode-se entdo apresentar um pseudo-cédigo
do algoritmo ExIt (Exato Iterativo) representado pelo Algoritmo 1. O Algoritmo ExIt busca a so-
lucdo 6tima do problema P através de execugdes de sua versao parametrizada. Para isso, primeira-
mente, se obtém k como a solugdo de P’. A partir deste valor, iterativamente, se obtém o valor de
P(k) e se incrementa k. A cada iteracdo atualizam-se os valores dos limites superior e inferior. Isso
ocorre até que os limites se encontrem, significando que a partir desse ponto nio existe nenhuma
soluc@o melhor. Logo a seguir, o Teorema 1 prova que o ExIt retorna uma solu¢do 6tima do PPLF.

Teorema 1. O Algoritmo Exlt retorna uma solucdo étima do problema P.

Demonstracdo. A ideia do ExIt (Algoritmo 1) consiste em buscar a solucdo 6tima iterativamente
através de execugOes de sua versdo parametrizada, tendo como inicio o nimero k retornado por
P’. A cada itera¢do novos limites sdo calculados. Isso ocorre até que os limites se encontrem,
significando que a partir desse ponto ndo existe nenhuma solucao melhor.

Sabe-se que as linhas 8, 9, 14, 24, 25 e 29 do Algoritmo 1 realmente calculam os limites
inferior e superior. Falta entdo mostrar que as linhas 16 e 32 calculam de fato um limite superior e
que o algoritmo para.
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Algorithm 1 Algoritmo ExIt (Exato Iterativo)

1: procedure ECM(instincia 4, limite £)

2 x* « P'(i) > Resolve o P’ para a instancia i
3 if 2* = () then

4: return ()

5: end if

6 k < h(z*) — g(z*)

7 if £ < 0 then

8

9

LS_<+1-k

: LI «+ f(x*)
10: while LS > LI do
11: xy — P(i, k) > Resolve o P (k) para instancia ¢
12: if f(x}) > f(z*) then
13: ¥y
14: LI_ « f(z*)
15: end if
16: LS «+1-k
17: kE—k+1
18: end while
19: if f(z*) <1eP(i,0) # 0 then
20: z* < P(i,0) > Resolve o P(0) para insténcia
21: end if
22: k<1
23: end if
24: LS+ 5

25: LI; «+ f(z*)
26: while LS+ > LI+ do

27: xp « P(i, k) > Resolve o P (k) para instancia ¢
28: if f(x}) > f(z*) then

29: LIy « f(x)

30: A

3L end if

32: LSy + 75

33: kE+—k+1

34: end while

35: return z*

36: end procedure
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Figura 1: Limite Superior por k

Mesmo ja sendo uma boa solug¢do, a solugdo 6tima de P’ ndo é necessariamente Gtima para
P. Neste caso, o 6timo de P pode possuir um k maior que o de P’. Para encontré-lo, utilizam-se as
chamadas de P (k). Da forma como foi definida a fungio objetivo de P(k), obtém-se como retorno
a solugdo com melhor fungdo objetivo f dentre todas as solugdes na parte S(k) .

As linhas 16 e 32 calculam de fato um limite superior, pois se existisse uma solucdo acima
deste novo limite e abaixo do antigo, o algoritmo j4 a teria encontrado em uma iteracdo anterior
através de uma chamada de P (k). Como o Limite Superior (LS) diminui a cada iteragio conclui-se
que o algoritmo entio converge. U

3 Aplicacoes

Nesta secdo serdo apresentados dois PPLFs e como aplicar o algoritmo ExIt nestes problemas. Ap6s
isso, na dltima parte, serd apresentado um corte que melhorard o desempenho do método proposto.
O primeiro PPLF € o Problema de Formagao de Células de Manufatura (PFCM), para o qual foi
criada a primeira versdo do algoritmo em Pinheiro [5]. O segundo PPLF é uma generalizacao
do Problema de Coloracdo em Grafos (PCG), chamada de Problema de Alocac¢do de Canais com
Prémios (PACG) e apresentada primeiramente neste trabalho apenas como exemplificacdo para o
método proposto.

3.1 O Problema de Formacao de Células de Manufatura

Pode-se representar um sistema de manufatura por uma matriz bindria parte—miquina em que seus
elementos possuem valor 1 se a parte é fabricada pela maquina e 0 caso contrdrio. O objetivo do
PFCM ¢ formar células nas quais sdo agrupadas maquinas dedicadas a producdo de uma familia de
partes. Para tal, deseja-se obter células em que as maquinas possuem um alto nivel de similaridade
entre si, isto €, produzem em comum o mesmo conjunto de partes destinadas a célula. Como
consequéncia disso, obtém-se na pratica uma reducdo no nimero de deslocamentos de partes entre
células e um melhor aproveitamento das maquinas na célula, reduzindo consideravelmente os custos

de fabricacdo [4, 7].

Para se obter essas células, fazemos permutacdes entre as linhas e colunas da matriz a fim
de formar submatrizes de 1’s na diagonal principal e submatrizes de 0’s fora. A Figura 2 mostra
um exemplo de uma célula de manufatura a esquerda e a clusterizacdo formada pelas permutacdes
a direita.

Existem diversas fungdes objetivo para este problema. A abordagem utilizada nos trabalhos
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M; M, Ms M; Ms M2 M3 Ms M; My
PPl O 1 1 o0 1 P 1 1 110 0
Pl 1 0o 0 1 o0 Ps 1 1 0} 0 0
Pl 0 1 1 0 o0 . P 0 1 1]0 O
P41 0 0 1 0 P, 0 0 O] 1 1
PsJ 1 0 0 0 1 P, 0 0 o] 1 1
Pl 1 0 1 1 0 Ps 0 0 1|1 o
P 0 0 1 0 1 P 0 1 0] 1 1

Figura 2: Exemplo PFCM

atuais € a eficdcia de agrupamento p, proposta por [3]. Pode-se defini-la como:
Ny — Nout
PN N
em que:
e N é o nimero de 1’s na matriz original;
e N¢{Ut ¢ o niimero de 1’s fora das células;

e N{" ¢ o niimero de 0’s dentro das células.

Observe que o objetivo é maximizar a eficdcia; assim, quanto mais proximo de 1 for este indice,
melhor serd o agrupamento. Segundo Pinheiro [5], uma formulagdo matematica para o problema

pode ser definida como algo do tipo:

m — Z—l—(ij) (1 —vij)
m+ X (ij) Yid

sa yeSs.

PFCM : max

A versio linear h(z) — g(x) é definida por:
+(i4) —(i5)
sa yeS.

E a versdo parametrizada por:

PFCM(k): max m+ Z Yij
(@)
say (L—yy)+ > w=k
+(i5) —(i7)
y € S.

Para calcular ¢ basta ver que o valor minimo é o préprio m, assim o limite superior para

cada iteragdo passa a ser:
m
LS = —,
m+ k

ja que k sempre serd positivo.

Natal/RN

2538



J‘/H’ Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional 16 a 19

A Pesquisa Operacional na busca de eficiéncia nos Setembro de 2013
SBPO servicos publicos e/ou privados Natal/RN

3.2 Problema de Aloca¢do de Canais com Prémios

Propomos a seguir um novo PPLF chamado de Problema de Alocacdo de Canais com Prémios
(PACG) para exemplificar a forma em que o algoritmo ExIt pode ser aplicado.

Suponha que em uma cidade ha uma certa demanda por servigos de telefonia mével. Para
atender esta demanda existe um conjunto de torres de transmissdo que opera em um determinado
conjunto de frequéncias. Devemos entdo atribuir para cada torre uma ou mais frequéncias de modo
que torres dentro do raio de cobertura operem em frequéncias diferentes. Esta restricdo deve ser
considerada para que se evite a interferéncia entre as torres. Além disso, considere que existe um
custo associado a contratacdo de uma frequéncia e, portanto, deseja-se minimizar o nimero de
frequéncias contratadas. Em contrapartida, existe um beneficio associado ao se utilizar um maior
nimero de frequéncias em uma determinada torre, ja que diminui-se a interferéncia entre os usudrios
na comunicagio com esta torre.

Podemos considerar o PACG como uma generalizagdo do Problema de Coloragdo em Gra-
fos (PCG), um problema N P-dificil e bem conhecido na literatura, definido a seguir. Seja G(V, E)
um grafo e C; um conjunto de cores. O objetivo do problema € encontrar uma k-coloragdo em que
k € N seja o menor possivel. Analogamente, no PACG temos que cada frequéncia serd uma
cor, e portanto, minimizar o nimero de cores utilizadas equivale a minimizar o nimero de frequén-
cias contratadas. Contudo, expandindo esse conceito podemos ainda considerar um custo c,; € um
prémio p,; associado a contratagdo da frequéncia ¢ na torre v.

Temos portanto, a seguinte formulacdo para o problema, considerando o valor 1 a z,,; se foi
atribuido frequéncia ¢ a torre v e 0 caso contrario:

ZUEV Ziec Cvi " Twi

CG : max
> vev 2uiec bui * Tui
s. a Ti + T < 1 Vw € Elw = N(v),Vi e C
Ty € {0,1} YveV,Viel.

Veja que o problema ¢ dificil uma vez que é uma generalizacdo do PCG. Uma estratégia
para resolvé-lo € através da utilizacdo do algoritmo ExIt. Para isso, deve-se encontrar sua versao
linear e sua versdo parametrizada.

A versao linear € dada por:

Cg/3 minzzbm'%i—zzcm'%i

veV ieC veV ieC
s.a zxz€8.

E a versdo parametrizada para £ > 0 € dada por:

CG(k): maXchi Ty

ieC
S 2 IRHED 3) R
veV ieC veEV ieC
r€S.
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Quando k£ < 0 sera:

CG(k): max Z byi * Toyi

ieC
S 2 MIRHED 3) DR
veV ieC veEV ieC
r€S.

Para que o algoritmo proposto possa ser aplicado, falta apenas obter o valor de /.

{= min Z bm‘ * Loyg

ieC
s.a xz€S8.

3.3 Otimizacao

Como visto na se¢do anterior, o algoritmo ExIt se baseia em iteracdes nas quais subproblemas sdo
resolvidos. Uma vez que um dos subproblemas esté resolvido, informacdes podem ser passadas ao
subproblema seguinte. Nesta secio serdo propostos alguns cortes que melhorardo o desempenho do
algoritmo.

Considere que na iteragdo 7 o valor de P(k;) foi V;. Considere também que nesta parte do
algoritmo temos k& > 0. O préximo passo do algoritmo é calcular o valor de P(k;1). Porém, ao
calcular P(k;), foi obtido o valor V;, e agora no cdlculo de P(k;41) néo interessa um valor menor
que V;. Pois, se o valor V;4; for menor que V;, entdo o valor da solu¢do dessa nova iteragdo aplicado
em f serd menor que o da iterag@o anterior. Dessa forma o corte h(x) > V; + 1 pode ser aplicado
para as iteragdes seguintes, em que 7 representa a iteragdo em que foi encontrada a melhor solugdo
vigente.

4 Resultados

Nesta secdo serdo apresentados os resultados computacionais referentes ao PFCM. As ferramentas
utilizadas nos testes computacionais serdo apresentadas na Secdo 4.1 e os resultados na Secdo 4.2.
4.1 Ferramentas

Como ferramenta utilizou-se o CPLEX, um dos pacotes de software de otimizacdo linear mista mais
utilizados na literatura. O CPLEX € responsavel por gerenciar todo o processo de Branch-and-Cut
(B&C).

Todas os métodos desenvolvidos foram implementados em C+ e executados em uma ma-
quina Intel Core i7-2600 com 3,40 GHz e 32 GB de memdria RAM no sistema operacional Arch
Linux 3.3.4.

4.2 Testes computacionais

Para os experimentos, foi aplicado o algoritmo proposto na Secdo 2 para a resolu¢do do PFCM e as
solugdes encontradas comparadas com as obtidas pelos seguintes trabalhos da literatura:

Wau et al. [8]: método de coeficientes de similaridade com funcdo de Boltzmann e operador de
mutagdo;

Pailla et al. [4]: simulated annealing;
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Elbenani et al. [2]: algoritmo genético hibrido.

A Tabela 1 compara o 6timo obtido pelo algoritmo proposto com o melhor resultado da
literatura. Podemos observar que o algoritmo encontrou o 6timo em 26 de 35 instancias. Em 3
instancias, o algoritmo encontra solucdes ainda desconhecidas na literatura (King1980, Kumar1987
e Stanfel1985_1). Nas demais instancias, o algoritmo ndo obteve resultados. Vale salientar que
houve instancias na literatura em que foram encontrados resultados “melhores que os exatos”. Isso
se deve por conta de alguns erros de digitacdo das instincia por parte de alguns autores, relatados
em Pinheiro [5]. Os tamanhos das instancias variam de 5 x 7 até 40 x 100 partes—mdquinas.

Tabela 1: Resultado do Algoritmo Exato.

|| Instancia || Literatura | Exato || Instancia | Literatura | Exato ||

King1982 75 75 Kumar1986 50.81 50.81
Waghodekar1984 69.57 69.57 Carrie1973b 78.40 78.40
Seiffodini1989 80.85 80.85 Boel991 58.79 58.79
Kusiak1992 79.17 79.17 Chandrasekharan1989_1 100 100
Kusiak1987 60.87 60.87 Chandrasekharan1989_2 85.11 85.11
Boctor1991 70.83 70.83 Chandrasekharan1989_3-4 73.51 73.50
Seiffodini1986 69.44 69.44 Chandrasekharan1989_5 53.29
Chandrasekaran1986a 85.25 85.25 Chandrasekharan1989_6 48.63
Chandrasekaran1986b 58.72 58.72 Chandrasekharan1989_7 46.15
Mosier1985a 75 75 McCormick1972b 54.82
Chan1982 92 92 Carrie1973c 47.68

Askin1987 74.24 74.24 Kumar1987! 62.86 63.04
Stanfel1985 72.86 72.86 Stanfel1985_1! 59.66 59.77
McCornick1972a 53.33 53.33 Stanfel1985_2 50.83
Srinivasan1990 69.92 69.92 King1982 47.93
King1980 57.96 58.04 McCormick1972¢ 61.16
Carriel973a 57.73 57.73 Chandrasekharan1987 84.03 84.03
Mosier1985b 43.26

5 Conclusoes

Neste trabalho foi apresentado um novo algoritmo exato para uma classe de PPLFs. Esta classe
engloba muitos problemas fraciondarios estudados na pratica. Dentre as principais vantagens da
utilizacdo deste método em comparacdo com os outros métodos da literatura pode-se citar:

e uso menor de memoria se comparado com os métodos de linearizacao;
e foco na estrutura do problema original;

o simplicidade de implementacdo.

Pode-se destacar o menor uso de memoria como a principal vantagem do método. Uma vez
que o consumo de memdria cresce de forma exponencial em problemas combinatdrios, a utilizagdo
de um método com menor consumo faz grande diferenca entre encontrar a solu¢do 6tima ou nao.
Apesar de conter diversas chamadas de subproblemas, o método proposto pode ter um desempenho
computacional competitivo através da utilizacdo de:

e cortes a cada iteracao;
e paralelizacdo do préprio algoritmo;

e resolucdo bem trabalhada dos subproblemas como plano de corte, geragdo de colunas, etc.

Como trabalhos futuros pretende-se comparar o algoritmo proposto com os algoritmo classicos da
literatura para problemas fraciondrios.
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