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RESUMO

O presente trabalho propde aprimoramentos aos modelos da Teoria da Suavizacdo em
DEA BCC, que substitui a fronteira DEA original por outra suavizada. Através dessa teoria,
propde-se tratamento para as distorgdes causadas pelas DMUs eficientes por default do modelo
BCC tradicional. O presente propde ainda um indice para identificar o quanto da eficiéncia
tradicionalmente calculada pelo BCC decorre dessas distor¢des. Um segundo aprimoramento no
modelo DEA BCC suavizado garante que nenhum alvo de DMU apresente inputs negativos. Essa
situacdo poderia ocorrer nos modelos anteriores de suavizagdo, mas se torna muito mais provavel
apos o tratamento das eficiéncias por default deste trabalho.

PALAVARAS CHAVE. Suavizagdo DEA BCC, Eficiéncia por default, Alvos de DMUs.
Area principal: DEA

ABSTRACT

This work proposes improvements to the Smooth DEA BCC Theory, that replaces the
original DEA frontier with a smooth one. We use this theory to correct the distortions caused by
the default efficiencies of the traditional DEA BCC model. We also propose an index that
identifies which portion of the traditional BCC efficiency relates to these distortios. This work
also proposes an improvement that guarantees that no DMU projection has negative inputs. This
situation was possible in previous smooth DEA models, but it becomes much more frequent after
implementing the corrections for the default efficiencies that we propose.

KEYWORDS. Smooth DEA BCC, Default efficiency, DMU projection.
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1. Introducéo

Andlise Envoltéria de Dados (DEA - Data Envelopment Analysis) é uma técnica de
programacdo linear para medir a eficiéncia de unidades produtivas (DMUs — Decision Making
Units), as quais utilizam maltiplos inputs para produzir multiplos outputs. A mesma constréi uma
fronteira de eficiéncia, formada pelas DMUs com as melhores relagcBes produto/insumo,
conhecida como envelope ou envoltéria. Ao contrério dos métodos tradicionais de célculo da
eficiéncia, essa técnica possibilita ignorar os aspectos financeiros.

Inicialmente, Charnes, et al., (1978) propem o modelo DEA CCR, o qual considera
rendimentos de escala constantes e assume que um incremento proporcional dos inputs de uma
DMU resulta no mesmo incremento proporcional de seus outputs. Em 1984, Banker, Charnes e
Cooper propéem o modelo BCC (Bankeret al., 1984), o qual considera rendimentos de escala
variaveis e substitui o axioma da proporcionalidade entre inputs e outputs, pelo axioma da
convexidade (Soares de Mello, 2002).

Existem duas formulagGes equivalentes e duais para esses modelos DEA cléssicos
(Cooperet al., 2000): o Modelo dos Multiplicadores, que trabalha com a razdo de somas
ponderadas de produtos e recursos, e 0 Modelo do Envelope, que trabalha com uma distancia
(ndo euclidiana) de cada DMU a fronteira de eficiéncia.

A formulacdo dos Multiplicadores permite, em tese, o calculo das taxas de substitui¢do
(trade-offs) entre os diversos recursos e produtos, quanto a variacdo de um recurso afeta a
producdo, bem como o calculo de shadow prices (Coelliet al., 1998). Entretanto, a multiplicidade
de solugdes 6timas ndo permite esse calculo para as DMUs extremo-eficientes (Lins & Angulo
Meza, 2000), as quais formam os “cantos” da fronteira eficiente e ndo podem ser expressas como
combinacdo linear de outras DMUs. Essa impossibilidade de célculo torna-se uma lacuna para o
conhecimento do decisor, além de ser um obstaculo ao uso de DEA como ferramenta de
multicritério (Nacif, 2005).

O objetivo do presente trabalho é dar continuidade a Teoria de Suavizagdo para DEA
BCC desenvolvida em Soares de Mello (2002), Soares de Mello et al. (2004), Nacif (2005) e
Nacif et al. (2009), que consiste em uma solucdo para o problema apresentado. Essa Teoria €
baseada na substituicdo da fronteira original do Modelo do Envelope, que é linear por partes, por
uma suavizada, com derivadas continuas em todos 0s pontos.

Soares de Mello et al. (2001 e 2002) propuseram uma suavizacdo da fronteira por
partes, isto &, calculando uma hipersuperficie diferente para cada segmento de fronteira em DEA
original. Apesar de ser desenvolvida para casos mais gerais, a complexidade de seus calculos
permite aplicacdo apenas para o caso BCC bidimensional. Soares de Mello et al. (2004) propdem
uma suavizacgao Unica para toda a fronteira BCC, o que permite aplicacGes para casos com 1
output e n inputs, bem como, feitas algumas adaptacfes, para casos com m outputs e 1 input.
Nacif et al. (2009) generalizam ainda mais para 0 caso BCC multidimensional de n inputs e m
outputs.

Gomes et al. (2004) aplicaram a técnica de Soares de Mello et al. (2004) para facilitar
os calculos, uma vez que propdem uma extensdo do modelo DEA com Ganhos de Soma Zero
(DEA-GSZ) para quando ha necessidade de reduzir os insumos utilizados junto a reducdo dos
outputs (para que a soma seja constante). Além disso, outros autores, como Kozyreff Filho &
Millioni (2004), Avellar et al. (2004, 2005, 2007), Gomes & Avellar (2005), Milioni et al (2011),
Silveira et al (2011) e Silveira (2011) propdem outros tipos de fronteira de eficiéncia que ja é
originalmente suavizada em modelos DEA Hiperbdlico, Esférico, Elipsoidal e Parabdlico, o que
pode ser considerado como uma versdo suavizada e paramétrica de DEA-GSZ (Linset al., 2003;
Gomes & Lins, 2008).

A fronteira suavizada deve ser tdo proxima quanto possivel da fronteira original, bem
como manter propriedades basicas de DEA, como convexidade, monotonicidade crescente dos
inputs com o0s outputs, atribuicdo de pesos diferentes por cada DMU. Em trabalhos anteriores, a
fronteira suavizada também buscava manter as mesmas DMUs eficientes da fronteira tradicional.

Entretanto, o presente modifica essa Ultima caracteristica para atuar no problema
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associado as DMUs eficientes por default do modelo BCC, e também propde um indice
associado. Usando a terminologia de Gomes et al (2012) diz-se que DMU é eficiente por default
guando deve a sua eficiéncia ao fato de ser a Unica a apresentar a menor (maior) quantidade de
um dos inputs (outputs)ou a maior quantidade de um dos outputs. Com a relaxacdo de algumas
restricdes do problema de suavizacdo pode-se verificar quais das DMUs eficientes por default séo
verdadeiramente eficientes. A solucdo aqui proposta aumenta a possibilidade de algumas DMUs
serem projetadas em alvos inexistentes. Esse problema ja estava presente em formas anteriores de
suavizacdo, porém em escala consideravelmente menor. Assim, o presente também propde
tratamento para essa situacéo.

Outros trabalhos também atuam na identificacdo e solucdo de problemas associados a
formulacdo DEA BCC. Soares de Mello et al (2013) propGem tratamento para eficiéncias
negativas em modelos BCC de Avalia¢do Cruzada. Outros trabalhos (Bana e Costa et al., 2002;
Ferreira, 2003; Po et al., 2009; Appa et al., 2010; Castro, 2012) usam a técnica de clusters
dindmicos como modelo DEA-CCR, com o intuito de evitar problemas ligados aos retornos de
escala do modelo DEA-BCC.

2. Referencial Teorico

2.1 Formulagéo do Modelo Suavizado

Para aproximar a fronteira suavizada a fronteira original, utiliza-se a diferenca entre os
seus comprimentos de arco. Como a fronteira original é composta por segmentos de reta, e como
0 segmento de reta apresenta o menor comprimento de arco entre dois pontos fixos, basta
minimizar o comprimento de arco da fronteira suavizada, dado por L em (1), em que Z(x) é a
equacdo da fronteira suavizada, e x; e x, sa0 seus limites inferior e superior.

X dz\2

L= 1+ (5) dx )

Assim, a suavizacdo consiste em procurar a funcdo que minimize o comprimento do
arco (ou sua generalizagdo multidimensional, quando houver mais de duas variaveis). Para
possibilitar o problema, restringe-se o universo das fungdes “candidatas” (aproximantes) a
funcBes polinomiais, com grau previamente definido. A solucdo encontrada sera assim um étimo
do conjunto considerado, e ndo um étimo global (SOARES DE MELLO, 2002).

A funcdo deve ainda obedecer as seguintes restri¢cbes: conter as DMUs eficientes e
apresentar derivadas parciais de segunda ordem em todos o0s pontos. Quanto a primeira restrigéo,
destaca-se que a nova fronteira ndo deve conter as DMUs fracamente eficientes, as quais estdo na
fronteira original, mas que si&o dominadas por outras DMUs. Entretanto, para evitar
inviabilidades, a nova fronteira deve conter apenas as DMUs extremo-eficientes (Soares de Mello
et al., 2001).

Como duas funcdes distintas podem ter 0 mesmo comprimento de arco — como ocorre
com uma simples translacdo ou por simetria em relacdo a dois pontos fixos — devem ser
acrescentadas restricdes adicionais ao problema de minimizacdo de arco, de forma a evitar
solucbes indesejaveis. Assim, é acrescentada a restricdo de convexidade para atender as
caracteristicas do modelo DEA BCC (2).

0%z

x? <0 2

Ao acrescentar (2) ao problema de suavizacdo, obtém-se o Teorema da Inexisténcia de
Solugdo Otima, desenvolvido em Soares de Mello et al. (2002). Esse teorema indica que n&o
existe um 6timo para a suavizacdo da fronteira BCC, mas existem boas aproximagdes que
respeitam as restrigdes.

Para o caso BCC com 1 output (Z) e 2 inputs (x e y), a formulagdo do problema de
programacdo quadratica para a fronteira suavizada encontra-se em (3).
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Min {fxmin f)’min [1 + (5) + (a) ] dy dx} (31)
sujeitoa
Z(xef: yef) = Z¢r, YDMUextremo — eficiente (3.2
0z
x (xmaermax) =0 (3_3) (3)
0z
a (xmax: ymax) >0 (3'4)
0%z
oz =0 VXY (3.5)
0%z
a2 =0 V%Y (3.6)

A funcdo objetivo em (3.1) aproxima a fronteira suavizada a fronteira original. Cabe
ressaltar que a fun¢do minimiza o quadrado do comprimento do arco, para facilitar o célculo
computacional, sem alterar o resultado. As restricGes de igualdade em (3.2) garantem que a
fronteira passe pelas DMUs extremo-eficientes. (3.3) e (3.4) garantem monotonicidade crescente
em relacdo a ambos inputs, desde que garantida a convexidade da fronteira, conforme (3.5) e
(3.6).

Dependendo do grau do polindmio, pode ndo ser possivel garantir (3.5) e (3.6),
tornando-se necessario impor restricdes mais fortes, isto é, que todos os termos da fungdo sejam
convexos, a saberd, f, g, h,i,j, ... < 0.

Ressalte-se que o grau do polinémio Z é definido em funcdo do nimero de DMUs
extremo-eficientes do modelo DEA BCC, de modo que o nimero de coeficientes do polindmio
(variaveis de liberdade) seja maior que o numero de DMUs extremo-eficientes (restricGes de
igualdade), conforme Soares de Mello et al. (2004).

2.2 Vantagens e Limitacgdes da Fronteira Suavizada

Soares de Mello (2002) afirma que o modelo de suavizacdo foi desenvolvido para
resolver o problema da indeterminagdo dos pesos. Assim, pode-se citar como primeira e grande
vantagem a existéncia de multiplicadores Unicos, em vez de um intervalo de variagdo como em
Rosen et al. (1998), e com calculo relativamente simples, diferente do modelo de Charnes et al.
(1985). Além disso, cada DMU apresenta os multiplicadores mais apropriados as suas
caracteristicas, mesmo sendo valores Unicos, e sem a necessidade de escolhas subjetivas sobre
formulacBes agressivas ou benevolentes, ao contrario do modelo de avaliagdo cruzada de Doyle
& Green (1995).

A suavizacdo fornece uma variacdo gradual dos multiplicadores, ao contrario do
método das médias ponderadas de Charnes et al. (1985), que encontra grandes variacfes para oS
multiplicadores, dadas pequenas alteragdes nas varidveis.Os rendimentos de escala também séo
graduais na suavizacdo, ao contrario do BCC, que assume rendimentos constantes em cada face,
mas com variagOes bruscas nos vértices, o que é pouco natural.

Soares de Mello et al. (2002) identificaram que a suavizagdo facilita bastante o calculo
de alvos, em especial ndo radiais. Isso porque os modelos tradicionais de DEA consideram que a
DMU atinge a fronteira eficiente mantendo inputs constantes e aumentando todos os outputs na
mesma proporcao (orientacdo a output), ou alternativamente congelando os outputs e reduzindo
todos os inputs na mesma propor¢do (orientacdo a input). Entretanto, existem na realidade
diversas outras formas mais naturais e mais simples de se atingir eficiéncia, mas utiliza-las nos
modelos tradicionais torna o problema extremamente complicado. Assim, outra grande vantagem
da fronteira suavizada € permitir o célculo de alvos muito mais realistas, como o alvo euclidiano
(aquele com a menor distancia euclidiana @ DMU ineficiente), o alvo de Tchebychev (aquele com
a menor distancia de Tchebyshev a DMU ineficiente), dentre outros, podendo incluir ainda
restricOes adicionais que incorporem preferéncias do decisor (Soares de Mello, 2002).
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Outras vantagens podem ser identificadas como a existéncia de uma Unica fronteira
eficiente, seja qual for a DMU analisada, ao contrério do modelo de supereficiéncia de Andersen
& Petersen (1993).A suavizacdo tampouco requer o desenvolvimento das equagdes da regido a
ser suavizada, apenas das suas coordenadas.

Soares de Mello (2002) também aponta para a vantagem de inexistir regiGes fracamente
eficientes na fronteira suavizada. Ao contrério do trabalho de Gonzalez-Araya (2002), que
também altera a fronteira para eliminar essas regides, a suavizacao limita os valores de eficiéncia
a unidade, bem como apresenta as DMUs mais eficientes com os maiores valores.

Os alvos em que DMUs ineficientes sdo projetadas representam uma diferenca
fundamental entre a suavizacdo e outros modelos, como os tradicionais, o de Gonzalez-Araya
(2002), o de Andersen & Petersen (1993), etc. Ao contrario desses Gltimos, 0 alvo na suavizacdo
é¢ uma DMU extremo-eficiente. Essa caracteristica ndo é necessariamente uma desvantagem.
Soares de Mello (2002) afirma que 0 aumento do nimero de DMUs extremo-eficientes torna a
fronteira convencional mais proxima da suavizada, ressaltando que, no limite, a fronteira BCC
tenderia a ser suave. Nessa situagéo, os alvos seriam todos DMUs extremo-eficientes.

Por outro lado, uma limitacdo real da suavizagdo é a inexisténcia de fronteira 6tima,
conforme identificado no Teorema da Inexisténcia de Solucdo Otima, apenas uma melhor
fronteira dentre o conjunto de funcGes admitido.

Além disso, o modelo define novo conjunto de possibilidades de produgéo P (regido de
viabilidade das DMUs, delimitada pela fronteira eficiente). A diferenca do novo conjunto P em
relacdo ao BCC tradicional é dada pela regido compreendida entre as duas fronteiras. Vale
ressaltar que redefini¢cbes como essas sdo comuns em DEA, como ocorreu ao passar do CCR para
0 BCC e, em seguida, para o0 FDH (Free Disposal Hull - DEPRINS et al., 1984). Entretanto, nos
casos anteriores, restringia-se o conjunto P, gerando aumento das eficiéncias das DMUs. A
suavizacao amplia o conjunto e assim diminui (ou mantém) o valor das eficiéncias.

Essa caracteristica pode ser indicada como uma limitacdo, ao considerar o “postulado
de extrapolacdo minima” de Banker et al. (1984), que estabelece que o conjunto de possibilidades
de produgéo estimado por um modelo DEA deve ser o0 menor conjunto que atenda aos postulados
assumidos. Em outras palavras, o indice de eficiéncia deve ser o mais favoravel que as restri¢cGes
permitem (Charneset al., 1978). Entretanto, vale lembrar que a introducdo de restrigdes aos
multiplicadores nos modelos tradicionais ja implicava em relaxar o postulado de extrapolacdo
minima (Langet al., 1995).

3. Aprimoramentos Na Fronteira Suavizada

3.1 Eficiéncia por Default

Um dos motivos que levam ao uso do CCR mesmo quando ndo ha proporcionalidade
entre inputs e outputs, é a baixa capacidade discriminatéria do BCC, parcialmente justificada
pelas DMUs eficientes por default do modelo. Pode-se utilizar a suavizacdo da fronteira BCC
para tratar esse problema, através do relaxamento das restricdes de igualdade (3.2) nesses pontos.
Assim, a nova fronteira pode passar por pontos de maior eficiéncia que as DMUs eficientes por
default, mas sendo mantida a obrigacdo de conter as demais DMUs eficientes no BCC. Dessa
maneira, as DMUs eficientes por default no BCC podem ter eficiéncia de 100% ou menos no
novo modelo.

Entretanto, pode haver uma DMU muito proxima da DMU eficiente por default que s6
ndo tera sua eficiéncia questionada por causa da existéncia desta Gltima, mas que, caso contréario,
seria ela propria eficiente por default. Para evitar essa situacdo indesejavel, devem ser relaxadas
as restricOes de igualdade das DMUs “menores” que a menor DMU eficiente no CCR ou
“maiores” que a maior DMU eficiente no CCR. Diz-se entdo que o conceito eficiéncia por default
foi ampliado.

Uma DMU &, nesse momento, definida como “menor” que outra, caso apresente pelo
menos um input menor; e serd considerada “maior” caso apresente pelo menos um output maior.
Essa definicdo deve-se a caracteristica da eficiéncia por default, isto é, eficiéncia maxima para
toda DMU que apresentar o menor inputx; (Vi) ou o maior outputz; (Vj).
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Propde-se ainda um indice de eficiéncia por default, calculado como em (4), que indica
a parcela da eficiéncia da DMU no BCC tradicional que € consequéncia das eficiéncias por
default. Esse indice sera grande para DMUs indevidamente privilegiadas pelo BCC tradicional, e
pequeno para aquelas cuja eficiéncia no modelo suavizado se aproxima a eficiéncia no modelo
tradicional.

%Eficiénciagcc-%Eficiénciagyavizada (4)

0 . oA . _
/OEﬁCIenCIadefault - %Eficiénciagcc

3.2 Existéncia do Alvo

Ao suavizar a fronteira e, portanto, alterar o seu formato, surge a preocupacdo de que
DMUs podem estar sendo projetadas em regies com input negativo, isto €, numa situagdo
impossivel de consumo negativo de recursos. Essa preocupagdo existia mesmo ao suavizar a
fronteira incluindo todas as DMUs eficientes, uma vez que nédo se tinha controle da fronteira na
regido de DMUs menores que a menor DMU eficiente no BCC — ndo havia restri¢cGes para essa
regido. Entretanto, a mesma se torna consideravelmente mais relevante ao implementar as
propostas do presente, uma vez que o controle é perdido para toda a regido de DMUs menores
gue a menor DMU eficiente no CCR.

Ressalte-se que essa preocupacdo é valida apenas para a orienta¢do a input, quando 0s
inputs das DMUs ineficientes serdo reduzidos até atingir a fronteira, podendo tornar-se negativos.
No caso de orientacdo a output, os outputs das DMUs serdo aumentados até atingir a fronteira
eficiente, mantendo-se os inputs constantes. Como 0s outputs originais das DMUs sdo positivos,
os alvos calculados com orientagdo a output nunca terdo valores negativos.

Para evitar alvos com inputs negativos, doravante denominados alvos inexistentes,
deve-se incluir restricdo que garanta que o0s inputs na fronteira sejam ndo negativos para
quaisquer valores de outputs. Como os inputs na fronteira crescem com 0s outputs — devido as
restricdes (3.3) a (3.6) do problema de suavizacao —, basta garantir inputs ndo negativos no ponto
da fronteira com os menores valores dos outputs. Isso sera visto adiante.

3.2.1 Output Unico e Multiplos Inputs

Para 0 caso de ninputsx; (i = 1,2,...,n) e um outputz, a fronteira com equagéo de
grau g seré:

Zg = F(xerZr ---;xn) =a+ Zk akx:filkX'ZCL'ZIc ...x;ink Vcij, tal que Z?=1 cije < g, que
pode ser reescrita como:

Z=F(xq,%x3, ..., %p) = a+ f(xq1,%3,...,%,), S€ndo f(xq, x5, ...,x,) Uma funcdo sem
termo independente de x;. Ent&o, pode-se afirmar (5).

f(x1, %9, 0, %) = 0,58 x; =0,Vi=1,..,n 5)
~ . Of OF aF
Sendo  f(xq, %9, ..., Xy) = F(xq,%x5, ..., x,) —a, entdo: o = oxr Como o >0

(restricdo presente no modelo) e, portanto, % > 0, entdo se pode afirmar (6).

f(x1a %24, s Xna) = (X1, X2p, -, Xpp) SEMPre que x;4 = x5, Vi=1..n (6)
De (5) e (6), obtém-se (7).
f(x1, %9, 0, x7) 20,58 x; 20,Vi=1,...,n @)

Considerando (7), garante-se que a projecdo de toda DMU tenha inputsx; = 0, Vi =
1,...,n (objetivo inicial), atraves de (8).

Z=F(xqy,Xxp, ., Xp) =a+ f(x1,%2,...,%,) =@ (8)

Basta incluir a restricdo para z = z,,;,, como em (9), que todos os outros valores de z
estardo obedecendo a restricao (8).

763



MH/ Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional 16 a 19
Setembro de 2013

A Pesquisa Operacional na busca de eficiéncia nos
SBPO servicos publicos e/ou privados Natal/RN

Zmin = (9)
3.2.2 Input Unico e Mdltiplos Outputs

O modelo de suavizagdo para o caso maltiplos outputs e input Unico é analogo ao
apresentado em (3) e pode ser encontrado em Nacif et al. (2009). Com moutputsz; (j =
1,2, ...,m) e um inputx, a fronteira com equagéo de grau g sera:

Xg = H(21,23, ., Zm) = b + Ty byz; "z, ...z, ™ Vcjk tal que Yisico < g
Parax = H(zy, 2y, ..., Zm) = 0, sempre no intervalo, basta garantir x,,,;,, = 0.

Sendo % >0,Vj =1,2,...,m(restricdo do modelo) ent&o:
J

H(Z14,Z24) ++»Zma) = H(21p,Z2p, -+, Zmp) SEMPre que zjy = zjg, Vj =1,...,m.

Assim, x = H(zy,2y, ..., Zpy) S€ra minimo para z = Zjyy, Sendo zjyy, < zj, Vj =
1,2,...,m. Portanto, basta garantir que o input associado 8 DMU com 0s menores outputs seja
maior ou igual a zero, como em (10).

H(Zl mins 22 mins =+ mein) =0 (10)

De fato, ndo é possivel garantir que exista uma DMU com todos os outputs minimos,
mas tal DMU pode ser criada, como em (10). Essa restri¢cdo é mais forte do que o necessario para
garantir a existéncia de todos os alvos, mas a mesma se torna interessante por questdes de
simplicidade. A alternativa seria acrescentar uma restricdo para toda e cada DMU com o menor
output z;, Vj = 1,2, ..., m.

3.3 Formalizacdo do Modelo de Suavizacéo

3.3.1 Output Unico e Mdltiplos Inputs

O modelo de suavizacdo que incorpora as propostas apresentadas nas secdes 2.1 e 2.2,
para casos com output Gnico e multiplos inputs é apresentado em (11).

2
min {fx”"“x .. [mimax [1 + 3 (:—;) ] dx, ... dxl} (11.2)

X1 min Xnmin
sujeitoa

F(xl efi ...xneﬁ) = z.rVDMUeficientepordefault (11.2)

F(xl efi ...xnefl-) = Zor;VdemaisDMUsBCCeficientes (11.3) (11)
dF .

6_xi(x1 maxs = Xnmax) = 0, Vi=1,..,n (11.4)

a%F .

o <0,VvVi=1,..,n (11.5)

Zmin = Q (11.6)

A funcéo objetivo em (11.1) minimiza o quadrado do comprimento de arco da fronteira.
O conjunto de equagbes em (11.2) garante que a fronteira contenha,ou seja mais eficiente que,
todas as DMUs BCC eficientes por default. VVale lembrar que o conceito de eficiéncia por default
foi ampliado para incluir todas as DMUs eficientes apenas no BCC “menores” que a menor DMU
eficiente no CCR, bem como todas as DMUs eficientes apenas no BCC “maiores” que a maior
DMU eficiente no CCR. As demais DMUs Pareto eficientes no BCC deverado estar contidas na
fronteira, conforme equacges (11.3). Aqui também pode ser necessario impor restricdo mais forte
gue em (11.5), impondo convexidade aos termos polinomiais. A restricdo (11.6) garante que
todas as projecOes sejam existentes.

O célculo da eficiéncia nesse modelo segue os conceitos de DEA tradicional. Com
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orientacdo a output, a eficiéncia € a divisdo entre o valor do output da DMUo (isto &, z,) e o valor
do output projetado (isto é, F(xy, x5, ..., x,)), como em (12).

Efoutput =—> (12)

F(X10/X20,--+%n0)

Com orientacdo a input, a eficiéncia é o fator o, com (0 < @ < 1), que multiplica todos
os inputs da DMUo até atingir a fronteira, ou seja, z, = F(0xX1q, 0X50, -, 0Xpo)-

3.3.2 Input Unico e Multiplos Outputs

De modo semelhante, 0 modelo de suaviza¢do com as novas propostas, para casos com
input unico e maltiplos outputs é apresentado em (13), analogo a (12).

2

: max mmax 0H

min {fzzllmin ...fZmem P (6_21) dz, ...dzl} (13.2)
sujeitoa

H(21 efi ...Zneﬁ) < xeriVDMUeficientepordefault (13.2)

H(zl efi Zneﬁ) = X5;VdemaisDMUsBCCeficientes (13.3)

0H ,

a_zj(zl mins o Zmmin) =0, Vi=1..m (13.4) (13)
OH <0, Vj=1,..,m (13.5)

aZj

H(Zl min» 22 mins -+» mein) =0 (13-6)

O valor da eficiéncia com orientacdo a input deve ser a divisao entre o valor do input
projetado (isto é, H(z10, Z20, --» Zmo)) € 0 Valor do input da DMUo (x,), como em (14).
H(Z10,220/-+Zmo)
Efinput = + (14)
Com orientagdo a output, a eficiéncia é o inverso do fator o (a = 1), que multiplica
todos os outputs da DMUo até atingir a fronteira, ou seja, x, = H(0.z14, 0220, -, 0Zmo)-

4. Exemplo Numérico

Para exemplificar o método, pode-se utilizar o exemplo numérico de Gomes et al.
(2004). A tabela 1 apresenta os valores de inputs e outputs para o exemplo, bem como os valores
de eficiéncia nos modelos DEA tradicionais BCC e CCR, calculados com orientacdo a input e a
output, através do software SIAD (Angulo Meza et al., 2005). Vale ressaltar que o CCR
obrigatoriamente apresenta 0s mesmos valores de eficiéncia para todas as DMUs, em ambas as
orientacdes.

Eficiéncia Eficiéncia | Eficiéncia
DMUs|Input 1 [Input 2 | Output BCC Output | BCC Input CCR
A 1 1 18.5 100% 100% 100%
B 2 5 26.0 100% 100% 70%
C 3 4 335 100% 100% 60%
D 4 1 22.0 100% 100% 100%
E 5 3 25.0 84% 59% 40%

Tabela 1 — Valores de Inputs, Outputs e Eficiéncias nos modelos DEA tradicionais para o
exemplo numérico

Com 2 inputs e um output, as 4 DMUs BCC eficientes exigem polindmio de grau 2, da
forma Z = F(x,y) = a + bx + cy + dx? + exy + fy?, resultando no problema de suavizagio
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(15).

55
min jJ[1+(b+2dx+ey)2+(c+ex+2fy)2]dydx
11

sujeitoa
a+b(1)+c(1)+d(1)?+e(1)(1)+ f(1)> =185
a+b2)+c(5)+d2)?+e2)(5)+f(5)? =26
a+b3)+c(4)+dB3)?+e(3)(4)+ f(4)? =335 (15)
a+b(4)+c(1)+d4)?+e(d)(D)+ f(1)? =22
b+2d(5) +e(5) =0
c+e(5)+2f(5)=0
df<o0
a <18.5

Vale notar que as DMUs B e C podem ser eficientes por default no BCC tradicional por
serem ineficientes no modelo CCR e apresentarem outputs maiores que a DMU D — a maior
DMU eficiente no CCR. Por isso, as restri¢fes referentes a ambas foram relaxadas.

Os resultados da suavizacgdo, calculados como exposto na se¢do 2, com orientacdo a
output e a input sdo apresentados na tabela 2. Ressalte-se que o polinémio da fronteira suavizada
resultou  aproximadamente em:Z = F(x,y) = 9.74 + 2.22x + 7.42y — 0.20x% — 0.04xy —
0.64y2.

Dados Orientagdo a Output Orientagdo a Input
Output Eficiéncia | Eficiéncia | Input 1 Input 2 | Eficiéncia
DMUSs| Input 1 | Input 2 - Output suaviIzJado Suavizada | por Default suagizado suagizado (alfa)
A 1 1 18.5 18.5 100% 0% 1.00 1.00 100%
B 2 5 26.0 34.0 76.5% 24% 0.98 2.46 49%
C 3 4 33.5 33.5 100% 0% 3.00 4.00 100%
D 4 1 22.0 22.0 100% 0% 4.00 1.00 100%
E 5 3 25.0 31.7 78.9% 6% 2.84 1.70 57%

Tabela 2 — Dados e resultados no modelo suavizado, com orientagéo a output e a input.

Da mesma forma que no modelo BCC tradicional, as eficiéncias suavizadas séo
diferentes, a depender da orientacdo utilizada, exceto para as DMUs na fronteira. Conforme
esperado, a suavizacao resulta em eficiéncias menores ou iguais ao modelo BCC tradicional.

O resultado demonstra que a DMU B ¢é eficiente por default no modelo BCC
tradicional, por apresentar o maior output, sendo considerada eficiente de forma “indevida”. Mais
precisamente, 24% de sua eficiéncia se deve a essa distorcdo. Isso afeta toda a regido de grandes
outputs, inclusive a DMU E, que também é indevidamente beneficiada. Apesar de ndo ser
considerada eficiente no modelo tradicional, 6% da eficiéncia da DMU E no modelo BCC
tradicional é devida a essa distorcdo na fronteira pelo default.

No outro extremo, a DMU A, que apresenta 0s menores inputs, ndo pode ser
considerada eficiente por default, sendo inclusive eficiente no CCR. Ademais, a DMU C, apesar
de menos eficiente que a DMU B no CCR, é considerada eficiente no modelo BCC suavizado.
Isso significa que a mesma ndo sofre influéncia da distor¢éo na fronteira pelo default do BCC, e
que essa ndo é a justificativa para a diferenca entre os valores de eficiéncia dos modelos BCC e
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CCR tradicionais. A interpretacdo correta € que a DMU C estd huma regido retornos de escala
ineficiente, segundo o modelo CCR, mas apresenta gestdo eficiente, segundo o0 modelo BCC. Por
conta do resultado suavizado, sabe-se que sua gestdo é “verdadeiramente” eficiente, pois o
julgamento néo é influenciado pela distor¢do dodefault no BCC tradicional.

A interpretacdo dos alvos das DMUs é equivalente a tradicional. Para se tornar
eficiente, a DMU B precisa produzir 34 unidades de output, mantendo 0s mesmos inputs, ou
utilizar 0,98 unidade do input 1 e 2,46 do input 2, mantendo o mesmo output. Ja a DMU E
precisa produzir 31,7 unidades de outputs, mantendo os mesmos inputs, ou utilizar 2.84 do input
1, e 1.7 do input 2, mantendo o mesmo output, para se tornar eficiente. SolucGes intermediarias,
em quese aumentam 0s outputs e reduzem-se 0s inputs ndo somente sdo possiveis com a
suavizacdo, porém mais facilmente calculadas, conforme identificado por Soares de Mello
(2002).

5. Consideragdes Finais

O objetivo deste trabalho foi propor aprimoramentos aos modelos da Teoria da
Suavizagdo em DEA BCC desenvolvida em Soares de Mello (2002), Soares de Mello et al.
(2001, 2002, 2004), Nacif (2005) e Nacif et al. (2009). A suavizacdo substitui a fronteira DEA
original (linear por partes) por outra suavizada (com derivadas continuas), a fim de obter
multiplicadores Gnicos para toda a fronteira e eliminar regides fracamente eficientes.

Através da suavizacdo, o presente propde tratamento para as DMUs eficientes por
default, isto &, aquelas consideradas eficientes no modelo BCC, por apresentarem o menor de um
dos inputs ou 0 maior de um dos outputs. Esse conceito é ampliado neste trabalho para incluir
todas as DMUs eficientes no BCC menores que a menor eficiente no CCR, e aquelas eficientes
no BCC maiores que a maior eficiente no CCR. Calcula-se ainda um indice para identificar, para
cada DMU, o quanto da eficiéncia tradicionalmente calculada pelo BCC é decorrente da
distorcdo da fronteira pelo default do modelo.

O presente também propde solucdo para garantir que todos os alvos de DMUs sejam
existentes, isto é, ndo apresentem inputs negativos. Essa situagdo poderia ocorrer nos modelos
anteriores de suavizagdo, porém a mesma se torna muito mais provavel ao relaxar as restricdes
relacionadas as DMUs eficientes por default, conforme proposto neste trabalho.

Por fim, analisa-se um exemplo numérico, proposto por Gomes et al. (2004), com o
intuito de ilustrar o modelo de suavizagdo proposto pelo presente, bem como apresentar maneiras
de se interpretar alguns resultados.

Estudos futuros podem propor aprimoramentos semelhantes ao modelo com multiplos
inputs e outputs de Nacif et al. (2009). Outra oportunidade de estudo é a suavizacdo para 0
modelo CCR, desenvolvido em Soares de Mello (2002) e Soares de Mello et al. (2002), mas nédo
pelos demais estudos de suavizagao ou pelo presente.
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