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Resumo

Em 1985, David Johnson apresentou no Journal of Algorithms uma oluna listando alguns

problemas envolvendo grafos e suas omplexidades restritas a ertas lasses de grafos. Muitos

desses problemas permaneem em aberto. O problema simple max ut foi um dos problemas

listados na oluna Johnson omo problema aberto para grafos ordais e fortemente ordais.

Em 1999, Bodlaender e Jansen provaram que simple max ut é NP-ompleto para grafos

ordais. Nesse artigo provamos que simple max ut é NP-ompleto para grafos fortemente

ordais.

Palavras-Chave: simple max-ut, grafos fortemente ordais, np-ompleto.

Abstrat

In 1985, David Johnson presented in the Journal of Algorithms a olumn listing some problems

involving graphs and its omplexity restrited for speial graph lasses. Many of these problems

still remain open. The simple max ut problem was one of the problems listed in Johnson's

olumn as an open problem for hordal and strongly hordal graph lasses. In 1999, Bodlaender

and Jansen proved that the simple max ut problem is NP-omplete for hordal graphs. In

this paper we solve the open problem of Johnson's olumn establishing that simple max ut

is NP-omplete for strongly hordal graphs.

Keywords: simple max-ut, strongly hordal graphs, np-omplete.

1 Introdução

O problema maxP -ut é um problema ombinatório sobre grafos, que pode ser formu-

lado omo problema de deisão no qual são dados omo entrada um grafo simples G = (V,E)
om pesos nas arestas e um inteiro positivo k. A pergunta a ser respondida é se existe uma

partição do onjunto V dos vérties de G no máximo em P subonjuntos disjuntos hamados

de partes dessa partição tais que a soma dos pesos das arestas que possuem extremos em

partes diferentes é pelo menos k. No aso P = 2, o problema maximum 2-ut é o mesmo

que o problema max ut anteriormente itado. Consideramos o problema simple max

ut que é uma variação de max ut na qual todas as arestas têm peso um.

O problema simple max ut tem várias apliações que podemos enontrar em Barahona

et al (1988), Chang e Du (1987) , Chen et al (1983) e Pinter (1982) , omo por exemplo em

design de iruitos, telefonia móvel e físia estatístia.
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Em 1985, David Johnson publiou no Journal of Algorithms alguns problemas impor-

tantes restritos a determinadas lasses de grafos, oloando-os omo problemas desa�adores.

Entre essas lasses estavam os grafos Cordais e Fortemente Cordais. A seguir reproduzimos

as duas linhas da oluna Johnson orrespondentes a essas lasses:

ChrDom HamCir DomSet Max Cut StTree GraIso

Chordal O N N O N I

Strongly

Chordal

O O P O P O

KEY TO THE ABBREVIATIONS. P = �Polynomial-time solvable.�, N = �NP-omplete.�, I = �Open, but equivalent

in omplexity to general GRAPH ISOMORPHISM�, O = �Open.�.

Em 1999, Bodlaender e Jansen usaram o problema NP-ompleto max2sat para provar

que simple max ut é NP-ompleto para grafos ordais. A partir de uma instânia

((X,C), k) de max2sat, na qual X é um onjunto de variáveis, C é uma oleção de láusulas

de tamanho 2, e k é um inteiro positivo, produziram, em tempo polinomial, uma instânia

(G′, k′) de simple max ut na qual G′
é um grafo ordal e k′ é um inteiro positivo tais que

existe uma atribuição de valores lógios para os elementos de X satisfazendo pelo menos k

láusulas de C se, e somente se, existe uma partição (V1, V2) de V om pelo menos k′ arestas

om um extremo em V1 e o outro em V2. Nesse artigo provamos que o grafo G′
que om-

põe a instânia de simple max ut é fortemente ordal. Para tal, exibimos um esquema

de eliminação forte de G′
, resolvendo assim um problema em aberto da oluna Johnson e

estabeleendo que simple max ut é NP-ompleto para grafos fortemente ordais.

2 Preliminares

Um grafo é cordal se todo ilo de omprimento maior que três possui uma corda, ou

seja, uma aresta unindo dois vérties que não são adjaentes no ilo. Alternativamente

podemos dizer que um grafo é ordal se, e somente se, existe uma árvore T = (W,F ) tal
que pode-se assoiar a ada vértie v ∈ V , uma subárvore Tv = (Wv, Ev) de T , tal que

(v,w) ∈ E se, e somente se, Wv ∩ Ww 6= ∅. Isto equivale a dizer que todas as liques

maximais de G podem ser arrumadas em uma árvore T , tal que para todo vértie v, as

liques que ontém v formam uma subárvore onexa de T .

Um grafo é fortemente cordal se é ordal e todo ilo de omprimento par maior ou

igual a seis tem uma orda ímpar, isto é, uma aresta que oneta dois vérties não adjaentes

no ilo que estão a uma distânia ímpar um do outro sobre este ilo.

Grafos fortemente ordais podem ser araterizados através de subgrafos proibidos omo

os grafos que não possuem omo subgrafo induzido um n-sol.

Um n-sol é um grafo ordal que possui um ilo hamiltoniano (x1, y1, x2, y2, . . . , xn, yn),
(n ≥ 3) no qual ada xi tem grau dois, isto é, o onjunto de vérties pode ser partiionado

em dois subonjuntos X = {x1, x2, . . . , xn} e Y = {y1, y2, . . . , yn} tais que ada vértie xi
em X tem exatamente dois vizinhos yi e y(i+1)mod n. É fáil ver que um sol não pode ser um

grafo fortemente ordal pois o ilo hamiltoniano presente nesse grafo não possui nenhuma

orda ímpar.

Grafos fortemente ordais também podem ser araterizados por possuirem um esquema

de eliminação forte. Um esquema de eliminação forte de um grafo G é uma ordenação

v1, v2, . . . , vn dos vérties de V (G) satisfazendo as duas ondições seguintes para ada i, j, k, l
em {1, 2, . . . , n}:

(i) Se i > j > k e (vi, vk), (vj , vk) ∈ E(G) então (vi, vj) ∈ E(G);

(ii) Se i > j > k > l e (vi, vl), (vj , vl), (vj , vk) ∈ E(G) então (vi, vk) ∈ E(G).
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Com o objetivo de onstruir de modo simples um esquema de eliminação forte para um

grafo G, introduzimos a seguinte de�nição. Um vértie x é simples se N [y] ⊂ N [z] ou
N [z] ⊂ N [y] para quaisquer dois vérties y, z ∈ N [x]. Os dois teoremas seguintes, devidos a

Farber (1983) , de�nem uma ondição neessária que possui um algoritmo de reonheimento

de tempo polinomial para grafos fortemente ordais.

UC (i){x  }i UE (i)

{b  , w  , z  }i i i{a  , u  , v  }i i i{r  , q  , t       }i i m+2
(i)

{r  , q  , t    }i i 1
(i)

{a  , b  , v  , w  }i i i i

{r  , q  , a  , b  }i i i i

X UR UY

{x  , x  }i UC (i)iR U {s  }1

UC (i){x  }i UD (i)R U {s      }m+1

Figura 1: Árvore de liques de G′
.

Teorema 2.1. Se G = (V,E) é fortemente ordal não trivial, então existem 2 vérties

simples em G.

Teorema 2.2. Um grafo é fortemente ordal se, e somente se, possui um esquema de

eliminação forte.

Dado um grafo G = (V,E) e uma partição de V em dois onjuntos disjuntos V1, V2 ⊂ V

tais que V1 ∪ V2 = V , temos que uma aresta (u, v) ∈ E om u ∈ V1 e v ∈ V2 é hamada

aresta de orte da partição (V1, V2). Mostramos que simple max ut é NP-ompleto para

grafos fortemente ordais usando o problema max 2-sat.

simple max ut problem

instânia: Um grafo simples G = (V,E) , k ∈ N.

questão: Existe um onjunto S ⊂ V , tal que o número de arestas om um extremo em S

e o outro em V \S é maior ou igual a k ?

max 2-sat problem

instânia: Um onjunto formado por p láusulas disjuntivas, ada uma ontendo no má-

ximo dois literais e um inteiro k ≤ p.

questão: Existe uma atribuição lógia para os literais que satisfaça pelo menos k láusulas?
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Teorema 2.3. simple max ut é NP-ompleto para grafos fortemente ordais.

Demonstração. O problema max ut está em NP uma vez que pode-se veri�ar em tempo

polinomial se existem k ou mais arestas de orte na partição (S, V ′ \ S).
Bodlaender e Jansen apresentaram uma transformação polinomial de max 2-sat em

simple max ut para grafos ordais utilizando a seguinte onstrução.

Seja X = {x1, . . . , xn, x1, . . . , xn} um onjunto de literais e (a1 ∨ b1), . . . , (ap ∨ bp) um
onjunto de láusulas da instânia de max 2-sat , em que os literais ai e bj pertenem ao

onjunto X.

Consideremos m = 2p. Vamos de�nir os seguintes onjuntos om o objetivo de onstruir

o grafo G′ = (V ′, E′) que ompõe a instânia de simple max ut :

1. C(i) =
{

c
(i)
1 , . . . , c

(i)
m+1

}

, D(i) =
{

d
(i)
1 , . . . , d

(i)
m+2

}

, E(i) =
{

e
(i)
1 , . . . , e

(i)
m+2

}

, para ada

i ∈ {1, . . . , n}.

2. T (i) =
{

t
(i)
1 , . . . , t

(i)
m+2

}

, para ada i ∈ {1, . . . , p}, e R = {r1, . . . , rp},

Q = {q1, . . . , qp}, Y = {y1, . . . , yp} e S = {s1, . . . , sm+1}.

3. U = {u1, . . . , up}, V = {v1, . . . , vp}, W = {w1, . . . , wp} e Z = {z1, . . . , zp}.

A seguir de�nimos o grafoG′ = (V ′, E′) anteriormente itado e uma partição do onjunto

de vérties V ′
em subonjuntos V1 e V2 na qual V1 ontem os literais om valor-verdade

falso e V2 ontem os literais om valor-verdade verdadeiro. O onjunto de vérties V ′
é

a união disjunta de todos os onjuntos menionados anteriormente, isto é, X,C(i)(1 ≤ i ≤
n),D(i)(1 ≤ i ≤ n),E(i)(1 ≤ i ≤ n), S, R,Q, T (i)(1 ≤ i ≤ p), U , V ,W ,Y ,Z. Existe uma

aresta entre ada par de vérties de V ′
se, e somente se, ambos os vérties pertenerem a

pelo menos um dos seguintes onjuntos, ou seja, ada um dos seguintes onjuntos forma

uma lique em G′
:

• para ada i ∈ {1, . . . , n}:

� {xi} ∪C(i) ∪D(i)
,

� {xi} ∪C(i) ∪ E(i)
,

� {xi, xi} ∪ C(i)
;

• para ada j ∈ {1, . . . ,m+ 1}, temos a lique R ∪ {sj};

• X ∪R ∪ Y ;

• para ada i ∈ {1, . . . , p}, e ada j ∈ {1, . . . ,m+ 2}, temos a lique

{

ri, qi, t
(i)
j

}

;

• para ada i ∈ {1, . . . , p}, se a i− ésima láusula é (ai ∨ bi), então temos as liques:

� {ai, bi, ri, qi},

� {ai, bi, vi, wi},

� {ai, ui, vi},

� {bi, wi, zi}.

O grafo G′
é ordal porque podemos oloar todas as liques anteriormente de�nidas

em uma árvore T , tal que todo vértie pertene a um onjunto de árvores que formam uma

subárvore onexa de T . Veja a Figura 2. Mais do que isso, provaremos a seguir que G′
é

fortemente ordal, exibindo um esquema de eliminação forte para G′
.
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Bodlaender e Jansen (1999) provaram que existe uma atribuição de valores-verdade para

a instânia I = (X,C) satisfazendo pelo menos k láusulas de C se, e somente se, existe uma

partição (V1, V2) om pelo menos B + 2k arestas de orte, em que V1 e V2 são os onjuntos

listados a seguir e B = 2n ·(m+2)2+n ·(m+1)+(n+p)2+p ·(m+1)+2p ·(m+2)+6p, V1 =

R∪Q∪
{

xi, c
(i)
j |xi é falsa

}

∪
{

xi, d
(i)
j , e

(i)
j | xi é verdadeira} ∪ {ui, zi| ai é falsa ∧ bi é falsa}

∪ {vi, zi| ai é falsa ∧ bi é verdadeira} ∪ {ui, wi | ai é verdadeira ∧ bi é falsa} ∪ {vi, wi |
ai é verdadeira ∧ bi é verdadeira}, e V2 = V \V1.

2.1 Esquema de eliminação forte de G′

A seguir desrevemos um esquema de eliminação forte onsiderando que em ada etapa

uma sequênia de onjuntos de vérties simples serão removidos do grafo original, de�nindo

um novo grafo para a etapa seguinte. Observe que a ada etapa as vizinhanças dos vérties

remanesentes no grafo são modi�adas pela remoção dos vérties eliminados nas etapas

anteriores.

1. Eliminando os vérties dos onjuntos D(i)
: Para ada i ∈ {1, . . . , n}, os vérties d

(i)
j

pertenem uniamente à lique {xi}∪C
(i)∪D(i)

. Portanto temos N [d
(i)
j ] = {xi}∪C

(i)∪

D(i)
. Com o objetivo de simpli�ar a notação, esrevemos N [D(i)] = {xi}∪C(i)∪D(i)

signi�ando que para todo vértie d
(i)
j ∈ D(i)

, tem-se N [d
(i)
j ] = {xi} ∪ C(i) ∪ D(i)

.

Se xi = aj para algum j ∈ {1, 2, . . . , p} então N [xi] = X ∪ R ∪ Y ∪ C(i) ∪ D(i) ∪
E(i) ∪ {vj, wj , uj , qj}. Se xi = bk para algum k ∈ {1, 2, . . . , p} então N [xi] = X ∪
R ∪ Y ∪ C(i) ∪ D(i) ∪ E(i) ∪ {vk, wk, zk, qk}. Caso ontrário, se xi não é literal de

nenhuma láusula, então N [xi] = X ∪ R ∪ Y ∪ C(i) ∪ D(i) ∪ E(i)
. E N [C(i)] =

{xi, xi} ∪ C(i) ∪D(i) ∪ E(i)
. Portanto podemos ver que todos os vérties de D(i)

são

simples para ada i ∈ {1, . . . , n}, o que nos permite eliminá-los.

2. Eliminando os vérties dos onjuntos E(i)
: Analisamos os onjuntos E(i)

para ada

i ∈ {1, . . . , n}, N [E(i)] = {xi} ∪ C(i) ∪ E(i)
. Se xi = aj para algum j ∈ {1, 2, . . . , p}

então N [xi] = X ∪ R ∪ Y ∪ C(i) ∪ E(i) ∪ {vj, wj , uj , qj}. Se xi = bk para algum

k ∈ {1, 2, . . . , p} então N [xi] = X∪R∪Y ∪C(i)∪E(i)∪{vk, wk, zk, qk}. Caso ontrário,
se xi não é literal de nenhuma láusula, então N [xi] = X ∪ R ∪ Y ∪ C(i) ∪ E(i)

. E

N [C(i)] = {xi, xi} ∪ C(i) ∪ E(i)
. Novamente podemos ver que os vérties de E(i)

são

simples, o que nos permite eliminar todos os vérties de E(i)
, para ada i ∈ {1, . . . , n}.

3. Eliminando os vérties do onjunto U : Para ada i ∈ {1, . . . , p}, temosN [ui] = {ui, ai,
vi}, N [vi] = {ai, bi, vi, ui, wi} e N [ai] = X ∪R ∪ Y ∪ {qi, ui, vi, wi}. Conluímos que

todos os vérties de U são simples e os eliminamos.

4. Eliminando os vérties do onjunto Z: Agora onsideramos os vérties do onjunto

Z. Temos N [zi] = {bi, wi, zi}, N [bi] = X ∪ R ∪ Y ∪ {vi, wi, zi, qi} e N [wi] =
{ai, bi, vi, wi, zi}. Então, todos os vérties de Z são simples e eliminamos os vérties

de Z.

5. Eliminando os vérties do onjunto V : Veja que N [vi] = {ai, bi, vi, wi}, N [ai] = N [bi]
= X ∪ R ∪ Y ∪ {vi, wi, qi} e N [wi] = {ai, bi, vi, wi}. Logo onluimos que todos os

vérties de V são simples e eliminamos todos os vérties de V .

6. Eliminando os vérties do onjunto W : Temos N [wi] = {ai, bi, wi}, N [ai] = N [bi] =
X ∪R∪Y ∪{qi, wi}. Desse modo todos os vérties de W são simples e vamos eliminar

todos os vérties de W .
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7. Eliminando os vérties dos onjuntos T (i)
: Para ada i ∈ {1, . . . , n}, podemos ver que

N [t
(i)
j ] =

{

t
(i)
j , ri, qi

}

, N [qi] = {ri, qi, ai, bi}∪T (i)
e N [ri] = {qi}∪T (i)∪R∪X∪Y ∪S.

Portanto, todo vértie de T (i)
é simples, para ada i ∈ {1, . . . , p}, e eliminamos todos

os vérties de T (i), i ∈ {1, 2, 3, . . . , p}.

8. Eliminando os vérties do onjunto Q: Temos N [qi] = {ri, qi, ai, bi}, N [ri] = {qi} ∪
R∪X∪Y ∪S e N [ai] = N [bi] = X∪R∪Y ∪{qi}. Consequentemente todos os vérties

de Q são simples e eliminamos todos os vérties de Q.

9. Eliminando os vérties do onjunto S: Temos N [si] = {si}∪R eN [rj ] = X∪Y ∪R∪S.
Portanto todos os vérties de S são simples e eliminamos todos os vérties de S.

10. Eliminando os vérties dos onjuntos C(i)
: Temos N [C(i)] = {xi, xi} ∪ C(i)

e N [xi] =

N [xi] = X ∪Y ∪R∪C(i)
. Portanto todos os vérties de C(i)

são simples e eliminamos

todos os vérties de C(i)
.

11. Eliminando os vérties do onjunto R ∪X ∪ Y : Podemos ver que N [R] = N [X] =
N [Y ] = X ∪ Y ∪ R. Consequentemente todos esses três onjuntos são formados por

vérties simples e eliminamos todos os vérties de R ∪X ∪ Y .

Isso onlui o esquema de eliminação forte.

Na próxima seção desrevemos uma instânia de simple max ut obtida a partir da

instânia I = (X,C) = ({x1, x2, x1, x2}, {(x1 ∨ x2), (x2 ∨ x1)}) de max 2-sat.

3 Um Exemplo

Considere (x1 ∨ x2), (x2 ∨ x1) a instânia de max 2-sat formada por duas láusulas em

que os literais pertenem ao onjunto X = {x1, x2, x1, x2}. Nesse aso, temos m = 2 e a

união dos onjuntos seguintes forma V ′ = V (G′).

1. C(i) =
{

c
(i)
1 , . . . , c

(i)
5

}

, D(i) =
{

d
(i)
1 , . . . , d

(i)
6

}

, E(i) =
{

e
(i)
1 , . . . , e

(i)
6

}

, para ada i ∈

{1, 2}.

2. T (i) =
{

t
(i)
1 , . . . , t

(i)
6

}

, para ada i ∈ {1, 2}, e R = {r1, r2} , Q = {q1, q2},

Y = {y1, y2} e S = {s1, . . . , s5}.

3. U = {u1, u2}, V = {v1, v2}, W = {w1, w2} e Z = {z1, z2}.

A seguir apresentamos um esquema de eliminação forte para o grafo G′
ujo onjunto

de arestas E′
é omposto de modo que as liques itadas na seção 1 são mantidas.

1. Eliminando D(i)
: Para ada i ∈ {1, 2}, os vérties d

(i)
j pertenem uniamente à lique

{xi} ∪ C(i) ∪D(i)
. Temos então N [D(i)] = {xi} ∪ C(i) ∪D(i)

. Uma vez que N [xi] =
X ∪R∪Y ∪C(i)∪D(i)∪E(i)

; e N [C(i)] = {xi, xi}∪C(i)∪D(i)∪E(i)
, todos os vérties

de D(i)
são simples. Portanto podemos eliminar todos os vérties de D(i)

, para ada

i ∈ {1, 2}.

2. Eliminando E(i)
: Analisando os onjuntos E(i)

para ada i ∈ {1, 2}, enontramos

N [E(i)] = {xi} ∪ C(i) ∪ E(i)
, N [xi] = X ∪ R ∪ Y ∪ C(i) ∪ E(i)

e N [C(i)] = {xi, xi} ∪
C(i) ∪ E(i)

. Novamente todos os vérties de E(i)
são simples, e podemos eliminá-los

para ada i ∈ {1, 2}.
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s1
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r1
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x 2x1

y 1

y2

x 1 x 2

D
(1)

E
(1)

C
(1)

q1

u 1

v 1 w1

z 1

w2 v2

z2 u 1

t(1)

t(1)
5

t(1)

t(1)
3

t(1)

t(1)
1

2

6

4

q2

t(2)

t(2)
5

t(2)

t(2)
3

t(2)

t(2)
1

2

6

4

E
(2)

D
(2)

C
(2)

Figura 2: Grafo G′
obtido a partir da instânia I = (X,C) = ({x1, x2, x1, x2}, {(x1 ∨ x2),

(x2 ∨ x1)}) de max 2-sat.

3. Eliminando U : Para o vértie u1, temos N [u1] = {u1, x1, v1}, N [v1] = {x1, x2, v1, u1,
w1} e N [x1] = X ∪ R ∪ Y ∪ {q1, u1, v1, w1}. E para u2 temos N [u2] = {u2, x2, v2},
N [x2] = X ∪ R ∪ Y ∪ {q2, u2, v2, w2}, N [v2] = {x2, x1, v2, u2, w2}. Conluímos que

todos os vérties de U são simples e os eliminamos.

4. Eliminando Z: Temos N [z1] = {x2, w1, z1}, N [x2] = X ∪ R ∪ Y ∪ {v1, w1, z1, q1} e

N [w1] = {x1, x2, v1, w1, z1}. Analogamente N [z2] = {x1, w2, z2}, N [x1] = X ∪R∪Y ∪
{v2, w2, z2, q2} e N [w2] = {x2, x1, v2, w2, z2}. Então todos os vérties de Z são simples

e os eliminamos.

5. Eliminando V : Temos N [v1] = {x1, x2, v1, w1}, N [x1] = N [x2] = X ∪ R ∪ Y ∪
{v1, w1, q1} e N [w1] = {x1, x2, v1, w1}. Do mesmo modo N [v2] = {x2, x1, v2, w2},
N [x2] = N [x1] = X ∪ R ∪ Y ∪ {v2, w2, q2} e N [w2] = {x2, x1, v2, w2}. Novamente

todos os vérties de V são simples e os eliminamos.

6. Eliminando W : Temos N [w1] = {x1, x2, w1}, N [x1] = N [x2] = X ∪R ∪ Y ∪ {q1, w1}.
Analogamente N [w2] = {x2, x1, w2}, N [x2] = N [x1] = X ∪ R ∪ Y ∪ {q2, w2}. Assim

os vérties de W são simples e os eliminamos.
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Figura 3: (a) Eliminação dos onjuntos D(i)
e E(i)

; (b) Eliminação dos onjuntos U , e Z;

() Eliminação dos onjuntos V , W e T (i)
; (d) Eliminação dos onjuntos Q, e S; (e) Elimi-

nação dos onjuntos C(i)
, e posterior eliminação da lique R ∪X ∪ Y .

7. Eliminando T (i)
: Podemos ver que N [t

(1)
j ] =

{

t
(1)
j , r1, q1

}

, N [q1] = {r1, q1, x1, x2} ∪

T (1)
e N [r1] = {q1} ∪ T (1) ∪ R ∪ X ∪ Y ∪ S. Analogamente N [t

(2)
j ] =

{

t
(2)
j , r2, q2

}

,

N [q2] = {r2, q2, x2, x1} ∪ T (2)
e N [r2] = {q2} ∪ T (2) ∪ R ∪X ∪ Y ∪ S. Portanto todo

vértie de T (i)
é simples, para ada i ∈ {1, 2}, e assim eliminamos todos os vérties de

T (i), i ∈ {1, 2}.

8. Eliminando Q: Temos N [q1] = {r1, q1, x1, x2}, N [r1] = {q1} ∪ R ∪ X ∪ Y ∪ S e

N [x1] = N [x2] = X ∪ R ∪ Y ∪ {q1}. Analogamente N [q2] = {r2, q2, x2, x1}, N [r2] =
{q2}∪R∪X ∪Y ∪S e N [x2] = N [x1] = X ∪R∪Y ∪{q2}. Portanto todos os vérties

de Q são simples e podemos eliminá-los.

9. Eliminando S: Podemos ver que N [si] = {si} ∪ R e N [rj] = X ∪ Y ∪ R ∪ S. Conse-

quentemente todos os vérties de S são simples e podemos eliminá-los.
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10. Eliminando C(i)
: Temos N [C(i)] = {xi, xi}∪C(i)

e N [xi] = N [xi] = X ∪Y ∪R∪C(i)
.

Logo todos os vérties de C(i)
são simples e os eliminamos.

11. Eliminando R ∪X ∪ Y : Podemos ver que N [R] = N [X] = N [Y ] = X ∪ Y ∪ R.

Consequentemente, todos esses três onjuntos são formados por vérties simples e

eliminamos os vérties of R ∪X ∪ Y .

Com isso mostramos que o grafo G′
é fortemente ordal. Note que para qualquer

atribuição de valores-verdade para os literais xi, o grafo G′
permanee o mesmo.

Supondo que os literais x1 e x2 sejam verdadeiros e onsequentemente os demais sejam

falsos, temos a seguinte partição de vérties para G′
: V1 = R ∪ Q ∪

{

x2, c
(2)
1 , . . . , c

(2)
5

}

∪
{

x1, d
(1)
1 , . . . , d

(1)
6 , e

(1)
1 , . . . , e

(1)
6

}

∪{u2, z2, v1, w1}, e V2 =
{

x1, x2, c
(1)
1 , . . . , c

(1)
5

}

∪
{

d
(2)
1 , . . . ,

d
(2)
6 , e

(2)
1 , . . . , e

(2)
6

}

∪ T (1) ∪ T (2) ∪ {u1, z1, v2, w2} ∪ S ∪ Y .

Vamos ontar o número de arestas de orte de ada tipo de aordo om a lassi�ação

feita por Bodlaender e Jansen em seu artigo. Considerando a partição dada aima, existem

144 arestas do tipo (1), porque os vérties de {xi}∪C(i)
pertenem a uma parte da partição,

enquanto os vérties de D(i) ∪ E(i)
pertenem à outra parte. Nesse aso temos arestas da

forma (xi, d
(i)
j ), (xi, e

(i)
j ), (c

(i)
j , d

(i)
k
), (c

(i)
j , e

(i)
k
) para ada i ∈ {1, 2}. Portanto, para ada

i temos 72 arestas de orte, totalizando 144 arestas do tipo (1). As arestas do tipo (2)

são da forma (xi, c
(i)
j ) para ada i ∈ {1, 2}. Então temos 10 arestas de orte do tipo (2).

Como X ∪R∪Y é uma lique na qual ada parte da partição ontém metade do número de

vérties desse onjunto, temos 16 arestas de orte do tipo (3). Existem dez arestas de orte

do tipo (4), isto é, da forma (ri, sj) e 24 arestas de orte do tipo (5). Como uma láusula

é verdadeira e a outra é falsa, temos 14 arestas de orte do tipo (6). Portanto a partição

aima tem 218 arestas de orte e esse número orresponde exatamente ao valor alulado

de B + 2k, quando n = 2, p = 2 e k = 1.
Supondo que os literais x2 e x1 sejam verdadeiros, a partição muda, mas o número de

arestas de orte permanee o mesmo devido à onstrução feita por Bodlaender e Jansen.

Nesse aso, temos a partição: V1 = R∪Q∪
{

x1, c
(1)
1 , . . . , c

(1)
5

}

∪
{

x2, d
(2)
1 , . . . , d

(2)
6 , e

(2)
1 , . . . ,

e
(2)
6

}

∪{u1, z1, v2, w2} e V2 =
{

x2, x1, c
(2)
1 , . . . , c

(2)
5

}

∪
{

d
(1)
1 , . . . , d

(1)
6 , e

(1)
1 , . . . , e

(1)
6

}

∪T (1)∪

T (2) ∪ {u2, z2, v1, w1} ∪ S ∪ Y. Note que os literais são oloados em V1 ou V2 de modo a

manter o mesmo número de arestas de orte quando onsideramos onjuntos de láusulas

que possuem o mesmo número de láusulas verdadeiras. Supondo que os literais x1 e x2
sejam verdadeiros, temos duas láusulas verdadeiras e a partição orrespondente para o

grafo G′
é V1 = R∪Q∪

{

x1, d
(1)
1 , . . . , d

(1)
6 , e

(1)
1 , . . . , e

(1)
6

}

∪
{

x2, d
(2)
1 , . . . , d

(2)
6 , e

(2)
1 , . . . , e

(2)
6

}

∪

{u1, w1, u2, w2} e V2 =
{

x1, c
(1)
1 , . . . , c

(1)
5

}

∪
{

x2, c
(2)
1 , . . . , c

(2)
5

}

∪T (1)∪T (2)∪{v1, v2, z1, z2}∪

S ∪ Y . Essa partição tem 220 arestas de orte e esse mesmo número de arestas é obtido

se onsiderarmos os literais x1 e x2 falsos. Nesse aso, temos a partição: V1 = R ∪ Q ∪
{

x1, c
(1)
1 , . . . , c

(1)
5

}

∪
{

x2, c
(2)
1 , . . . , c

(2)
5

}

∪{u1, w1, u2, w2}, e V2 =
{

x1, d
(1)
1 , . . . , d

(1)
6 , e

(1)
1 , . . . ,

e
(1)
6

}

∪
{

x2, d
(2)
1 , . . . , d

(2)
6 , e

(2)
1 , . . . , e

(2)
6

}

∪ T (1) ∪ T (2) ∪ {v1, v2, z1, z2} ∪ S ∪ Y.
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