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RESUMO

O Problema da Arvore Geradora Minima Generalizado (PAGMggepser modelado sobre um
grafo G nao direcionado e ponderado cujos vértices estdo divididosomponentes. O objetivo
do PAGMG é encontrar uma arvofe que cubra exatamente um vértice de cada componente de
G, de forma que a soma dos custos das arestdssiga minima. A versaat Leastdo PAGMG,
L-PAGMG, objetiva encontrar uma arvafeque cubra pelo menos um vértice de cada componente
deG. O PAGMG com Coleta de Prémios (CP-PAGMG), baseado no PAGM[Btiva minimizar a
diferenca do custo total das arestas utilizadas pela sdalats prémios coletados nos vértices se-
lecionados. Neste trabalho propomos uma nova varianteop@f&MG com prémios nos vértices
(PAGMG-P). Sua definicao é baseada no L-PAGMG, com a carsiiter adicional de que existe
um prémio associado a cada vértice e cada componente pasgurémio minimo a ser coletado.
Nao foram encontrados trabalhos sobre 0 PAGMG-P na literatDessa forma, propomos uma
formulagdo matematica e geramos um conjunto de instanai@asgoproblema. S&o apresentados
testes computacionais que ilustram a eficiéncia do métoato @xoposto.

PALAVRAS CHAVE Problema da Arvore Geradora Minima Generalizado. Forréoladate-
matica. Programacao Matematica.

Area principal PM - Programac&o Matematica. OC - Otimiza¢do Combinatoria.
ABSTRACT

The Generalized Minimum Spanning Tree Problem (GMSTP) eambdeled on a weighted and
undirected grapliz whose vertices are divided in components. GMSTP aims to fitnéedl” that
covers exactly one vertex of each componentzpin a way that sum edges costBfbe minimum.
The GMSTPat Leastversion, L-GMSTP, aims to find a trée that covers at least one vertice of
each component @F. The Prize-Collecting GMSTP (PC-GMSTP), based on GMSTRsdd mi-
nimize the difference of edges total cost used by the sunh dbteollected prizes in the selected
vertices. In this paper we propose a new GMSTP variant witteprin the vertices (P-GMSTP).
It is based on L-GMSTP, with the additional feature that¢hisra prize associated to each vertex
and each component has a minimum prize to be collected. Tene not found studies about P-
GMSTP in the literature. Thus, we propose a mathematicatddation and we generate a instance
set to this problem. Computational experiments are preddntillustrate the efficiency of the exact
method proposed.

KEYWORDS Generalized Minimum Spanning Tree Problem. Mathematioaiklation. Mathe-
matical Programming.

Main area PM - Mathematical Programming. OC - Combinatorial Optirticaa
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1 Introducéo

Este trabalho aborda uma variante do Problema da ArvoredGer&iinima Generalizado
(PAGMG), em que o conjunto de vértices esta dividido em careptes disjuntas e o objetivo é
determinar uma arvore de custo minimo que cubra exatamentedice de cada componente. O
problema foi introduzido e provado s&fP-Dificil por Myung et al. (1995).

O PAGMG pode ser definido da seguinte forma. Seja um grafoindci@hado e ponderado
G = (V, E), ondeV representa o conjunto dos vértice&eo conjunto das arestas. Cada aresta
e € E possui um custo associadp € R'. O conjunto de vértice$’ é particionado emn
componentes disjuntas e ndo vazigs...,V,,. O objetivo é determinar uma arvore de custo
minimo que cubra exatamente um vértice de cada componesiei(f, 2007).

Uma outra versdo do PAGMG abordada na literatura é o probikneamcontrar uma arvore
que cubra pelo menos um vértice de cada componente, derdaminRBAGMG. Esse problema
foi introduzido por Ihler et al. (1999) com outra denomingcBroblema de Steiner em Grupos.
Foi provado que o problema é um caso particular do Problen&iaieer em Grafos Generalizado
(Salazar, 1991).

Golden et al. (2007) propuseram uma variante para o PAGM@loléma da Arvore Ge-
radora Minima Generalizado com Coleta de Prémios (CP-PAGM@& é definido de maneira
semelhante ao problema original, mas tem a caracterisficeo@al de que os vértices em cada
componente competem entre si, oferecendo um prémio seiocevat selecionado. O objetivo é
minimizar a diferenca do custo total das arestas utilizgp#ds soma total dos prémios coletados
nos vértices selecionados.

Neste trabalho, propomos uma outra variante do PAGMG gsana®mo o CP-PAGMG,
possui prémios nos vértices, mas que se difere do modelogimpm Golden et al. (2007) tanto
em restricbes quanto em objetivo. A variante aqui propasigeeque seja adquirido um prémio
minimo P; em cada componenté e, enquanto o CP-PAGMG restringe a escolha de exatamente
um vértice por componente, na variante proposta pode selh&kt pelo menos um vértice. Além
disso, o objetivo da nova versdo é minimizar o custo totalrdard solu¢éo, sem considerar 0s
prémios coletados.

A justificativa de se propor uma nova variante do PAGMG conmimé nos Vvértices, € a de
que em diversas possiveis aplicacdes reais é exigido umg(émcapacidade) minimo para cada
componentd/; (Santos et al., 2012).

No contexto de aplicacdes para o PAGMG, estas podem sertesidas na area de projeto
de sintese de redes de telecomunicagdes, por exemplo, ®neldes regionais precisam ser inter-
conectadas por uma arvore que contenha uma conexao parsutadale. Para essa interconexao,
um vértice de cada sub-rede deve ser selecionado gateway(Myung et al., 1995).

Outra aplicagdo do PAGMG esta relacionada com vérios prasele localizagédo de ins-
talacdes que precisam estar conectadas por meio de rodoNiaks de comunicacéo (Feremans et
al., 2000; Kansal & Torquato, 2001). Um exemplo acontecendoaima empresa quer estabelecer
centros regionais de distribuicdo para suas lojas e pregisaionar um ponto em cada regiao a fim
de construir uma rede de comunicacgéo interconectando emsiess (Shyu et al., 2006).

Uma aplicacao do L-PAGMG, descrita por Dror et al. (2000fgpser encontrado no pro-
jeto de redes de irrigacdo em ambientes desérticos, ondmlazsle pontos de irrigacdo deve ser
feita de maneira que nenhuma parte do ambiente fique senerdogdacdo. Assim, a area a ser
irrigada é dividida em areas menores e 0 objetivo € encouatnar rede de irrigacdo minima que
cubra todas as areas, cada area com pelo menos um pontgaefiori
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O CP-PAGMG pode ser aplicado no mesmo contexto do primeimplo descrito para
o0 PAGMG. No entanto, neste caso, 0s veértices a serem saecisroferecem uma compensacao
monetéria, ou um “prémio”, se selecionado como ogatewaypara a sua regido. O objetivo é
minimizar o custo total dénks usados para conectar as regidées compensando com a sonu total
prémios coletados a partir dos ngetewayselecionados para o projeto (Golden et al., 2007).

Exemplos de compensacdo monetaria na selecao de nés emdentie ielecomunicacdes
surge em varios contextos do mundo real. Por exemplo, netprdg redes de cabos submarinos
interligando continentes diferentes: nem todos os paise&lades inclusos na rota da rede podem
ser conectados diretamente a ela. Isso se deve aos altos destim local ser ligado a uma rede
deste porte. Consequentemente, os planejadores destagyerdlmente designam um local a ser
selecionado a partir de um determinado conjunto de regi@e$agem parte de sua rota. Dados 0s
potenciais beneficios monetéarios associados a ser umdoeasta diretamente ligado a uma rede
transcontinental de fibra 6ptica, com significativos bemasi econémicos, ndo é incomum que as
cidades ou paises disputem uns contra os outros a selec@ouconocal de interconexdo. Estes
incentivos monetarios sédo geralmente sob a forma de csdditais e abatimentos para o construtor
ou operador da rede de telecomunicac¢6es (Golden et al.).2007

1.1 Motivacao

Considerando as versdes do PAGMG apresentadas nestaargiade-se afirmar que estas
sdo préximas a uma grande quantidade de problemas na viddN@antanto, elas ainda ndo se
aplicam a algumas classes de problemas de redes mais egseodino, por exemplo, o problema
de projetar uma rede de internet cabeada para uma cidadeintiit@de oferecer internetireless
a populagdo. Sabendo que geralmente uma cidade é divididagides, suponha que a empresa
contratada para fazer este servigo deve atender pelo maerosarta porcentagem da populagédo
de cada regido de forma obrigatéria e que a empresa utilarps de acesso homogéneos em
cada regido de acordo com a demanda. As regides possuemhtamamimero de moradores
distintos, logo o nimero minimo de clientes a serem aterdilifere de uma regido para outra.
Dessa forma, o objetivo é encontrar uma rota de custo minamm g rede cabeada que contenha
um ou mais pontos de acesso a redeelesspara os moradores de cada regido, e a soma dos
moradores atendidos pelos pontos de acesso da regido deversénimo uma dada porcentagem
de moradores da mesma regiao.

Modelando o exemplo do problema dado para o PAGMG, temos gjtegédes da cidade
sdo as componentes, 0s pontos de acesso aweesssao os vértices e a arvore a ser minimizada
¢é formada pela rede cabeada, onde o comprimento de cada oalust® de cada aresta. Seguindo
a definicdo do PAGMG, o0 objetivo é encontrar uma arvore deoagudtimo que cubra exatamente
um vértice de cada componente. Porém, o objetivo do exenaplo ddo esta sendo atendido, pois
0 objetivo do PAGMG busca apenas minimizar o custo da sojagém de somente poder escolher
um unico vértice para cada componente. Apesar de no L-PAGbHerpescolher mais de um
vértice por componente, nele a escolha do vértice é feitsid@rmando apenas a minimizagéo dos
custos, assim como no PAGMG. Logo, essa versédo nao atendemple. No mesmo contexto,
pode-se observar que o CP-PAGMG também néo atende ao objetigxemplo dado, visto que
nele pode-se escolher apenas um vértice por componenteneaoregides possuem demandas
diferentes, certamente alguma das regifes deixaria décselida.

Dessa forma, observa-se a necessidade de definir problemasj@am mais especificos e
gque possam representar ainda mais problemas da vida reale€le intuito, propomos uma nova
variante para o Problema da Arvore Geradora Minima Gemadtdicom Prémios nos Vértices.

Este trabalho esté organizado da seguinte forma. A proxag@ostraz a definicdo da vari-
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ante proposta. Na Secao 3 é descrita a formulacdo materpédjpasta. Na Secao 4, primeiramente

sdo apresentadas as ferramentas utilizadas; em seguiesertp-se a forma das instancias criadas;
e, por fim, os resultados experimentais alcancados saalegibA Secdo 5 aborda as conclusdes
finais e aponta as dire¢des para os trabalhos futuros querealizados na continuagcao deste tra-

balho.

2 PAGMG com prémios nos vértices

O PAGMG com prémios nos vértices (PAGMG-P) aqui proposto & vemiante do PAGMG
e sua definicdo é baseada no L-PAGMG, com a caracteristic@mrali de que cada vértisee V
possui um prémio associadg@ € R e cada component&; possui um prémio minimo a ser
adquirido.

Formalmente, o PAGMG-P é definido como segue. Seja um grafainécionado e pon-
deradoG = (V, E), ondeV representa o conjunto dos vérticeg’e conjunto das arestas. Para
todo vérticev € V, definimosN (v) = {J | (v, J) e (J,v) € E} como o conjunto de vértices vizi-
nhos av. Cada aresta € E possui um custo associadp € R+ e cada vértices € VV possui um
prémio associadp, € R*. O conjunto de vértice¥ é particionado emm componentes disjuntas
e nado vaziadh, ..., V,,. O objetivo do PAGMG-P é determinar uma &rvore de custo ndrjoe
cubra pelo menos um vértice de cada compong&pteuja soma dos prémios dos vértices de cada
componentd/; pertencentes a solucdo deve ser maior ou igual a um valogfprietd P;.

Diferentemente do PAGMG, que é amplamente abordado natiiter, de nosso conheci-
mento nao existem trabalhos sobre 0 PAGMG-P aqui propo&to jptesente momento.

Modelando o exemplo dado na Sec¢éo 1.1, temos as componeptesantando as regioes
da cidade, os vértices representando os pontos de aceskmwirsdesse as arestas representando
os cabos de rede e formando a arvore a ser minimizada. O n@®enoradores atendidos por um
ponto de acesso é representado pelo valor do prémio noejégtic nimero minimo obrigatorio
de moradores a ser atendido em uma regido é representadpr@elim minimo da componente.
Assim, o objetivo é determinar uma rede cabeada de custonminpie tenha pelo menos um ponto
de acesso a redeirelessem cada regido, sendo que a soma dos moradores atendidepq@eios
de acesso em uma dada regido deve ser maior ou igual ao nUimémmmbrigatdrio de moradores
atendidos da mesma regiao.

Uma aplicacao interessante da literatura para o modelopagpidsto € encontrado no Ins-
tituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), ondegnafo (regido) é particionado em com-
pontentes (cidades, bairros), cada uma com uma capacidadearexigida (Semaan et al., 2010).

Um exemplo de instancia para a variante proposta do PAGMdtRtéado na Figura 1.
Cada vérticev € associado a um prémjg > 0. Na figura, esta relacéo € representadaugor,.
Assim, um dado vértice possui 0 prémig,. Em cada component®;, a soma dos prémios
nos vértices presentes na arvore solucdo deve ser no miimo custo total da arvore deve ser
minimizado. No exemplo, uma solucdo obtida pode ser reptada pelas arestds, 3), (3,2),
(2,7), (7,8), (7,10), (7,11) e (11,12).
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Figura 1: Um exemplo de solucdo para o PAGMG-P.

3 Formulacdo matematica para o PAGMG-P

Ainda néo se tem conhecimento de trabalhos sobre o PAGMGHRBgrdado, logo ndo é
conhecida uma formulacdo matematica para o problema ratlita. Dessa forma, propomos uma
formulacdo para o PAGMG-P baseada na formulagéo para o GMBA apresentada por Golden
et al. (2007). Tal formulacéo € descrita a seguir.

Minimizar Z CijUij 1)
V(i j)eE
Sujeito a:
P! V k=1,...,m, 2)
1€Vy
Z uij:ZZi_la (3)
(i,5)eEE eV
Zpizizpk v k‘zl,...,m, (4)
ieVy
ui; < z; vV (i,j) € Ei €V, 5)
Ujj < 2 vV (i,j) €EJEV, (6)
Ujj = Wiij + Wi V (i,j) e E;keV, (7
>y <1 V keV,ieV —{k}, (8)
JEN(3)
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Wj =0 v k‘EV,jEN(k:), (9)
uij € {0,1} vV (i) € E, (10)
z € {0,1} vV oieV, (11)
Wi € {0,1} vV 4,5, keV. (12)

Na formulagéo representada gdr— 12): ¢;; representa o custo fixo da arestay); u;;
sdo variaveis binarias e recebem vdlee a solu¢do contém a aresta entre os vértiegse valor)
caso contrario; se o vértiggertence a solugdo, entao a variavel binayizaale 1, caso contraria;
vale0; wy;; s80o variaveis binarias que valdnse o verticej € um antecessor do verticea arvore
direcionada com raiz no vértide e valem0 caso contrariop; representa o prémio fixo associado
ao Vvérticez; e P, representa o prémio minimo fixo a ser adquirido na comporignte

Em (1) temos a fungdo objetivo que requer a minimizagcdo da arvdue&m As restricdes
(2) e (3) garantem que a arvore solugdo cobre pelo menos um vérticaddecomponente. O
conjunto de restricdegl) garante que o somatdrio dos prémios dos vértices seledisread cada
componentd/;, seja pelo menos$);.. As restricbeg5) e (6) garantem que se uma aresta pertence a
solugéo, entdo os vértices que a compdem também pertenceomjudto de restricde) garante
que na arvore direcionada com raiz no vériceu o vérticej é antecessor do vérti¢eou o vértice
i é antecessor do veértiggi. e. ou o vérticej é “pai” dei na arvore ou vice-versa). As restricdes
garantem que cada vértice tem no maximo um “pai”, excetoticedriz. O conjunto de restricbes
(9) garante que o vértice raiz ndo possui “pai”, ou seja, ele ndsyp antecessor. As restricdées,
(8) e (9) séo as restricdes de eliminagdo de sub-ciclos. E, por fineshascdes10), (11) e (12)
descrevem a integralidade das variaveis e w.

Sobre as restricdes de eliminagéo de sub-ciclos, temosagizeconjunto de variaveis;,;;
para um determinado vértiéerepresenta um conjunto de variaveis que define uma arvaeiahr
nada com raiz no vértice, onde uma variavel individuab,;; € igual al se o vérticej € antecessor
do vérticei na arvore direcionada com raiz no vérticeAs restricbeg8) e (9), em conjunto com
(3) e (7), garantem que cada vértice na arvore direcionada com raigmice & tem no maximo
um vertice antecessor, enquanto que o vetticpela restricdd9), ndo tem antecessor. As restri-
¢cdes(7) & (9) garantem que ndo existem ciclos, pois se houvesse um adiglfichria que para
algum vértice raiz, e o conjunto de variaveisy;; correspondente, existe um vértice com dois
antecessores, ou um vértice raiz com um antecessor, o que vémo segundo a definicdo das
restricées.

4 Resultados computacionais

Nesta secao sdo apresentados os resultados obtidos coradmregato proposto. Primei-
ramente serdo descritas as ferramentas utilizadas; endaggpresentam-se as caracteristicas das
instancias criadas; e, por fim, os resultados alcangados.

4.1 Ferramentas

A ferramenta utilizada para a execucdo do método exato @RIcEX (IBM, 2013). O
CPLEX é um dos pacotes de software de otimizac&o linear mista ril@ados na literatura. Ele €
responsavel por gerenciar todo 0 processo e, se necessficionar novos cortes. Neste trabalho,
todo o gerencimento da execucdo do método é feito por estrfenta, como a realizacdo do
Branch-and-BoundLand & Doig, 1960), a escolha de variaveis pataranche a adicdo de novos
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cortes. Inicialmente, os cortes adicionados séo as psdpsricdes do modelo, pois o algoritmo
comecga com o0 modelo vazio.

Os testes computacionais foram executados em um computatel Cor e i7 — 2600
com3.40 GH z e 32 Gb de memaria RAM, rodando um sistema operacional Arch Liax — 1,
gue pode executar até oitreads O método exato foi implementado na linguagem de programaca
C++, utilizando aAPI | LOGCPLEX 12.5.0.0, e compilado cong++ versao4.8.0.

4.2 Instancias

Como ainda nao se tem conhecimento de trabalhos para o PABNIGmos que criar
um conjunto de instancias para este problema. No entangieexinstancias para o problema
geral, 0o PAGMG. As instancias para o PAGMG disponiveis madttra e utilizadas por Ferreira
(2007); Ferreira et al. (2012) possuem grafos completométscos. As mesmas dividem-se em
dois grupos:

Grupo 1 Composto por 169 insténcias ca® < |V | < 226, geradas para o Problema do Caixeiro
Viajante Generalizado e posteriormente introduzidas n@M&. Dentre as 169 instancias,
150 possuem valor 6timo conhecido.

Grupo 2 Composto por 101 instancias ca@20 < |V| < 783, também sdo adaptadas do Problema
do Caixeiro Viajante. Nenhuma das 101 insténcias possor @éimo conhecido.

Considerando essas informag6es prévias, foi implementadgerador de instancias para
0 PAGMG-P. O gerador de instancias segue, resumidamengggoites passogi) particionar
aleatoriamente o nimero de vértices de cada componentendgrananiformeyi:) definir o prémio
de cada vértice(iii) definir o prémio minimo de cada componen(&;) criar um grafo completo
intracluster e definir o custo de cada arestdyp)ecriar um grafo completo intercluster e definir
0 custo de cada aresta. O numero de vértices e o niumero de entg® sdo dados na entrada.
O prémio de cada vértice, o prémio minimo de cada componenteusto de cada aresta sdo
calculados aleatoriamente em um dado intervalo.

Foram geradas$64 instancias com0 < |[V] < 160 e2 < m < 30. Seguindo a literatura
do PAGMG, todas as instancias geradas possuem grafos ¢omelsimétricos.

4.3 Resultados experimentais

Nesta secdo, estdo apresentados os resultados compaitacbtidos por meio de testes
realizados com a formulagdo matematica proposta. Os festes realizados sobr4 instancias,
apresentadas na Sec¢éo 4.2. O critério de parada estipaiadncbntrar a solugdo étima ou um
tempo limite de3600 segundos1( hora) de execu¢do. Se a execucdo chegasse ao tempo limite, a
melhor solugdo viavel encontrada até o momento era retarn@dempo de execucédo foi calcu-
lado considerando o tempo de todaghaeadsutilizadas. No entanto, o tempo limite foi contado
considerando apenas urtimead Dentre as instancias utilizadas, foi encontrado o valion@te
118, enquanto em outrast foi encontrada uma solucdo viavel e nagestantes o algoritmo nao
conseguiu uma solugao viavel dentro do tempo limite.

Os resultados estao descritos nas Tabelas 1 e 2. A primédingacdas tabelas apresenta a
denominacao da instancia. Nas trés colunas seguintesetém@mero de vértices, arestas e com-
ponentes, respectivamente. Na quinta coluna é apresemtatto da melhor solugao encontrada, e
na coluna seis o tempo de execucao em segundos. Essa ar§arseaepete nas colunas seguintes.
Nas tabelas, as solucdes étimas diferem das solugdessv@vedstarem em negrito. E as solugdes
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com valor “-” significam que o algoritmo ndo conseguiu encamtima solucgdo viavel dentro do
tempo limite.

Analisando as tabelas pode-se ver que nas instancias emdad faceis, em que os nime-
ros de vértices e de componentes sdo pequenos, o algoritilsegr@ encontrar a solugdo 6tima
em poucos segundos. No entanto, a medida que o nimero degéntesce, o tempo de execucao
aumenta, sobretudo quando o nimero de componentes é grande.

O algoritmo encontra solucao étima para a maioria das irdé@pcopostas. Porém, quando
tanto o nimero de vértices quanto o niumero de componentegraddes, o algoritmo ou ndo
consegue encontrar uma solucao 6tima dentro do tempo Jireitenando a melhor solucgéo viavel
encontrada, ou consegue encontrar uma solugdo 6tima emuantidade de tempo muito grande.
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Instancia | [V| | |E|] | m | Custo| T(S) Instancia | |[V| | |E|] | m | Custo| T(S) Instancia | |V| | |E|] | m | Custo | T(S)
10al3 10| 45 3 141 0.02 15al4 15| 105 | 4 239 0.09 al20al5 | 20| 190 | 5 172 0.37
25al6 25| 300 | 6 186 2.13 30al5 30| 435 | 5 60 2.01 30all0 | 30 | 435 | 10| 179 2.13
35al7 35| 595 | 7 135 3.63 40al4 40 | 780 | 4 77 8.92 40al8 40 | 780 | 8 165 32.36
40al10 | 40 | 780 | 10| 126 6.41 45al6 45| 990 | 6 93 16.17 45al9 45| 990 | 9 134 43.06
45al10 | 45| 990 | 10| 131 141.73 45al15 | 45| 990 | 15| 176 13.28 50al2 50 | 1225| 2 82 19.54
50al3 50 | 1225 3 135 21.2 50al5 50 | 1225| 5 95 44.86 50al10 | 50 | 1225| 10 | 155 70.83
50all5 | 50 | 1225 15| 123 24.48 50al25 | 50 | 1225| 25| 157 44.24 52al8 52 | 1326| 8 94 112.04
55al5 55| 1485| 5 114 | 214.35 55al9 55| 1485| 9 152 171.5 b5all2 | 55 | 1485| 12| 133 101.13
58al4 58 | 1653 | 4 131 95.04 58al8 58 | 1653 | 8 106 119.3 58all0 | 58 | 1653 | 10 | 173 152.32
58all5 | 58 | 1653 | 15| 188 | 240.43 60al2 60 | 1770 2 109 | 278.65 60al4 60 | 1770| 4 140 | 175.07
60al5 60 | 1770| 5 151 | 894.49 60al6 60 | 1770| 6 147 | 353.51 60all0 | 60 | 1770| 10| 157 | 1510.73
60all5 | 60 | 1770 15| 147 71.95 60al20 | 60 | 1770 | 20| 145 94.96 64al4 64 | 2016| 4 123 | 792.82
64al5 64 | 2016| 5 91 3608.89 64al8 64 | 2016 | 8 147 | 9093.36|| 64all0 | 64 | 2016| 10| 129 | 1376.01
65al5 65 | 2080 5 104 | 130.07 65al10 | 65| 2080| 10| 105 | 3056.56|| 65all5 | 65| 2080| 15| 159 | 320.05
65al20 | 65 | 2080 | 20 - - 65al25 | 65| 2080| 25| 218 | 980.99 67al4 67 | 2211 | 4 72 243.09
67all10 | 67 | 2211 | 10| 115 | 397.22 67al20 | 67 | 2211| 20| 171 | 867.66 69al3 69 | 2346| 3 85 1700.46
69al9 69 | 2346 9 156 | 12951.8|| 69all5 | 69 | 2346 | 15| 184 | 1174.23 70al4 70 | 2415\ 4 117 | 4381.31
70al5 70 | 2415| 5 130 | 13136.7 70al7 70 | 2415| 7 122 | 3255.7 70all0 | 70 | 2415| 10| 115 138.92
70all5 | 70 | 2415| 15| 166 | 454.11 70al18 | 70 | 2415| 18| 126 | 1035.22|| 70al20 | 70 | 2415| 20| 211 | 296.67
70al25 | 70 | 2415| 25| 127 | 295.57 72al3 72 | 2556 3 123 | 1666.19 72al5 72| 2556 | 5 137 | 249.44
72al8 72 | 2556 | 8 111 109.13 72all0 | 72 | 2556 | 10| 135 | 1512.59| 72all5 | 72 | 2556 | 15| 124 516.2
72all8 | 72 | 2556 | 18| 165 | 978.21 72al20 | 72 | 2556 20 96 740.48 72al25 | 72 | 2556| 25| 195 | 1039.75
75al3 75| 2775 3 92 3817.87 75al5 75| 2775| 5 69 114.82 75all0 | 75| 2775| 10| 139 1173.7
75all5 | 75| 2775| 15| 120 | 7282.56| 75al20 | 75 | 2775| 20| 147 | 754.05 75al25 | 75| 2775| 25| 157 | 634.72
75al30 | 75| 2775| 30| 171 | 1671.76 78al4 78 | 3003 | 4 129 | 978.18 78al5 78 | 3003| 5 124 | 2604.42
78al8 78 | 3003 | 8 123 | 1567.76| 78all0 | 78 | 3003 | 10 | 141 | 5316.48| 78all5 | 78 | 3003 | 15| 151 1281.9
78al20 | 78 | 3003| 20| 170 | 1680.27| 78al25 | 78 | 3003 | 25 - - 80al2 80 | 3160 2 102 | 2517.44
80al4 80 | 3160| 4 92 672.75 80al5 80 | 3160| 5 99 1095.58 80al8 80 | 3160| 8 143 | 2611.45
80all0 | 80 | 3160| 10 | 134 | 2477.97|| 80all5 | 80 | 3160| 15| 162 | 2390.82|| 80all8 | 80 | 3160 | 18 | 154 | 1723.74
80al20 | 80 | 3160| 20 | 148 | 4087.65| 80al22 | 80 | 3160 | 22 | 155 | 2864.71|| 80al30 | 80 | 3160| 30 | 191 | 5909.96
83al4 83 | 3403 | 4 142 | 4043.97 83al5 83| 3403| 5 122 | 12883.9 83al8 83 | 3403 | 8 138 | 560.63

Tabela 1: Resultados computacionais do método exato gmopos
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Instancia | |V| IE| m | Custo | T(S) Instancia | |V| IE| m | Custo | T(S) Instancia | |V| |E| m | Custo | T(S)
83al10 | 83 | 3403 | 10| 85 | 9898.22| 83all5 | 83 | 3403 | 15| 149 | 16849.7| 83al20 | 83 | 3403 | 20 - -
83al25 | 83 | 3403 | 25 - - 83al30 | 83 | 3403 | 30| 181 | 1894.46| 85al4 85 | 3570 | 4 131 | 1695.44

85al5 85 | 3570 | 5 111 | 517.84 85al8 85 | 3570 | 8 126 | 18351.2|| 85all0 | 85 | 3570 | 10| 125 | 9083.65
85all5 | 85 | 3570 | 15| 188 | 7298.49| 85all8 | 85 | 3570 | 18| 148 | 5052.42|| 85al22 | 85 | 3570 | 22| 167 | 7832.81
85al25 | 85 | 3570 | 25| 186 | 5416.95| 85al30 | 85 | 3570 | 30| 222 | 3674.53| 90al3 90 | 4005 | 3 103 | 5917.89

90al4 90 | 4005 | 4 136 | 1618.95| 90al5 90 | 4005 | 5 93 | 4300.88| 90al8 90 | 4005 | 8 122 | 3787.16
90all0 | 90 | 4005 | 10 | 140 | 4532.56| 90all5 | 90 | 4005 | 15| 190 | 4820.66|f 90al20 | 90 | 4005 | 20| 174 | 9624.66
90al25 | 90 | 4005 | 25| 178 | 5927.21| 90al30 | 90 | 4005 | 30| 153 | 4720.42| 95al3 95 | 4465 | 3 122 | 5866.13

95al5 95 | 4465 | 5 | 4504 | 7265.23| 95al8 95 | 4465 | 8 103 | 2847.95|| 95all0 | 95 | 4465 | 10| 139 | 4999.63
95all5 | 95 | 4465 | 15| 115 | 6567.45| 95al20 | 95 | 4465 | 20| 202 | 5170.83| 95al25 | 95 | 4465 | 25| 164 | 6384.44
95al28 | 95 | 4465 | 28 | 150 | 6465.09| 100al4 | 100| 4950 | 4 | 4591 | 7212.56|| 100al5 | 100 | 4950 | 5 129 | 7581.07
100al10 | 100 | 4950 | 10 | 6115 | 7225.02| 100all5 | 100| 4950 | 15| 116 | 6251.22| 100al20 | 100 | 4950 | 20 | 4587 | 7175.15
100al25 | 100 | 4950 | 25 | 4762 | 7201.2 || 100al30 | 100 | 4950 | 30 - - 110al5 | 110| 5995 | 5 | 10667 | 7201.88
110al10 | 110 | 5995 | 10 | 6930 | 7256.87| 110all5 | 110| 5995 | 15| 4164 | 7251.55| 110al20 | 110 | 5995 | 20 | 8944 | 7239.04
110al25 | 110 | 5995 | 25| 5101 | 7201.81| 110al30 | 110| 5995 | 30 | 10394 | 7670.42| 120al5 | 120| 7140 | 5 | 4678 | 7168.58
120al10 | 120 | 7140 | 10 | 10999| 7300.03|| 120all5 | 120 | 7140 | 15| 3798 | 7145.81| 120al20 | 120 | 7140 | 20 | 11257 | 7201.83
120al25 | 120 | 7140 | 25 | 11757| 7385.13|| 120al30 | 120 | 7140 | 30 | 10298 | 7324.23| 130al5 | 130| 8385 | 5 | 7984 | 7123.83
130al10 | 130 | 8385 | 10 | 6115 | 7109.96| 130all5 | 130 | 8385 | 15| 13327| 7140.99| 130al20 | 130 | 8385 | 20 | 13092 | 7366.28
130al24 | 130 | 8385 | 24 | 12903| 7134.18| 130al28 | 130 | 8385 | 28 | 12600| 7659.86| 140al5 | 140| 9730 | 5 | 8118 | 7109.77
140al10 | 140 | 9730 | 10 | 12059| 7241.54| 140all5 | 140 | 9730 | 15| 12543| 7103.7 || 140al20 | 140 | 9730 | 20 | 14143| 10976.9
140al25 | 140 | 9730 | 25 | 12549| 7374.48| 140al30 | 140 | 9730 | 30 | 13467 | 10173 150al5 | 150 | 11175| 5 | 7222 | 7096.46
150al10 | 150 | 11175| 10 | 14430| 7612.63|| 150all5 | 150 | 11175| 15| 14539 7097.16| 150al20 | 150 | 11175| 20 | 14204 | 7122.27
150al25 | 150 | 11175| 25 | 14266| 7646.38| 150al30 | 150 | 11175| 30 | 14327 | 8104.3 160al5 | 160 | 12720| 5 | 15657 | 7061.82
160al10 | 160 | 12720| 10 | 14426| 7449.6 | 160all5 | 160 | 12720| 15| 16096 | 7389.06

Tabela 2: Resultados computacionais do método exato gmopos
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5 Conclusoes e trabalhos futuros

Este trabalho propds uma nova variante para o Problema daeé\@&eradora Minima Ge-
neralizado (PAGMG) com Prémios nos Vértices, o PAGMG-P. GM& é amplamente estudado
pela literatura, mas, apesar de sua aplicacdo ser abrangstda abordagem as vezes ndo contem-
pla casos particulares de alguns problemas da vida real.ridnt@ proposta foi motivada pelas
possiveis aplicacfes reais existentes.

Ainda ndo se tem conhecimento de trabalhos sobre o PAGM®G¢g®@, lndo foram encon-
tradas nem formulacdo matematica nem instancias para teprama literatura. Dessa forma,
este trabalho propds uma formulagdo matematica e, além, d@smplementado um gerador de
instancias, as quais foram utilizadas neste trabalho.

Os resultados quantitativos indicam que o método exatoptogse comporta de maneira
eficiente para as instancias testadas. No entanto, podeseevar que ele apresenta resultados mais
satisfatérios quando o nimero de vértices e componentes@dacia sdo pequenos. Assim, se faz
necessario o emprego de algoritmos mais elaborados pamscabtde melhores resultados quando
estas caracteristicas ndo séo atendidas.

Como trabalhos futuros, propfe-se a implementacdo de urndmétxato mais eficaz,
usando conceitos de algoritmos de planos de corte. Além,dikve ser aplicado um pré-pro-
cessamento nas instancias, para que o niumero de arestatdaimpossa ser reduzido. Propde-se
também a elaborac¢éo de instancias mais dificeis, como tegdapdas instancias do PAGMG exis-
tentes na literatura para a variante abordada.

A forma imediata de resolver problemas de otimizacdo coatbiia seria simplesmente

listar todas as possiveis solu¢des e selecionar a melhoentdato, devido a complexidade e o
dinamismo dos problemas praticos que, de maneira gerau@asum grande numero de solu-
¢Oes candidatas, esta listagem exaustiva torna-se ilhpava a maioria dos casos. Por isso, o
desenvolvimento de métodos que fornecam uma solucéo deuadidagie, mas ndo necessaria-
mente garantam ser a melhor solucdo existente, tem sidotivedo. Neste contexto, podem ser
utilizadas as metaheuristicas. Sendo assim, prop0e-se tabalhos futuros a implementacao
de metaheuristicas, como 0 GRASR¢edy Randomized Adaptive Search Proceduzes VNS
(Variable Neighborhood Searkh
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