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RESUMO

Um grafo Hp-broom-like é obtido ao identificarmos cada vértice de um grafo
p-regular conexoHp com a raiz de uma cópia de uma vassoura enraizada. Provamos que a
classe dos grafosHp-broom-likecomn vértices é total e estritamente ordenada pelo índice
(maior autovalor da matriz de adjacência). Estudamos condições de integralidade do
índice de um grafoHp-broom-like, determinando estas condições em classes particulares
e obtendo famílias infinitas de grafos não integrais com índice inteiro e famílias infinitas
de grafos integrais.

PALAVRAS CHAVE. Grafo integral, Índice inteiro, Grafo Hp-broom-like.

TAG – Teoria e Algoritmos em Grafos.

ABSTRACT

A Hp-broom-likegraph is obtained identifying each vertex of a connectedp-regular
graphHp with the root of a copy of a rooted broom. We prove that the class ofHp-broom-
like graphs withn vertices is total and strictly ordered by the index (greatest eigenvalue of
adjacency matrix). We study integrality conditions of the index of aHp-broom-likegraph,
determining these conditions in particular classes and obtaining infinite families of non
integral graphs with integer index and infinite families of integral graphs.

KEYWORDS. Integral graph, Integer index, Hp-broom-like graph.
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1. Introdução

Dado um grafo simples e não orientadoG, comn vértices, sua matriz de adjacência
A(G) é a matriz quadrada, de ordemn, cujas entradas são

aij =

{

1, seij é uma aresta deG,
0, caso contrário.

As raízes do polinômiopG(x) = det(xIn−A(G)) são chamadas deautovalores do
grafo. Como a matrizA(G) é simétrica, os autovalores são todos reais e, portanto, podem
ser ordenados em modo não crescente:λ1(G) ≥ λ2(G) ≥ . . . ≥ λn(G). Cada autovalor
λi(G), sendo raiz depG(x), tem multiplicidademi ≥ 1. A lista doss autovalores distintos
do grafo,α1, α2, . . . , αs, juntamente com suas respectivas multiplicidades, é chamado de
espectro do grafo(Godsil and Royle, 2001) e denotado na forma

Spec(G) =
(

α
(m1)
1 , α

(m2)
2 , · · · , α(ms)

s

)

,

ondeα1 > α2 > . . . > αs em1 +m2 + . . .+ms = n.

O maior autovalor do grafo é chamado deíndice do grafoe será denotado simples-
mente porλ(G). Do Teorema de Perron-Frobenius (Godsil and Royle, 2001), se o grafo
for conexo, seu índice é uma raizsimplesde pG(x), ou seja,m1 = 1. Ademais, como
pG(x) é polinômio mônico com coeficientes inteiros, cada autovalor λi(G) do grafo ou é
inteiro ou é irracional. Caso o grafo tenha todos os seus autovalores inteiros é ditointegral.

O estudo de grafos integrais foi inicialmente proposto por Harary e Schwenk
(1974). Umsurveysobre estes é dado por Balińska et al. (2002). Neste, os autores ob-
servam que a busca de grafos integrais tem apresentado resultados em diversas classes,
entretanto mostrou-se um problema difícil, uma vez que as restrições impostas pela pró-
pria classe tornam reduzida a quantidade existente de grafos integrais. No recentesurvey,
de Cvetkovíc e Simíc (2011), sobre aplicações da Teoria Espectral de Grafos em Ciência
de Computação, os autores observam um crescente interesse no emprego de grafos inte-
grais em Computação Quântica e, mais particularmente, em problemas de balanceamento
de cargas.

Como um grafo integral possui índice inteiro, o estudo daintegralidade do índice
de um grafo (i.e., caracterizar quando o grafo possui índiceinteiro) serve como uma me-
todologia na procura por novos grafos integrais. Entretanto, ao restringirmos a busca para
grafos com índice inteiro, não estamos necessariamente diminuindo a complexidade do
problema. De fato, uma vez que um autovalor é raiz de um polinômio com coeficientes
inteiros, o estudo da integralidade do índice de um grafo envolve o problema de obter solu-
ções (inteiras) não negativas de equações diofantinas. Em particular, em nosso estudo, tais
equações diofantinas são quadráticas e binárias. Lagarias(1979) provou que "o problema
de obter soluções (inteiras) não negativas de uma equação diofantina binária e quadrática
é NP".

Na Seção 2, investigamos a integralidade do índice dos grafosHp-broom-like. Para
alguns casos particulares, obtemos condições sobre a integralidade tanto do índice quanto
dos demais autovalores do grafo. Destas, construímos famílias infinitas de grafosHp-
broom-likeintegrais. Estes grafos são uma variante dos que aparecem nos artigos Belardo
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et al. (2010) e Tyomkyna e Uzzell (2012), e são resultantes doproduto hierárquico(Bar-
riére et al., 2009) de um grafo conexop-regularHp por uma vassoura enraizadaB(a; r).

Uma vassoura enraizadaB(a; r) é a árvore coma+ r vértices obtida ao pendurar-
mosa ≥ 1 arestas no vérticev1 do caminhoPr = v1v2 . . . vr der ≥ 1 vértices, com raiz
no vérticevr. Casor = 1, a vassoura é a estrelaSa+1 enraizada por seu vértice central, e
casoa = 1, será o caminhoPr+1 enraizado em um de seus vértices pendentes. Na Figura 1
exibimos algumas destas vassouras, colorindo de preto suasrespectivas raízes.

(a) B(3; 1) (b) B(1; 2) (c) B(2; 3)

Figura 1. Exemplos de vassouras enraizadasB(a; r)

Dado um grafo conexop-regularHp (p ≥ 1), com t ≥ 2 vértices, o produto hie-
rárquicoHp ⊓ B(a; r), deHp com a vassoura enraizadaB(a; r), é obtido ao identificar-
mos cada vértice deHp com a raiz de uma cópia deB(a; r). O grafo resultante possui
n = t · (a + r) vértices e é chamado deHp-broom-like. CasoHp seja o grafo completo
Kp+1, chamaremos o grafoKp+1 ⊓ B(a; r) simplesmente porp-broom-like. Sep = 2, o
grafoHp é um cicloCt e, portanto,Ct ⊓ B(a; r) é um grafounicíclico. Ainda, sep = 1
e a ≥ 2, H1 = K2 e o grafoK2 ⊓ B(a; r) é umadupla vassourabalanceada de diâmetro
d = 2r + 1. Na Figura 2 exemplificamos estes três casos.

(a) K4 ⊓B(3; 1) (b) C4 ⊓B(3; 2) (c) K2 ⊓ B(3; 2)

Figura 2. Exemplos de grafosHp-broom-like

Patuzzi et al. (2012b) abordamo problema de isomorfismo de grafos(Fortin, 1996)
na classe de grafosp-broom-like, comp ≥ 2, mostrando que não existem grafos coespec-
trais (com espectros iguais) não isomorfos, uma vez que, fixado o númeron de vértices,
os grafos desta classe são total e estritamente ordenados pelo índice. Mais precisamente,
tem-se:

λ(Kp+1 ⊓ B(a; r)) > λ(Kp+1 ⊓ B(a− 1; r + 1)) > · · · > λ(Kp+1 ⊓B(1; r + a− 1)) .

Na Seção 3, generalizamos este resultado para os grafosHp-broom-likecomn vértices.
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2. GrafosHp-broom-like com índice inteiro

Nesta seção estamos interessados em estudar a integralidade do índice, assim como
dos demais autovalores, de um grafoHp-broom-like. Iniciamos a investigação conside-
randop = 1. Sea = 1, o grafoK2 ⊓ B(1; r) é o caminhoP2r+2, cujo índice é conhecido
na literatura (Cvetković et al., 2010):

λ(P2r+2) = 2cos

(

π

2r + 3

)

.

Logo, 1 < λ(P2r+2) < 2 e, em particular,λ(P2r+2) /∈ N. Assim, consideramosa ≥ 2.
Neste caso o grafo é uma dupla vassoura e, portanto, uma árvore com exatamente dois
vértices de grau maior que dois. (Veja a Figura 2(c).)

Brouwer et al. (2011) provam: "sejaT uma árvore que possui exatamente dois
vérticesu e v com graus maiores que dois. SeT é integral, entãou e v são adjacentes".
Logo, para queK2 ⊓ B(a; r) seja integral, esta deve possuir diâmetro3, ou seja,r = 1.
Neste caso, a dupla vassoura é conhecida pordupla estrelae é balanceada. De Balińska
et al. (2002), temos que esta é integral se, e somente se, seu índice

λ(K2 ⊓ B(a; 1)) =

√

2a+ 1

2
+

1

2

√
4a+ 1

é inteiro.

Patuzzi et al. (2012a) estudam a integralidade do índice de uma dupla estrela, não
necessariamente balanceada, obtendo, em particular:

λ(K2 ⊓B(a; 1)) ∈ N ⇔ a = s(s+ 1) , para algums ∈ N . (1)

Deste modo, deduzimos, na proposição abaixo, as condições de integralidade de uma
dupla vassoura e exibimos o espectro no caso desta ser integral. Na Figura 3 ilustramos as
duas menores duplas estrelas balanceadas integrais.

Proposição 2.1.Dados inteirosa ≥ 2 e r ≥ 1, a dupla vassouraK2 ⊓ B(a; r) é integral
se, e somente se,r = 1 ea = s(s+ 1), para algum inteiros ≥ 1. Neste caso, seu espectro
é

Spec(K2 ⊓B(s(s+ 1); 1)) =
(

s+ 1(1), s(1), 0(2s(s+1)−2), −s(1), −s− 1(1)
)

.

(a) Spec(K2 ⊓ B(2; 1)) =
(2(1), 1(1), 0(2), −1(1), −2(1))

(b) Spec(K2 ⊓ B(6; 1)) =
(3(1), 2(1), 0(10), −2(1), −3(1))

Figura 3. Menores duplas estrelas balanceadas integrais

Ainda em Patuzzi et al. (2012a), os autores estudam a integralidade do índice de
uma dupla vassoura de diâmetrod ≥ 4, obtendo limites (inferior e superior) para o seu
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índice, mostrando que "uma dupla vassoura, de diâmetrod ≥ 4, possui índice inteiroλ se,
e somente se,λ =

√
a+ 2 é um quadrado perfeito e, oua = 2 ou seu diâmetrod = 4.".

Como a dupla vassouraK2 ⊓ B(a; r) tem diâmetrod = 2r + 1, temos que, para
r ≥ 2, esta tem índice inteiro somente sea = 2. Deste modo concluímos:

Afirmação 2.1. As únicas duplas vassouras com índice inteiro são:

• K2 ⊓B(2; r), parar ≥ 1, cujo índice é2;
• K2 ⊓B(s(s+ 1); 1), paras ≥ 2, cujo índice és+ 1.

Na Figura 4 exibimos as duas menores duplas vassouras com índice inteiro e diâ-
metrod ≥ 5 ímpar (não integrais). Como seus autovalores irracionais são da forma2coskπ

d
,

para1 ≤ k ≤ d− 1, exibimos os valores aproximados destes.

(a) Spec(K2 ⊓ B(2; 2)) =
(2(1), 1, 61803(1) , 0, 61803(1) , 0(2),
−0, 61803(1) , −1, 61803(1) , −2(1))

(b) Spec(K2 ⊓ B(2; 3)) = (2(1), 1, 80192(1) ,
1, 24698(1), 0, 44504(1) , 0(2), −0, 44504(1) ,
−1, 24698(1) , −1, 80192(1), −2(1))

Figura 4. Menores duplas vassouras não integrais com índice2

Investigamos, agora, condições de integralidade dos grafos Hp-broom-like, com
p ≥ 2 e r = 1. No seguinte lema determinamos os seus espectros em função dos
autovalores deHp.

Lema 2.1. Sejama ≥ 1 e p ≥ 2 inteiros. Dado um grafop-regular conexoHp com t
vértices, sejamµ1 > µ2 ≥ . . . ≥ µt seus autovalores. Então,0 é autovalor deHp⊓B(a; 1)
com multiplicidadet · (a− 1) e os demais autovaloresHp ⊓ B(a; 1) são dados por

µi

2
+

1

2

√

µ2
i + 4a e

µi

2
− 1

2

√

µ2
i + 4a ,

onde1 ≤ i ≤ t. Ainda, semi é a multiplicidade do autovalorµi deHp, então a multi-

plicidade tanto de
µi

2
+

1

2

√

µ2
i + 4a , assim como de

µi

2
− 1

2

√

µ2
i + 4a , também émi .

PROVA. Sejat o número de vértices deHp. De Cvetkovíc et al. (2010), temos que os
autovalores deHp ⊓B(a; 1) são as raízes do polinômio

p(x) = (xa)t · pHp

(

x2 − a

x

)

.

Logo,p(x) = xat ·
(

x2 − a

x
− µ1

)

·
(

x2 − a

x
− µ2

)

· · ·
(

x2 − a

x
− µt

)

e, portanto,

p(x) = xat−t · (x2 − µ1x− a) · (x2 − µ2x− a) · · · (x2 − µtx− a) .

Disto segue a prova do lema. �
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Deste lema concluímos a primeira condição de integralidadede um grafo
Hp ⊓B(a; 1).

Corolário 2.1. Se o grafoHp ⊓B(a; 1) é integral, então o grafoHp é integral.

PROVA. De fato, sez 6= 0 é um autovalor do grafoHp-broom-likeentão,z2 − µz − a = 0,
para algum autovalorµ deHp. Supondo quez seja inteiro, temos queµ = z2−a

z
é racional

(uma vez quea é inteiro). Como os autovalores são ou inteiros ou irracionais, concluímos
queµ é inteiro. �

Como outra consequência do lema anterior, deduzimos condições necessárias e
suficientes para a integralidade do índice deHp ⊓ B(a; 1), ondep ≥ 2. Enunciadas na
Proposição 2.2, estas estendem a condição obtida em (1), aonde consideramosp = 1 e
a ≥ 2.

Proposição 2.2.Dado um grafoHp conexo ep-regular, comp ≥ 2, e dado um inteiro
a ≥ 1, o grafoHp ⊓ B(a; 1) possui índice inteiroλ se, e somente se, existe um inteiro
positivoq tal que

a = q(p+ q) .

Neste caso,λ = p+ q.

PROVA. Do Lema 2.1,λ = µ1

2
+ 1

2

√

µ2
1 + 4a, ondeµ1 é o índice deHp. ComoHp é

p-regular,µ1 = p. Deste modo, concluímos que

λ é inteiro se, e somente se,p2 + 4a é um quadrado perfeito,

ou seja, se existe um inteiro positivox tal que(x − p)(x + p) = 4a. Neste caso,p e x
possuem mesma paridade.

Sep for ímpar,p = 2t + 1 ex = 2u+ 1. Portanto,a = (u− t)(u+ t + 1) e, para
q = u− t, a = q(q + 2t+ 1) = q(p+ q). No caso em quep é par,p = 2t ex = 2u, o que
implica em(u− t)(u+ t) = a e, paraq = u− t, a = q(2t+ q) = q(p+ q).

Assim, provamos queλ é inteiro se, e somente se, existe um inteiro positivoq tal
quea = q(p + q). Calculandop2 + 4a = p2 + 4pq + 4q2 = (p + 2q)2, concluímos que,
neste caso,λ = 1

2
· (p+ p+ 2q) = p+ q. �

As duas observações abaixo seguem desta proposição.

Observação 2.1.O índice deHp ⊓B(a; 1) não depende da estrutura do grafoHp nem da
quantidade de seus vértices, bastando apenas queHp seja conexo ep-regular.

No caso em quep = 2, ou seja, em queHp é um cicloCt, este fato é notado por
Belardo et al. (2006).

Observação 2.2.Fixadop ≥ 2, existem infinitos grafosHp ⊓B(a; 1) com índice inteiro.
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Entretanto, a busca por grafosHp ⊓ B(a; 1) integrais é mais difícil. Em Patuzzi
et al. (2012b) os autores dão condições necessárias e suficientes para a integralidade de
Kp+1 ⊓ B(a; 1), ondep ≥ 2:

Kp+1 ⊓ B(a; 1) é integral⇔ a = q(p+ q) = s(s− 1) para certos inteirosq, s . (2)

Neste trabalho, os autores também provam queKp+1 ⊓ B(a; 1) não é integral sep = 2 ou
3, e exibem um tal grafo integral para cadap ≥ 4.

Na Proposição 2.3 damos condições de integralidade de um grafo Hp ⊓ B(a; 1)
(parap ≥ 2). Estas seguem do Lema 2.1 e do Corolário 2.1, e generalizam as obtidas em
(2), aondeHp é um grafo completo. A prova desta proposição é similar a da anterior e, por
isto, será omitida.

Proposição 2.3.Sejamp ≥ 2 ea ≥ 1 inteiros. Dado um grafo conexop-regularHp comt
vértices, sejamp = µ1 > µ2 ≥ . . . ≥ µt os seus autovalores. Então, o grafoHp ⊓ B(a; 1)
é integral se, e somente se, para cada1 ≤ i ≤ t, µi é inteiro e existe um inteiro positivoqi
tal que

a = qi(µi + qi) .

Neste caso, seus autovalores não nulos sãoqi eµi + qi, para i = 1, 2, . . . , t.

Este resultado mostra a complexidade de se obter um grafoHp-broom-likeintegral,
uma vez que devemos solucionar um sistema deequações diofantinasnão lineares e não
homogêneas. (Para soluções de equações diofantinas veja Cohen (2007)). Na subsequente
subseção aplicamos esta proposição a fim de obter famílias degrafosHp-broom-likeinte-
grais, ondeHp é o grafo bipartido completoKp,p.

2.1. Famílias de grafosKp,p-broom-like integrais

No que segue estaremos interessados em obter grafosKp,p ⊓ B(a; 1) integrais.
SendoSpec(Kp,p) = (p(1), 0(2p−2), −p(1)), da Proposição 2.3 temos queKp,p ⊓ B(a; 1)
será integral se, e somente se, existirem inteiros positivosq1, q2 e q3 tais que

a = q1(p+ q1) , a = q22 e a = q3(−p + q3) .

Claramente, existe um inteiroq1 satisfazendoa = q1(p + q1) se, e somente se, existe um
inteiro q3 tal quea = q3(−p + q3), bastando, para tal, considerarq3 = −q1. Assim, se
considerarmosa = x2, para algum inteiro positivox temos:

Lema 2.2. Dados inteirosp ≥ 2 ex ≥ 1, o grafoKp,p ⊓ B(x2; 1) é integral se, e somente
se, existir um inteiro positivoy tal que

x2 = y(p+ y) .

Neste caso, seu índice éy + p e os demais autovalores distintos são:y, −y e −y − p ,
com multiplicidades iguais a1; x e −x , com multiplicidades iguais a2p − 2; 0 , com
multiplicidade2p(x2 − 1).

Observação 2.3.O menor grafo integralKp,p ⊓ B(a; 1) é dado porp = 3 e a = 4. De
fato, do lema acima,a = x2 ex2 = y(p + y), para certos inteirosp ≥ 2, x ≥ 1 e y ≥ 1.
Logo,a ≥ 4. Paraa = 4, a equação4 = y(p+ y) tem uma única solução, dada pory = 1
ep = 3.
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Figura 5. O espectro deK3,3 ⊓B(4; 1) é (4(1), 2(4), 1(1), 0(18), −1(1), −2(4), −4(1))

Na Figura 5 ilustramos o grafoK3,3 ⊓ B(4; 1) e seu espectro.

Aplicando o Lema 2.2, obtemos uma família infinita de grafosKp,p ⊓ B(a; 1)
integrais, observando que, paray = 1 e p = x2 − 1, temosx2 = y(p + y). O grafo
K3,3 ⊓ B(4; 1) pertence a esta família, sendo, portanto, o menor grafo desta.

Corolário 2.2. Para cada inteirox ≥ 2, o grafoKx2−1,x2−1 ⊓ B(x2; 1) é integral, e tem
índicex2.

Como a ordem do grafoKx2−1,x2−1⊓B(x2; 1) én = 2(x2−1)(x2+1) = 2(x4−1),
vemos que os grafos desta família têm uma quantidade grande de vértices:30, 160, 510,
1248, etc.

No Corolário 2.3, provamos que existe pelo menos um grafoKp,p ⊓ B(a; 1)
integral, tanto parap = 3 como para cadap ≥ 5. Antes, porém, observamos:

Observação 2.4.Dados inteiros positivosa, p, x e y satisfazendo as equaçõesa = x2 e
x2 = y(p + y), entãoak2, pk, xk e yk satisfazem as mesmas equações, para todo inteiro
positivok.

Como um inteirop ≥ 3, e distinto de4, ou é múltiplo de um número ímpar ou é
uma potência2z, paraz ≥ 3, temos quep é da formask, ondes ≥ 3 é ímpar, ou da forma
8k. Deste modo, da observação acima e do Lema 2.2, exibimos outras duas famílias de
grafos integrais.

Corolário 2.3. Para cada par de inteirosp e a satisfazendo uma das condições abaixo, o
grafoKp,p ⊓ B(a; 1) é integral:

(i) p = 8k ea = 9k2, ondek é inteiro positivo. Neste caso, o índice éλ = 9k.

(ii) p = sk e a = k2
(

s2−1
4

)2

, ondek e s são inteiros positivos, es ≥ 3 é ímpar. Neste

caso, o índice éλ = k ·
(

3s−1
2

)

.

PROVA. Do Lema 2.2, basta verificar, para cada item, que existem inteiros positivosx e y
tais quea = x2 ea = y(p+ y). Neste caso, o grafo é integral e seu índice éλ = p+ y:

Sep = 8k ea = 9k2, verificamos, parax = 3k e y = k, quea = x2, p + y = 9k e
y(p+ y) = 9k2 = a.

Casop = sk é múltiplo de um ímpars ≥ 3 e a = k2
(

s2−1
4

)2

, consideramos

x = k
(

s2−1
4

)

e y = k
(

s−1
2

)2
, obtendoa = x2 e p + y = sk + k

(

s−1
2

)2
= k

(

s+1
2

)2
.
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Calculandoy(p+ y) = k2
(

s−1
2

)2 ( s+1
2

)2
, vemos quey(p+ y) = a. �

Note que os grafos da primeira família deste corolário,K8k,8k⊓B(9k2; 1), possuem
uma quantidade elevada de vértices, a saber,n = 16k(9k2+1). O menor grafo desta, dado
porK8,8 ⊓ B(9; 1), tem160 vértices. Seu espectro é

Spec(K8,8 ⊓ B(9; 1)) = (9(1), 3(14), 1(1), 0(180), −1(1), −3(14), −9(1)) .

O terceiro menor grafo desta família é dado porK24,24 ⊓B(81; 1), com3936 vértices. Seu
espectro é

Spec(K24,24 ⊓B(81; 1)) = (27(1), 9(46), 3(1), 0(3840), −3(1), −9(46), −27(1)) .

Destes, somente o primeiro satisfaz o Corolário 2.2. Aplicando este corolário parap = 24,
obtemos um outro grafo integral,K24,24 ⊓B(25; 1), com1248 vértices e espectro

Spec(K24,24 ⊓B(25; 1)) = (25(1), 5(46), 1(1), 0(1152), −1(1), −5(46), −25(1)) .

Isto nos mostra que, para um mesmop, podem existir mais de um grafoKp,p-broom-like
integral.

Também os grafos da segunda família do Corolário 2.3,Ksk,sk ⊓B(k2
(

s2−1
4

)2

; 1)

têm um grande número de vérticesn = 2sk

[

k2
(

s2−1
4

)2

+ 1

]

. De fato,n = 30, 370,

2030, etc. O menor destes é o grafo ilustrado pela Figura 5. O segundo menor é dado por
K5,5 ⊓ B(36 : 1) e tem espectro

Spec(K5,5 ⊓B(36 : 1)) = (9(1), 6(8), 4(1), 0(350), −4(1), −6(8), −9(1)) .

Observamos, ainda, que sep é produto de dois ímpares, podemos exibir, para este
valor dep, dois grafos integrais distintos, pertecentes a esta segunda família. Por exemplo,
parap = 15 = 3 · 5 temos os grafos:

K15,15 ⊓ B(100; 1), com3030 vértices e espectro

Spec(K15,15 ⊓ B(100; 1)) = (20(1), 10(28), 5(1), 0(2970), −5(1), −10(28), −20(1)) ;

K15,15 ⊓ B(324; 1), com9750 vértices e espectro

Spec(K15,15 ⊓B(324; 1)) = (27(1), 18(28), 12(1), 0(9690), −12(1), −18(28), −27(1)) .

Por último, ressaltamos que, sep = 2 oup = 4, não existem grafosKp,p ⊓ B(a; 1)
integrais:

Observação 2.5.Para qualquera ≥ 1, os grafosK2,2 ⊓B(a; 1) eK4,4 ⊓B(a; 1) não são
integrais, uma vez que as equaçõesx2 = y(2 + y) ex2 = y(4 + y) não admitem solução
inteira positiva.

Na próxima seção estudamos o problema de ordenação de grafosatravés de seus
índices.
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3. Ordenando grafosHp-broom-like por meio de seus índices

Nesta seção mostramos que, dado um grafoHp conexop-regular (p ≥ 2), a classe
dos grafosHp-broom-likecomn vértices é total e estritamente ordenada por seus índices.
Logo, não existe, nesta classe, par de grafos coespectrais não isomorfos.

Note que, seHp tem t vértices, então os grafos desta classe possuemn = t · c
vértices, ondec ≥ 2. Assim, a classe é formada pelos grafosHp ⊓ B(a; r), tais que
a+ r = c. No Teorema 3.1, provamos:

λ(Hp ⊓ B(c; 1)) > λ(Hp ⊓B(c− 1; 2)) > . . . > λ(Hp ⊓B(1; c− 1)) .

Em particular, obtemos uma cota superior e uma cota inferiorpara o índice de um
grafoHp-broom-like:

λ(Hp ⊓B(1; r + a− 1)) ≤ λ(Hp ⊓B(a; r)) ≤ λ(Hp ⊓B(a + r − 1; 1)) . (3)

No caso em quep = 2, estas cotas podem ser obtidas pelo Teorema 3.2 de Belardo
et al. (2006). No caso em quep = 1 e a ≥ 2, a cota superior foi determinada por Patuzzi
et al. (2012a).

Teorema 3.1.Dados inteirosp ≥ 2, a ≥ 2 e r ≥ 1, e um grafoHp conexop-regular,
temos:

λ(Hp ⊓B(a− 1; r + 1)) < λ(Hp ⊓ B(a; r)) .

PROVA. Primeiramente analisamos o caso em quer = 1:

Do Lema 2.1, temos que o índiceβ1 deHp ⊓ B(a; 1) é a maior raiz dep1(x) =
x2 − px − a. Por sua vez o índiceβ2 de Hp ⊓ B(a − 1; r + 1) será a maior raiz de
p2(x) = x3 − px2 − (a + 1)x + (a − 1)p. De fato, de Cvetković et al. (2010), sendot o
número de vértices deHp, z2 é a maior raiz de

q(x) = [pSa
(x)]t · pHp

(

pSa+1(x)

pSa
(x)

)

.

ComopSa
(x) = xa−2[x2−(a−1)] eβ2 é uma raiz simples, concluímos queβ2 é a maior raiz

depHp

(

x · x2−a
x2−a+1

)

. SendoHp um grafop-regular,β2 satisfará a equaçãox · x2−a
x2−a+1

= p.

Portanto, será a maior raiz dep2(x) = x·(x2−a)−p(x2−a+1) = x3−px2−ax+(a−1)p.

Observamos quep2(x) = x · p1(x) + (a− 1)p. Logo,0 = p2(β2) = β2 · p1(β2) +
(a − 1)p e, portanto,β2 · p1(β2) = −(a − 1)p é negativo. E isto implica emp1(β2) ser
negativo. Donde se conclui queβ2 < β1.

Finalmente supomos quer ≥ 2. Neste caso, aplicamos um resultado conhecido
de Hoffman and Smith (1975), também encontrado em An-Chang et al. (2004), no qual
se compara o índice de um grafo conexoG com o grafo resultanteGuv pela subdivisão
da arestauv: se esta pertencer a umcaminho internodeG e G 6= K2 ⊓ B(2; r), então
λ(Guv) < λ(G). (Um caminho internoP = w1w2 . . . ws do grafoG é um subgrafo
induzido isomorfo aPs+1 tal que seus extremosw1 e ws possuem, emG, graus maiores
que2, enquanto os demais vérticeswi tem grau, emG, igual a2.)
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Sejat é o número de vértices deHp. Comop ≥ 2, o grafoHp ⊓ B(a; r) possui
t caminhos internos, a saber, os caminhosPr = v1v2 . . . vr de cada cópia deB(a; r).
Subdividindo a arestav1v2 de cada um destes caminhos, obtemos o grafoHp ⊓B(a; r+1)
cujo índiceβ2 é menor que o índiceβ1 deHp⊓B(a; r). Como o grafoHp⊓B(a−1; r+1)
é subgrafo próprio e conexo do grafo, também conexo,Hp ⊓ B(a; r + 1), concluímos que
o índiceβ2 deHp ⊓ B(a− 1; r + 1) é menor queβ2. Donde,β2 < β1. �

Na Figura 6 ilustramos a ordenação dada por este teorema, na classe dos grafos
K3,3⊓B(a; r) tais quea+r = 5, ou seja, com30 vértices. Exibimos os grafos desta classe
com seus respectivos índices.

(a) λ(K3,3 ⊓B(4; 1)) = 4 (b) λ(K3,3 ⊓B(3; 2)) ≈ 3, 39766

(c) λ(K3,3 ⊓B(2; 3)) ≈ 3, 33656 (d) λ(K3,3 ⊓B(1; 4)) ≈ 3, 33329

Figura 6. Ordenação dos grafos da classeK3,3 ⊓B(a; r) com30 vértices

4. Observações finais

Como observado, tanto o problema de obter grafos integrais,como o problema
de determinar se dois grafos são isomorfos, são considerados difíceis, mesmo em classes
restritas. Neste trabalho obtemos resultados para cada um destes problemas na classe de
grafosHp-broom-like.

Com relação ao primeiro, exibimos três famílias infinitas degrafosKp,p-broom-
like integrais, comr = 1, ou seja, da formaKp,p ⊓ B(a; 1). Observamos que cada uma
destas famílias possui uma grande quantidade de vértices e,portanto, torna mais difícil
uma busca computacional de tais grafos integrais. Mesmo fixado o grafoHp, o estudo da
integralidade deHp⊓B(a; r) se torna mais complexo se consideramosr ≥ 2, uma vez que
se desconhece uma fórmula exata para se calcular os seus autovalores e que seja dada em
função dos parâmetrosa e r, e em função dos autovaloresµi deHp.

Com relação ao segundo, o problema foi totalmente resolvidopelo Teorema 3.1.
Ainda, da ordenação dada por este teorema, concluímos que umgrafoHp-broom-likecom
n vértices é unicamente determinado por seu índice. Como futura investigação, achamos
interessante abordar o problema de ordenação de grafos numaclasse mais abrangente,
aonde fixamos somente o númerot de vértices do grafo conexop-regular.
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