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RESUMO

Tratamos o problema de escalonamento de tarefas em um nimero limitado de pro-
cessadores sob restricdes de precedéncia e comunica¢do. Supomos que cada tarefa possui
tempo de execucao unitdrio, sua execucao estd condicionada a finalizacdo de suas prede-
cessoras e, caso duas tarefas dependentes sejam executadas em processadores diferentes,
temos um tempo, também unitdrio, de comunicacdo. Este problema é NP-Dificil. Propo-
mos uma heuristica para o problema, um melhor limite inferior baseado em programacao
dindmica e critérios de ramificacdo para um método de Branch-and-Bound. Apresentamos
resultados computacionais com instancias da literatura.

PALAVRAS CHAVE. Escalonamento de tarefas, Programacao Dinimica, Branch-
and-bound, Programac¢io Matematica.

ABSTRACT

We approach the problem of scheduling tasks in a bounded number of processors
under precedence and communication constraints. We assume that each task has unit exe-
cution time, that its execution can only occur after its predecessors have ended and that, if
two dependent tasks run on different processors, an unit communication cost is incurred.
This is an NP-hard problem. We propose a heuristic for the problem, a better lower bound
based on dynamic programming and branching rules for a branch-and-bound method. We
report computacional results with test instances from the literature.

KEYWORDS. Task Scheduling, Dynamic Programming, Branch-and-bound, Math-
ematical Programming.

2666



Simposio Brasileiro de Pesquisa Operacional 16 a 1 9
A Pesquisa Operacional na busca de eficiéncia nos Setembro de 2013
SBPO servicos pUblicos e/ou privados Natal/RN

1. Introducao

Problemas de escalonamento ocupam, sem ddvida, um local de destaque no con-
junto de problemas classicos de otimizagdo. Isto se deve sobretudo a suas aplicagdes diretas
e extensas. Na industria, por exemplo, onde o tempo e os custos de producao siao determi-
nantes para a obtencdo de maiores lucros, existem grandes aplicacdes para problemas de
escalonamento em suas diversas variagoes.

Apesar de abordarmos, neste trabalho, um problema de escalonamento restrito, é
evidente a importancia de seu estudo, sobretudo pela sua estreita relagdo com processa-
mento paralelo, um paradigma computacional cada vez mais utilizado e que, em com-
paracdo ao paradigma sequencial, pode ser consideralvelmente mais eficiente em alguns
casos. Nosso objeto de estudo é uma das bases para este paradigma. Funcionando como
suporte bésico para generalizagdes deste problema, as quais se aproximam propriamente
da realidade. Consideramos o Problema de Escalonamento de Tarefas com Restri¢des de
Precedéncia, Custos de Execu¢do e Comunicag@o Unitdrios.

Genericamente, o problema consiste em agendar um conjunto de tarefa (possivel-
mente origindrias do particionamento de um programa paralelo) em um conjunto de pro-
cessadores disponiveis. Adotam-se as seguintes suposi¢coes: cada tarefa exige apenas uma
Unica operacdo, que pode ser feita por qualquer maquina. Assim, basta que uma tarefa
seja delegada a uma méiquina. Todas as maquinas possuem as mesmas caracteristicas de
eficiéncia. Supomos que ndo hd preempg¢do e que possuimos em tempo de compilagdo to-
das as informacdes necessarias ao escalonamento, como precedéncia, tempos de execucao
e numero de processadores (escalonamento estitico). Os processadores nao compartil-
ham memoria, a comunicacao entre eles € feita por passagem de mensagens € ndo existem
limita¢des nesse sentido, ou seja, um nimero arbitrdrio de mensagens pode ser trocado
simultaneamente na rede.

Devemos indicar um agendamento para a execug¢do das tarefas no conjunto de pro-
cessadores, obedecendo duas restricdes. Uma tarefa ¢ s6 pode ser executada apds suas
antecessoras terem finalizado suas execugdes e ainda transmitido os resultados de seus
processamentos para o processador que executara ¢, respeitando os tempos unitarios de ex-
ecucdo e comunicagdo entre os processadores das tarefas. O tempo de comunicacio dos
resultados entre duas tarefas 7 e j € considerado zero, quando a antecessora j € executada
no mesmo processador que executard ¢. O objetivo do problema é escalonar as tarefas no
conjunto de processadores, respeitando as restrigdes impostas € minimizando o makespan,
ou seja, minimizando o tempo total de execucao do conjunto de tarefas. Este problema é
NP-Dificil (Ullman, [1975)).

Na literatura sdo conhecidos alguns métodos heuristicos (por exemplo, (Cheng and
Sin, [ 1990; [ Kwok and Ahmad, 1999)) e também algoritmos aproximativos (Hanen and Mu-
nier, 2001), porém ha ainda caréncia de bons métodos exatos de resolu¢do do problema.
Os métodos exatos existentes ndo se mostram eficientes para determinados conjuntos de in-
stancias. Existem ainda trabalhos que tratam de versdes mais genéricas, porém nao temos
como objetivo, tratd-las. Por exemplo, em (Davidovi¢ et al., 2007) e (Coll et al., [2006),
onde os tempos de processamento € comunicagdo ndo sao necessariamente unitarios. Neste
trabalho, temos como objetivo diminuir o tempo da resolucdo exata do problema, que tem
se mostrado impraticdvel até mesmo para instancias com um nimero reduzido de tarefas.
Apresentaremos formas de incrementar um método de resolugdo exata, baseado em uma
formulacao matemdtica existente na literatura (Campéelo et al., 2001). Para isso, mostramos
uma generalizacdo do limite inferior apresentado em (Campelo et al.| [2002)). Este, ao
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nosso conhecimento, apresentou o melhor limite inferior para o problema com tempos de
execugdo e comunicagdo unitarios.

2. Definicoes e notaciao
Podemos definir o Problema de Escalonamento de Tarefas com Restri¢des de Pre-

cedéncia, Custos de Execucao e Comunicacao Unitdrios com base em trés elementos: um

conjunto de tarefas N = {1,...,n}, uma relagdo bindria < que define uma ordem parcial
em N e um conjunto Q = {1,...,m} de processadores nos quais as tarefas devem ser
executadas.

Comumente a ordem parcial < é representada por um grafo aciclico e direcionado
G = (N,<) ou, de forma simplificada, pelo grafo R = (N,F), onde F é a reducdo
transitiva da ordem parcial <. Escrever ¢ < j (¢ - j) implica que (z,7) € < ((i,j) € F)
e indica que a tarefa j necessita dos resultados de ¢ para comegar sua execugao. Caso isso
ndo ocorra escrevemos ¢ 4 j. Se ¢ F j, ¢ € uma predecessora imediata de j e j € uma
sucessora imediata de i. Observe que se ¢ £ j e j & 1, as duas tarefas sdo incomparaveis,
implicando que uma pode ser escalonada independentemente da outra. Escrevemos i || 7,
quando isso ocorre. Caso j £ i (1 A j) paratodo j € N, entdo ¢ € uma tarefa minimal
(maximal) de <. Por simplicidade de apresentacdo, consideramos que 1 e n sdo as dnicas
tarefas minimal e maximal, respectivamente, de <.

Para N’ C N, <x+ € o subconjunto de < restrito a pares de elementos pertencentes
a N'; esta relagdo também € transitiva, ndo-reflexiva e antissimétrica. Se <+ ndo contém
tarefas incomparaveis, entao a relagdo é denominada uma cadeia de <. Uma extensdo <’
de < € uma relagdo transitiva, ndo-reflexiva e antissimétrica em NV tal que < C <’. Defina
anticadeia de < como um conjunto de tarefas incompardveis duas a duas e a largura de <,
denotada w(=<), como a cardinalidade da maior anticadeia de <. Dados 7,7 € N, defina
N; j o conjunto de tarefas que sdo simultaneamente sucessoras de ¢ € antecessoras de j,
incluindo i e j. A rede G;; é o subgrafo de G induzido por N; ;. Por simplicidade, a
relagdo <y, ; serd denotada por <; ;.

Definimos o agendamento de uma tarefa i € N pelo par (z;,p;), onde z; € N
€ o tempo de inicio da tarefa e p; € () o processador em que ela serd executada. De
forma geral, um escalonamento é definido pelo par (X, P), onde X = {z1,...,x,} e
P ={p1,...,pn}. Para que um escalonamento (X, P) seja vidvel para o problema, deve
obedecer as restricdes estruturais, derivadas do grafo de tarefas, e de recurso, derivadas do
numero de processadores. Dividiremos as restri¢gdes de acordo com o relacionamento entre
duas tarefas i e j,com,j € N.

Suponha que a tarefa j depende da tarefa 4, portanto ¢ < j. Claramente, x; > ;.
Se as duas tarefas sdo executadas no mesmo processador, a diferenca dos tempos de inicio
das duas deve ser pelo menos um, pois este € exatamente o tempo de processamento da
tarefa 7. Caso sejam executadas em processadores diferentes, o tempo de execucdo deve
ser acrescido do tempo de comunicac¢do (unitdrio), portanto a diferenga entre os tempos de
inicio € pelo menos dois.

Se duas tarefas ¢, 7 sdo concorrentes, apesar de elas poderem ser executadas de
forma independente, se ndo existem processadores disponiveis esta execugdo simultanea
ndo poderd acontecer. Ou seja, mesmo que as tarefas sejam independentes os recursos
podem ndo ser suficientes para que elas sejam efetivamente executadas concorrentemente.
Portanto, se ¢ || j, temos dois casos: se p; # p;, os tempos de inicio sdo quaisquer, sendo
(pi = p;) temos que criar uma rela¢do de precedéncia artificial entre as tarefas, fazendo
comquer; > x; +1loux; > x; + 1.
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Em resumo, o escalonamento (X, P) é vidvel se satisfaz as seguintes restricdes
para qualquer par de tarefa ¢, € N:
e Para (i < j): x; > z; + 1, mas se p; # pj, entdo z; > x; + 2;
e Para (i || j): se p; = p;, entdo z; > x; + 1 ou z; > x; + 1; se p; # p;, entdo os
tempos de inicio sdo quaisquer;

3. Solucao viavel heuristica

Apresentaremos agora uma heuristica gulosa para o problema, baseada no caminho
critico de cada tarefa. Este tipo de abordagem € recorrente em problemas de escalona-
mento. Em particular, essa heuristica ja foi usada nos experimentos computacionais real-
izados em (Campelo et al., 2002), porém agora a descrevemos em maiores detalhes. Defin-
imos caminho critico de uma tarefa como a maior distancia entre ela e a tarefa maximal. A
cada iteracdo, a heuristica CPMISF (Critical path, most immediate successors first) agenda
uma tarefa cujos predecessores ja foram agendados, respeitando os custos de comunicacao
e dando preferéncia aquela tarefa com maior caminho critico. Adicionalmente, se as duas
tarefas possuem caminhos criticos de mesmo tamanho, a heuristica fard opc¢ao pela tarefa
que possui menos sucessores imediatos.

Algoritmo 1: Heuristica CPMISF (Critical path, most immediate successors first)

Chamada: CPMISF(, j, m)
Entrada: Tarefas: i, j; Ndmero de processadores: m
Resultado: Solugdo vidvel: (X,P) e makespan

1 heapTask.add(i);
2 paracadak € N faca
3 L npred[k] < [{z|z <ij k}|;
4 paracada g € Q faca
5 L heapProc.add(q); tproc[q] < 0;
6 enquanto heapTask # () faca
7 elected < heapTask[0];
8 heapTask.remove(elected);
9 sortHeap(heapTask);
10 tmaxpred < 0; nmazxpred < 0;
11 paracadak : k <;; elected faca
12 se (taskTimelk] == tmaxpred) entdo
13 L nmaxpred < nmaxpred + 1; procpred + proclk];
14 se (taskTimelk] > tmaxpred) entdo
15 L tmazxpred + taskTimelk]; nmazpred + 1; procpred < proclk];
16 se (nmaxpred == 0) entdo
17 | taskTimelelected] < tproclheapProc|0]]; proclelected] < heapProc[0];
18 sendo se (nmaxpred == 1) e (tproc[procpred] < tmazxpred + 1) entdo
19 | taskTimelelected] < tmazpred + 1; proclelected] < procpred;
20 senio
21 se (tproclheapProc|0]] > tmaxpred + 2) entdo
22 L taskTimelelected] < tproclheapProc|0]];
23 senio
24 | taskTimelelected] < tmazpred + 2;
25 proclelected] < heapProc[0];
26 tproclproclelected]] < taskTimelelected] + 1 ;
27 sortHeap(heapProc);
28 paracada k : elected <;; k faca
29 npred|k] < npred[k] — 1;
30 se (npred[k] == 0) entdo
31 heapTask.add(k);
32 sortHeap(heapTask);

retorne ((taskTime, proc), n?sag{tproc[q]})
q
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A ideia central da heuristica € organizar as tarefas em um heap sob os critérios men-
cionados anteriormente (maior caminho critico e menor nimero de sucessores) e a cada
passo selecionar uma delas para ser executada. O processador em que ela serd executada
depende do tempo de término de suas antecessoras, especificamente das predecessoras que
executam no tempo mais tarde. Os processadores também sdo organizados em um heap,
de acordo com o tempo de término da dltima tarefa alocada a ele, de forma crescente.
Portanto, preferencialmente sdo escolhidos processadores que possuem menor tempo de
término da ultima tarefa executada nele. Os critérios de escolha do processador podem ser
facilmente observados no Algoritmo

A entrada do algoritmo sdo os nds 7, j € N, que induzem o subgrafo G; ; do qual
devemos calcular o makespan 6timo, e ainda o nimero de processadores, m. Nas linhas
1 — 3, adicionamos ao heap de tarefas a tarefa minimal ¢ em G ;, pois inicialmente apenas
ela pode ser executada, e ainda calculamos o nimero de predecessores de cada tarefa no
subgrafo. A varidvel tproc|ql, para g € @, indica o tempo de término da dltima tarefa alo-
cada a ¢ até o momento. Portanto, inicialmente (linhas 4—6) adicionamos cada processador
ao heap de processadores e zeramos a varidvel tproc associada.

No lago principal da heuristica, entre as linhas 8 — 19, elegemos a tarefa que atende
os critérios mencionados e determinamos seu predecessor que executa no tempo mais tarde
(tmaxpred). O ndmero de predecessores (nmaxpred) agendados nesse tempo maximo &
também calculado. Se ndo existirem predecessores, alocamos a tarefa ao processador
obtido do heap de processadores. Se apenas um predecessor € executado no instante max-
1mo, alocamos a tarefa eleita a0 mesmo processador de seu antecessor. Caso contrario, a
tarefa eleita serd alocada ao processador obtido do heap de processadores, tendo o cuidado
de adequar seu tempo de inicio de acordo com seus predecessores e ainda a varidvel tproc
do processador ao qual ela foi destinada (linhas 20 — 33).

Como agendamos a tarefa eleita, € possivel que alguns de seus sucessores agora
estejam livres para serem executados. Esta verificacao € feita nas linhas 34 — 38. Se existir
um sucessor que possa ser executado ele serd adicionado ao heap de tarefas. O makespan
UB, ; € obtido pelo valor méximo do instante de término das tarefas, ou seja, pelo valor
maximo das varidveis tproclq], ¢ € Q). Note que U B, € um limite superior para para o
makespan 6timo do problema em G.

4. Limite inferior

Nesta se¢do mostraremos um método para a obtencdo de um limite inferior para
o problema abordado. A base para esse método € a decomposi¢do do grafo de tarefas em
redes (Campelo et al.,[2002). Chrétienne desenvolveu método similar, também baseado em
decomposicao do grafo de tarefas e programacdo dindmica, quando a relagdo de precedén-
cia define uma arvore e nimero de processadores € ilimitado (Chretienne, |1989). Nosso
limite inferior melhora aquele obtido em (Campélo et al., 2002). Para a sua apresentacao,
€ necessdria a introdu¢do de novos conceitos e notagdes especificas.

4.1. Decomposicao em cadeias

Um corte-cadeia C de G, ; é uma cadeia da relagdo <; ;, talquesel € C'ek || |
entdo k ¢ N, ;. Veja que a cadeia C' é um corte de vértice em G, ;, portanto cada tarefa
desta cadeia ou € predecessora ou € sucessora de todas as outras tarefas de N; ;. Um pedago
de G ; relativo a C' é uma rede induzida pelas tarefas de uma componente B de G; ; — C
e ainda uma tarefa s pertencente ao corte-cadeia C'. Se as tarefas de C' sdo sucessoras de
todas as de B, entdo s € minimal de C, caso contrario s sera maximal em C'.
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Podemos decompor o grafo GG, ; em pedagos relativos a cortes-cadeia de G ;. Seja
C um conjunto de cadeias disjuntas de G e C; j, com ¢ < j e 4,7 € N, um subconjunto
maximal de C contendo apenas cortes-cadeia de (G; ;. Um pedago de G, ; relativo a C; ; €
um pedaco de G ; relativo a algum corte-cadeia de C; ;.

Uma decomposi¢do em cadeias do grafo G = (N, <), relativa a C, é um grafo
direcionado, com colorac@o nos arcos, D = (V, E). A defini¢do dos conjuntos de vértices
e arestas é dada recursivamente da seguinte forma:

1. Definimos trivialmente que [1,n] € V é araiz de D.
2. Seja [k, ] um par de tarefas, com k # [, e [i,j] € V. Existem trés possibilidades
para que este par pertenca a V' e para que a = ([i, j], [k,[]) € E:
e C;; # 0 e Gy, é um pedaco de G, ;: Damos a cor branca ao arco a.
eC,;=0e(i=Fkelt j): Oarco areceberd a cor azul.
e C,j=0e(j=1eit k): Neste caso, o arco a receberd a cor vermelha.

Um vértice [7, j| de D é denominado folha se possui vizinhanga positiva vazia. Veja que
as folhas do grafo sdao cadeias e, portanto, o tempo minimo de execucdo das folhas € o
tamanho das cadeias.

4.2. Limite inferior a partir de D

Descreveremos agora como o grafo de decomposicdo D de GG pode ser usado para
a obtenc@o de um limite inferior para o escalonamento de (N, <, @)). Seja a ordem {v; =
liv, 1], - - - v = [ijv), Jjv|]}, com v; € V, obtida pela inversdo de uma ordem topolégica
de V. O grafo D nao possui ciclos orientados e, portanto, tal ordem existe, podendo ser
obtida por uma busca em profundidade. Através de um processo de programacao dindmica
o limite inferior para o par [i, j| (ou melhor, para o makespan de (N; ;,<;;, Q)) pode ser
obtido em func¢do do limite dos pares de sua vizinhanga positiva em D), que pela ordem
anterior ja devem ter sido calculados ao serem requisitados.

Vamos denotar por LB, ; + 1 o limite inferior para (N, ;, <; ;, (), de modo que
LB, ; sera a diferenca minima entre os tempos de inicio das tarefas j e i em (N, <, Q). O
célculo de LB, ; segue a defini¢do de D acima. O caso mais simples ocorre quando G ; é
uma cadeia, ou seja, quando [z, j| € uma folha do grafo D. O limite inferior é o tamanho
da propria cadeia, portanto definiremos que LBZ ;?”m =|N;;| — L

Considere agora um vértice [i, j] € V' que ndo é uma folha do grafo D. Utilizare-
mos a classificacdo apresentada anteriormente que se baseia no conjunto de cortes-cadeia,

C;j. Iniciamos com o caso em que C;; # (. Portanto, sejam [z}, j1], [i5, 73], - - -, [iL, 7L]
r > 1, os pedagos de G, ;, relativos a C; ; = {C3,C3 ..., CI~'}, onde j; e ], sd0 os Vér-
tices minimal e maximal, respectivamente, do corte-cadeia C}_,, parat € {1,...,r — 1}.

. vt g _
Observe que o corte-cadeia C},; conecta os pedacos [i}, j;] e [1} 1, j; 1] € amda i =i
e j. = j. Dessa forma, percebemos que G;; ¢ uma sequéncia de pedagos e cadeias
(cortes-cadeia) intercalados e essa deve ser a exata ordem de execu¢do no escalonamento,
ou seja, a ordem de execugdo sempre serd um pedago [z}, j;], o corte-cadeia C}, ; e o pedaco
4341, Ji41)- Isto posto, um limite inferior para o subgrafo G, ; é:

Bbranco Z LB% g + Z |Cf+1’

Na primeira parcela somamos os limites de cada pedago de G, j, relativos a C; ;,
enquanto na segunda parcela somamos os limites das cadeias (cortes-cadeia), porém ndo
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adicionamos ao limite de cada cadeia Cy; o vértice maximal ¢, pois este jd estd incluido
no limite LB’ZM%+1

Trataremos agora o caso em que C;; = (), considerando a vizinhanga positiva de
[i,j] em D conforme sejam ligados por arcos azuis ou vermelhos. Separaremos estes
vizinhos de acordo com a cor do arco e determinaremos um limite inferior para os dois
grupos de vizinhos (LB{Z* e LBYS™"). O limite inferior de [i, j] serd obtido como
o melhor dos dois limites. Os célculos de LB{:* e LB sdo andlogos, portanto
mostraremos apenas a obten¢do do limite para a cor azul.

Inicialmente, tome os diferentes valores de limites inferiores dos vizinhos positivos

de [i, j] que possuem arco de cor azul, by < lby < ... < lb,. Perceba que mais de um
vizinho pode possuir o mesmo valor de limite inferior. Denotaremos o conjunto A;, com
t € {1,...,z}, como os vizinhos positivos azuis de [z, j| que possuem limite maior ou

igual a (b;. Formalmente:
o Iby = min{LBy, : ([i,]],[k,1]) € E*"}
e lbyy1 = min{LBy, : ([i,j],[k,1]) € E*" LBy, > lb},comt={1,...,2—1}
o Ay ={[k,1]: ([i,5],[k,1]) € E**" LBy, > lb;},comt ={1,...,2}

Observacio 1. Se [k, 1] € Ay e[a,b] € Ay, entdok =a=1iel#b comll jebl j, pois
estamos tratando os arcos de cor azul.

Observacdo 2. Se [k,l] € Ay, entdo a tarefa | deve ser executada pelo menos lb, unidades
de tempo depois do inicio de k = i.

A partir da defini¢do do conjunto A; e das observagdes acima, podemos concluir
que pelo menos |A;| tarefas devem ser executadas b, unidades de tempos apds o inicio
da tarefa 7. Sabemos que a tarefa j de [¢, j| deve executar apds a execucdo de todas as
tarefas [ de cada vizinho positivo [k, (] € A;. Portanto, o tempo de inicio de j é pelo menos
by + 6(A;), sendo a fung¢do § uma fungdo que associa o ndmero de tarefas que podem
ser executadas, de acordo com o limite de processadores e as restricdes de precedéncia,
ao minimo de unidades de tempo que essas tarefas levardo para executar. Por exemplo,
se |A;] = 1, o tempo adicional serd de apenas uma unidade, pois basta executarmos essa
tarefa no mesmo processador de sua antecessora. Se 2 < |A;| < m+ 1, precisamos de pelo
menos duas unidades de tempo. Pelas restricdes de precedéncia e comunicacdo, apenas
uma tarefa sucessora pode executar exatamente uma unidade de tempo apds o inicio da
tarefa antecessora. No tempo seguinte, podemos alocar as outras m tarefas. Assim, a
defini¢ao da funcdo segue segundo a tabela

|A¢] tarefas 0(A¢)

At = 1 1

2 < A £ m+41 2

m+2 < |Af < 2m+l 3
2m+2 < ne < 3m+1 4
(a—1)m+2 < |Ad < am+1 a+1
A = B (=141

Table 1. Definicao da funcao ¢
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Portanto, o limite inferior para [, j] baseado nos vizinhos positivos azuis é:

A =1
LB " = max {th + [Lw + 1}
k t=1,...,z m

Como mencionado, o limite inferior baseado nos vizinhos positivos de [, j] ligados por
arcos vermelho pode ser definido de forma andloga. Esta defini¢cdo de limite pode ser
considerada uma generalizacao do limite apresentado em (Campélo et al., 2002)). Lembre
que (b, é maior valor de um limite inferior de um vizinho positivo de [7, j]. Na referéncia
citada, LBf; = b, + Acom A = 1, se [A;| = 1, 0u A = 2, se [A,| > 1, e ainda
¢ € {azul, vermelho} Observe que obviamente o novo limite apresentado generaliza o
anterior, pois leva em consideragdo cada valor de limite [b;, com ¢ € {1,..., 2} e sempre

A< ['At -‘ + 1, portanto o novo limite inferior é sempre melhor ou igual ao anterior.

Reunindo as diferentes formas de calcular o limite LB; ;, podemos formular a seguinte
proposicao:

Proposicdo 1. Seja D o grafo de decomposicdo do grafo de tarefas G = (N, <) e [i,j] =
Gij = (N;j,=ij) € V(D). Se

LBfo”m [i, 7] é uma folha
LB;; = LBf,ganC()? Cij # 0
maz{LBEM, LBy, [ Bl — 1y, c;5 =0

entdo LB, ; + 1 é um limite inferior para o makespan dtimo de (N; j, <; j, Q).

5. Formulacio matematica

Utilizaremos como formulac@o bésica a introduzida em (Campelo et al., 2001).
Esta formulagdo € baseada na particao do grafo em cadeias e determinag@o dos tempos de
inicio das tarefas.

Em uma solucao vidvel, a cada processador estd associada uma sequéncia de tarefas
que sdo executadas nele. Nas sequéncias formadas, estdo presentes relacdes de precedén-
cia que ndo existiam antes no grafo de entrada original. Sdo tarefas que sdo incomparaveis
originalmente, mas que passam a ter uma precedéncia artificial na sequéncia a que per-
tence. Portanto as relacdes de precedéncia devem ser respeitadas também entre esses nos.
Observado isso, podemos entender um escalonamento vidvel como sendo uma extensao da
relacdo original que pode ser particionada em até m cadeias, onde m € o ndmero de pro-
cessadores. Desta forma, cada tarefa pertenceria a uma tnica cadeia e cada cadeia poderia
ser alocada em um processador diferente.

Matematicamente, podemos descrever as cadeias através de uma varidvel bindria,
w; j, tal que w; ; = 1 se, e somente se, a tarefa j for a proxima a ser escalonada depois de ?
em um mesmo processador, com i < joui || j.

Como mencionado, para que um escalonamento seja vidvel, basta particionarmos
em cadeias uma extensdo da relacdo de precedéncia original e, a partir destas cadeias,
determinar os tempos de execucdo de cada tarefa em seus respectivos processadores, re-
speitando as restricdes impostas. Vamos entdo definir o conjunto de varidveis que serd
utilizado para formular matematicamente o problema. O tempo de inicio de cada tarefa ¢
¢ determinado pela varidvel x;. A varidvel wy; terd valor 1 se ¢ for a primeira tarefa a ser
executada por algum processador. Da mesma forma w; ,,+; serd 1 se ¢ for a ultima tarefa

2673



Simposio Brasileiro de Pesquisa Operacional 16 a 1 9
A Pesquisa Operacional na busca de eficiéncia nos Setembro de 2013
SBPO servicos pUblicos e/ou privados Natal/RN

executada em algum processador. Finalmente, a varidvel w; j, definida para todo par de
tarefas 7, j, tal que ¢ < j ou || j, assumird valor 1 se j for a proxima tarefa a ser executada
apods ¢+ em um mesmo processador. Devemos minimizar o tempo total de processamento
(makespan), que deve ser o tempo de inicio da tarefa maximal n mais 1.

Formulacao

min z,+1

s.a  wp;+ Z w; j + Zwm =1 jeN (1)
i< il
Win1 + D wij+ Y wi;=1 ieN ()
Fi<i il

> Wi <m 3)
ieN
wme{o,l} i,jEN,i<j ou 1|y (@)
Wo,i, Wins1 € {0, 1} ieN (5
Tj—x; 22— wi i,jEN, ikj (6)
rj—x; > 1—ay(1 —w; ) i,JEN, iy @)
x; >0 ieN

Apresentaremos as restricdes da formulacdo em dois grupos. Iniciamos com as
restricdes que definem as cadeias a partir do grafo de entrada (1-3).

Uma cadeia de tarefas pode ser caracterizada como um conjunto de tarefas tal que
toda tarefa possui exatamente um antecessor € exatamente um sucessor, com excecao da
primeira e da dltima tarefas que, respectivamente, ndo possuem antecessor e sucessor. As-
sim as restri¢des (1-3) definem m cadeias no grafo. A primeira restricdo afirma que toda
tarefa j ou é a primeira tarefa executada em algum processador (wp; = 1) ou possui
uma tarefa antecessora, seja ela concorrente ou ndo a j. Por outro lado, a segunda re-
stricdo afirma que toda tarefa 7 ou € a tltima tarefa a ser executada em algum processador
(wint1 = 1) ou possui uma tarefa sucessora e esta pode ser dependente ou nao de i. Fi-
nalmente a ultima restri¢do garante que o nimero de cadeias formadas ¢ menor ou igual ao
nimero de processadores, m.

Com as cadeias formadas, devemos adequar os tempos de inicio para que eles re-
speitem as restri¢cdes de precedéncia e comunicacao. Considere as restri¢des (6-7). Clara-
mente, as restricdes de precedéncia e comunicacio sao dependentes da relagdo que existe
entre duas tarefas 7 e j. Portanto, temos uma restricao para cada caso. Pela restri¢do (6), se
J depende de i, entdo a diferenca entre seus tempos de inicio deve ser maior ou igual a 1,
sendo as duas executadas em um mesmo processador (w; ; = 1), e maior ou igual a 2, se
elas sdo executadas em processadores diferentes. Por outro lado, pela restri¢ao (7), se ¢ e j
sdo concorrentes devemos garantir que, se elas sdo executadas em um mesmo processador,
o tempo de inicio de j é pelo menos o tempo de inicio de ¢ mais um. Observe que, se
as tarefas sdo concorrentes e ndo sdo executadas no mesmo processador, a restricdo deve
se tornar redundante. Isto € feito através de um Big-M, logo «; ; deve ser grande o sufi-
ciente para tornar esta restri¢do redundante. Nao € dificil ver que o; ; € um limite superior
para x; — x; + 1 em uma solu¢@o 6tima do problema. Isto pode ser observado fazendo
(w;,; = 0) nesta restri¢do. A constante «; ; pode ser estimada satisfatoriamente utilizando
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os limites superior vidvel (U B ,,), baseado na heuristica CPMISF, e inferior LB, ; apre-
sentado anteriormente. Neste caso, «; ; = UB,,, — LB, ; — LB;,, pois LB, ; < z; e
2; S UBy, — (LB + 1)

6. Incrementos a formulac¢ao original

A resolugdo desta formulagcdo diretamente no solver CPLEX mostra-se imprat-
icdvel para certas instancias do problema. Mesmo para instancias que conseguiriamos
resolver facilmente com um algoritmo ingénuo, o tempo de resolu¢do da formulagdo pode
nao ser razoavel. Para diminuir esse tempo de resoluc@o, como tentativa inicial, buscamos
o fortalecimento da formulagao através da inclusdo de restri¢des derivadas dos limites in-
feriores apresentados anteriormente e ainda a adocao de novas estratégias de ramificacao.

6.1. Limite inferior LB, ;

Detalhamos anteriormente a obtencdo de um limite inferior para o problema. O
valor LB; j + 1 prové um limite inferior para o makespan do subgrafo induzido pelo con-
junto de vértices N; ;. Assim, podemos utilizar esse limite para gerar restricdes vélidas
para o problema e acrescentd-las a formulacdo matematica. Estas restri¢des sdo do tipo:

I]—l’zZLBZJ Z,]GN,Z‘<] (8)

Para efeito de comparagdo, usamos o CPLEX com sua parametrizacdo padrio para re-
solver a formulag@o sem as restri¢cdes e, posteriormente, acrescentamos as novas restricoes
baseadas no limite inferior LB, ;.

DAG n w(=<) UB1,n LBq p Makespan 1P 1P ¢/sol. inicial 1P ¢/ @b 1P c/sol. inicial e @—
6timo (s) (s) (s) (s)
tree7 255 128 15 14 15 - - 166 171
bin8 255 128 15 15 15 4 3 3 3
bin9 511 256 17 17 17 31 32 27 31
di100 100 10 36 28 28 4 3 8 9
dil44 144 12 44 34 34 28 29 34 33
di225 225 15 58 43 43 7205 7205 7248 7200
di256 256 16 60 46 46 366 364 230 210
divcong-m 382 128 25 22 22 7201 291 293 301
fft2-b-m 194 32 19 14 16 7209 1813 1230 1235
iterative2-b-m 262 26 26 13 24 - 7202 - -
prolog-m 214 126 15 14 15 7200 - 953 953
ran3 153 48 16 13 14 8 7 10 11
ran6 223 110 9 8 9 1 2 2 1
ran7 298 119 12 10 11 28 50 28 28
ran8 256 118 12 11 11 2 23 1 20
ran10 286 83 19 17 18 241 239 272 272
ranl3 357 167 12 10 10 36 36 39 40
ranl4 364 121 16 15 15 5 28 5 64
ranl5 152 47 15 14 15 1 1 1 1
ranl6 186 76 11 10 11 1 1 2 2
ranl7 546 158 22 21 21 1014 1012 657 756
ranl8 234 74 15 14 15 3 3 2 3
ssc4 128 48 15 14 14 3 3 3 3
sscS 200 75 16 14 15 10 16 16 16
ssco 288 108 17 16 17 22 19 19 19
ssc7 392 147 18 16 17 599 688 695 709

Table 2. Resultados computacionais com a adigéo das restricoes (§), com m = w(<)/2

A tabela [2] apresenta uma comparag@o dos resultados. Para cada instancia (DAG),
apresentamos o nimero de tarefas (n), a largura do grafo de tarefas (w(<)), o limite su-
perior dado pela heuristica CPMISF (U B, ,,), o limite inferior dado pelo processo de pro-
gramagao dindmica (LB ,), o valor do makespan 6timo, calculado através da resolugdo
exata da formulacdo com o solver CPLEX, e os tempos (em segundos) das quatro versoes
analisadas. As colunas IP (s), IP c/sol. inicial (s), IP ¢/ (8) (s) e IP c/sol. inicial e (8)
(s) representam os tempos respectivamente de resolucdo exata da formulacao, de resolucdo
exata informando inicialmente uma solucdo viavel (CPMISF), de resolugdo exata com a
adicao das restri¢des e de resolugdo exata passando uma solugdo inicial (CPMISF) e
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acrecentando as restricdes (§). Células marcadas com indicam casos que nao pud-
erem ser resolvidos em um limite de tempo de 2 horas. As instincias consideradas sdo as
mesmas utilizadas em (Campélo et al., [2002), onde sdao descritas em detalhes. Os experi-
mentos foram feitos em uma méaquina com 2 processadores quad-core (8 nucleos) Intel(R)
Xeon(R) CPU X5450, 3.00GHz.

Analisando os resultados, percebemos que a inclusao das restricdes quase sempre
melhora o desempenho, em particular para as instancias destacadas em negrito. Algumas
instancias que ndo puderam ser resolvidas apenas com as restri¢des originais da formulacao
dentro do limite de tempo, passaram a ser resolvidas apos a inclusio das novas restri¢des.
Por outro lado, o fornecimento de uma solucao vidvel para o solver nao levou a um melhor
desempenho para os casos avaliados. Comparativamente, a versdao que foi melhor que a
resolucao exata pura (IP-Integer Programming) em um maior nimero de instancias, 11, foi
a coluna IP ¢/ (8), enquanto as colunas IP c¢/sol. inicial e IP ¢/sol. inicial e (8)), superaram
a resolucgdo inteira, respectivamente em 9 e 8 intancias.

6.2. Critérios de ramificacao

Além da adi¢do de novas restri¢cdes, testamos a mudanga no critério da ramificagdo
no método Branch-and-Bound utilizado para fornecer a solu¢do exata para o problema. Da
formulacao original possuimos dois conjuntos de varidveis, as varidveis X e as varidveis
W. Durante o processo do Branch-and-Bound podemos priorizar um conjunto de varidveis
e ainda dentro do conjunto de varidveis, podemos ordend-las por algum critério definido
antecipadamente. Os seguintes critérios foram avaliados:

e Ciritério 1: Priorizar varidveis X sobre variaveis W.

e Critério 2: Priorizar variaveis W sobre variaveis X (em ordem decrescente do valor
de UB; — LB)).

e Critério 3: Priorizar variaveis X (em ordem decrescente do valor de UB; — LB;)
sobre variaveis W.

e Ciritério 4: Priorizar varidveis X (em ordem crescente do valor de U B; — L B;) sobre
variaveis W.

e Critério 5: Priorizar a variavel x,, sobre as demais.

Observe que em alguns critérios utilizamos o parametro U B; — L B;, que indica o intervalo
de agendamento da tarefa 7. Teoricamente, quanto maior esse intervalo, maior a indefinicao
arespeito do tempo de inicio da tarefa na solucao 6tima. Os limites superior e inferior que
usamos nos critérios sdo UB; = UB;,, — (LB;,, + 1) e LB; = LBy ;.

Para cada critério, avaliamos o desempenho do CPLEX aplicado a formula¢do com
ou sem as restri¢oes e usando ou ndo a solucdo vidvel inicial dado pela heuristica CP-
MISF. Na tabela [3] apresentamos uma comparacdo entre o melhor resultado para cada
critério, escolhemos as versdes que obtiveram os melhores resultados dentre todas as com-
binagdes. Com os resultados, ndo foi possivel obter uma versdo que obtivesse o melhor
resultado em todas as instincias, ou seja, ndo existe uma versao unianime. Porém, observa-
mos que os critérios 4 e 5 resultaram nos melhores desempenhos. Em todas as instancias,
a excecdo de trés delas, cada um desses critérios obteve o melhor desempenho ou desem-
penho comparavel ao melhor, entre as versdes concorrentes.

N3ao observamos outras formas de melhorar a resolucdo exata do problema através
dessa formulagdo. Dados os resultados, buscaremos a concepcdo de uma nova formulagao
para o problema. Possivelmente, baseando as varidveis no tempo especifico em que uma
tarefa € executada.
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Critério 1 Critério 2 Critério 3 Critério 4 Critério 5
DAG n Makespan 6timo P IP c/sol. inicial e IP c/sol. inicial e IP c/sol. inicial e Pc/ 1P c/®)
(s) (s) (s) (s) (s) (s)
tree7 255 15 - 164 186 176 183 170
bin8 255 15 4 3 2 3 3 3
bin9 511 17 31 32 31 32 28 27
dil00 100 28 4 9 9 9 8 8
dil44 144 34 28 33 33 34 35 31
di225 225 43 7205 7200 - 7205 7200 7201
di256 256 46 366 230 209 231 212 211
divconq-m 382 22 7201 292 293 294 292 293
fft2-b-m 194 16 7209 1211 7207 1521 1544 1826
iterative2-b-m 262 24 - 7200 - - - 7202
prolog-m 214 15 7200 841 - 56 57 7201
ran3 153 14 8 10 11 11 11 10
ran6 223 9 1 2 1 2 2 2
ran7 298 11 28 28 28 28 29 27
ran8 256 11 2 20 20 20 1 2
ranl0 286 18 241 272 269 285 286 168
ranl3 357 10 36 39 39 40 41 38
ranl4 364 15 5 63 63 62 5 5
ranl5 152 15 1 1 1 0 1 1
ranl6 186 11 1 1 1 2 2 2
ranl7 546 21 1014 805 660 811 809 806
ran18 234 15 3 3 3 2 3 2
ssc4 128 14 3 3 3 2 2 3
ssc5 200 15 10 16 16 17 17 16
s5cO 288 17 22 19 20 19 19 19
ssc7 392 17 599 705 829 641 640 700

Table 3. Resultados computacionais dos diversos critérios de ramificacdo. m = w(<)/2
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