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RESUMO

Nesse trabalho, tratamos do Problema do Caixeiro Viajante com Coleta e Entrega
Sobre Carregamento LIFO (Last-in First-out) sem capacidades. O objetivo ¢ analisar
uma implementacao para os métodos de separagao das inequagoes de um modelo em
programacao inteira proposto por Cordeau et al. (2010) que modelam as restrigdes
deste problema, com um nimero exponencial de desigualdades, dentro de algorit-
mos de planos de cortes. Mostramos que os critérios utilizados para a inclusao de
desigualdades violadas no modelo e a hierarquia dos métodos de separacao podem
melhorar substancialmente o desempenho dos algoritmos no que diz respeito ao tempo
de execugao para determinar um limite inferior para o problema.

PALAVRAS CHAVE. Caixeiro Viajante, Restricoes de Carregamento,
Planos de Corte, Métodos de Separacao

ABSTRACT

In this work, we address the uncapacitated Travelling Salesman Problem with Pic-
kup and Delivery with LIFO Loading. The main goal is to study the implementation
details in the separation methods for the inequalities used in a integer programming
model proposed by Cordeau et al. (2010) to formulate this problem, using a ex-
ponential number of inequalities, together with cutting planes algorithms. We show
that some implementation decisions can substantially improve the performance of the
algorithms concerning the execution time until achieve a lower bound to the model.

KEYWORDS. Travelling Salesman, Loading Constraints, Cutting Plane,
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1. Introducgao

Um dos problemas em otimizacao combinatéria mais conhecidos e extensivamente
estudados é o Problema do Caixeiro Viajante (TSP - Travelling Salesman Problem).
Entre suas diversas aplicagoes esta o problema de roteamento de veiculos (Iori e Mar-
tello, 2010). Uma variagdo desse problema consiste de um tnico veiculo que deve
servir a um conjunto de requisi¢goes compostas por um ponto de origem, onde um
determinado item é coletado, e por um ponto de destino, onde esse mesmo item deve
ser entregue. O Problema do Caixeiro Viajante com Coleta e Entrega (TSPPD - Tra-
velling Salesman Problem with Pcikup and Delivery) consiste, entdo, em determinar
um caminho que visite cada um dos pontos uma tnica vez, partindo de um depodsito
inicial e chegando num depésito final, de forma que cada ponto de coleta seja visitado
antes de seu correspondente ponto de entrega, com o menor custo possivel. Nesse
trabalho, pretendemos analisar uma variante desse problema denominada TSPPD
com restrigoes de carregamento Last-in First-out (LIFO), no qual o veiculo possui
uma (TSPPDL) ou multiplas (TSPPDMS) entradas independentes para o carrega-
mento dos itens. Um item quando carregado nesse veiculo é colocado no topo de
uma das pilhas e um item s6 pode ser entregue se ele estiver no topo de uma das
pilhas de carregamento de itens do veiculo. Nesse trabalho, consideraremos apenas o
caso em que uma pilha de carregamento esta disponivel (TSPPDL) e que a pilha de
carregamento tem capacidade ilimitada.

Aplicagoes surgem, por exemplo, no roteamento de veiculos de transporte onde
os itens transportados sao carregados e descarregados pela parte traseira do veiculo.
A realocacao dos itens durante uma operacao de carregamento ou descarregamento
pode ser proibitiva para itens pesados ou frageis, ou aqueles cujo manuseio é perigoso.
Dai a restricdo que somente o ultimo item carregado em uma pilha é acessivel e,
consequentemente, ele deve ser entregue antes de todos os demais itens que foram
carregados antes dele. Ladany e Mehrez (1984) apresentam uma aplica¢do real em
uma companhia de expedicdo em Israel. Levitin e Abezgaouz (2003) mostram o
problema num contexto onde um veiculo guiado automaticamente é utilizado para
mover itens entre diversos pontos de um armazém.

Recentemente, Cordeau et al. (2010) propuseram 3 formulagoes em programagao
inteira para o TSPPDL, duas para o caso capacitado e uma para o caso sem capa-
cidades, embora o foco do trabalho seja no problema sem capacidades. Os autores
afirmam que sdo os primeiros modelos apresentados na literatura. Basicamente, o
modelo sem capacidades consiste na formulacao classica do TSP com restrigoes de
eliminacgao de subciclos, de um conjunto de restricbes para impor as relagoes de prece-
déncia entre os pontos de coleta e entrega, e de um conjunto exponencial de restri¢oes
proposto pelos autores para impor a politica de carregamento LIFO do veiculo. As
formulagoes sao fortalecidas através de uma série de desigualdades validas, algumas
que sao validas para o TSPPD - e, portanto sao validas para o TSPPDL - e outras
propostas pelos autores observando a estrutura particular do TSPPDL.

Nesse trabalho, abordamos apenas o TSPPDL sem capacidades. O objetivo é
analisar, do ponto de vista computacional, uma implementagao para os métodos de
separacao das desigualdades do modelo em programacao inteira proposto por Cor-
deau et al. (2010) que modelam as restrigdes deste problema. Embora o trabalho
dos autores contenha um vasto material detalhando as desigualdades validas e os
procedimentos de separacao propostos, além de um estudo computacional avaliando
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as contribui¢oes de cada desigualdade na obtencao de um limite inferior para as for-
mulagoes baseado na relaxacao linear dos mesmos, poucos detalhes sobre os critérios
utilizados na implementacao das ideias propostas sdo mencionados. Algumas deci-
soes de implementacao influenciam sobremaneira o comportamento do algoritmo de
geracao de cortes. Em particular, estratégias diferentes para a inclusao dos cortes
gerados, ou a ordem de inclusao destes cortes no modelo relaxado, tem impacto con-
sideravel no desempenho do algoritmo: o ntimero de cortes violados computados com
os métodos de separacao pode variar bastante, assim como o tempo de execucgao do
algoritmo até obter um limite inferior para o modelo.

No restante do trabalho, ilustramos o modelo de programacao inteira para o
TSPPDL apresentado por Cordeau et al. (2010) na segdo 2. A se¢do 3 mostra os
métodos de separagdo exatos das desigualdades desse modelo dentro de diferentes
algoritmos de geragao de planos de corte, com uma breve andlise de alguns aspectos
que surgem na implementagao desses métodos. Analisamos 5 estratégias diferentes
para geracao e inclusao dos cortes no modelo relaxado e, na se¢ao 4, apresentamos um
estudo computacional sobre o desempenho de cada estratégia. Apresentamos nossas
conclusoes e trabalhos futuros na segao 5.

2. Modelo em Programacao Inteira

Utilizando terminologia de teoria dos grafos, o problema pode ser descrito formal-
mente como a seguir (Coté et al., 2012). Seja G(V, A) um grafo completo, direcionado,
onde A é o conjunto de arcos, V.= PUDU{0,2n+1}, P = {1, ...,n} é o conjunto de
pontos de coleta, D = {n+1,...,2n} é o conjunto de pontos de entrega, considerando
que o item coletado no ponto i € P deve ser entregue no ponto n+4 € D. Os pontos 0
e 2n + 1 correspondem aos depositos inicial e final, respectivamente, os quais podem
ser iguais. A cada arco (i,j) € A estd associado um custo ¢;;. Um tnico veiculo
com um conjunto K = {1, ..., k} de pilhas para o carregamento dos itens é utilizado
para atender a todas as requisi¢bes. Além disso, seja 7(i) a ordem com que o item
no ponto i € V é coletado/entregue pelo veiculo e T; = {iy,...,4;} o conjunto dos
itens no topo de cada uma das pilhas quando o veiculo chega ao ponto 7 € V. O
objetivo é atender a todas as requisi¢oes percorrendo um caminho hamiltoniano de
menor custo entre os depdsitos 0 e 2n + 1 satisfazendo as restri¢coes de precedéncia,
m(i) < m(n+1) Vi € P, e de carregamento, j € T; Vj € D.

Uma formulagao em programacao inteira para o problema pode, entao, ser descrita
da seguinte forma: a cada arco (4, j) € A é associado uma variavel z;; € {0,1}, onde
x;; = 1 se o ponto j € V ¢ visitado imediatamente depois do ponto ¢ € V. Seja S a
cole¢ao de todos os conjuntos S C V com 0 € S, 2n+ 1 ¢ S tal que existe um i € P
comi¢ Sen+iec S, eQa colegao de todos os conjuntos S C PU D tais que existe
ao menos um j € Ptalqueje Sen+j¢ Soun+je€Sej¢S. Aformulacao
proposta por Cordeau et al. (2010) é apresentada na formulagdo 1 (observe que ha
uma unica pilha de carregamento, com capacidade ilimitada).

As restrigoes (2), (3), (4) sdo as restrigoes classicas para estabelecer um caminho
hamiltoniano com os pontos em V', comecando por 0 e terminando em 2n + 1. As
restrigoes (5) foram introduzidas por Balas et al. (1995) no contexto do problema do
Caixeiro Viajante com Precedéncias (TSPP), e modelam as relagoes de precedéncias
entre os pontos de coleta e entrega. As restrigdes (6) sao as restrigoes introduzidas
pelo autores da formulagdo para impor as restri¢oes de carregamento LIFO utilizando
apenas as variaveis originais z;;. Além disso, os autores apresentam algumas familias

2452



- Simposio Brasileiro de Pesquisa Operacional 16 a 1 9
A Pesquisa Operacional na busca de eficiéncia nos Setembro de 2013
SBPO servicos pUblicos e/ou privados Natal/RN

Formulagao 1 Modelo em programacao inteira para o TSPPDL

(TSPPDL) minimize Y ¢;;ay; (1)
(i,5)€A
JFi
=1 Vie PUDU{2n+1} (3)
i
Yowy <I[S]—-1 VSCPUD,[S[=22 (4)
i,j€S
i,jES
dwi+ Y wi Y T < |S] VS e QViin+i¢ SieP (6)
jes i,jES jeSs
zij € {0,1} Vi, j)e A (7)

de restrigoes validas para fortalecer essa formulagao. Utilizam métodos de separagao
exatos - com base na solu¢ao de uma série de problemas de fluxo méximo - para identi-
ficar restrigoes violadas de subtour (4), de precedéncia (5) ou de carregamento LIFO
(6), além de métodos de separagao heuristicos para algumas familias de restrigoes
propostas. Todos esses resultados sao utilizados dentro de um algoritmo branch-and-
cut capaz de resolver instancias com até 17 requisicoes e algumas instancias com 25
requisi¢oes. TSPPDL é um problema N P-Dificil, como mostrado em Cordeau et al.
(2010).

3. Algoritmo de Planos de Corte

Dantizig, Fulkerson e Johnson (Chvétal et al., 2010) introduziram um método de
planos de corte para o TSP criando e resolvendo uma sequéncia de relaxagoes lineares
para o problema original. A ideia fundamental consiste em obter uma solu¢ao para
a relaxacao linear do problema original e utiliza-la para melhorar o limite (inferior)
fornecido pelas relaxacoes seguintes. O modelo relaxado para o TSPPDL, TSPPDLR,
consiste de (1) — (3), onde as varidveis inteiras sao relaxadas (i.e. 0 < z;; < 1) e de
um conjunto Ax < b de restrigoes satisfeitas por todas as solugoes do TSPPDL.

Se x* é uma solugao 6tima para o modelo relaxado e a’x* > b, entdo a relaxagao
linear pode ser melhorada se adicionarmos ao modelo a restricdo a’x < b satisfeita
por todas as solugoes do problema TSPPDL. a’x < b é um plano de corte e sua adi¢ao
ao modelo elimina x* do conjunto de solucoes na relaxacao linear e, possivelmente,
a solucao da relaxacao linear seguinte terd um limite melhorado. Para mais sobre
métodos de planos de corte e separagdo das restricoes relacionadas ao TSP, veja
Applegate et al. (2007).

O grafo suporte, G*, de uma solugdo x* para modelo relaxado é um grafo com
vértices V' e arcos A, = {(i,j) € A : zj; > 0} com capacidades w;; = x;;. A ideia
basica para identificar desigualdades violadas consiste na resolucao de problemas
de fluxo maximo s — ¢t no grafo G*. Para as desigualdades (4), 2n problemas sdo
resolvidos: n com origem em s = 0 e destino ¢ = ¢ € P e outros n com origem em
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s=mn+1i € D e destino em t = 2n + 1. Se o valor de fluxo é menor do que 1,
entdo um conjunto S C P U D pode ser obtido, tal que S viola a desigualdade (4).
Algumas modificacoes no grafo G* sdo necessarias para encontrar conjuntos S € S
e S € ), para definir restri¢oes (5) e (6), respectivamente. Em particular, para as
desigualdades (5) n problemas de fluxo, com origem em 0 e destino em 2n + 1, sdo
solucionados, um para cada ¢ € P. Para as desigualdades (6), o processo consiste
da soluc¢ao de dois problemas de fluxo para cada par ¢,j € P (um para identificar
SZin+italquedj e PNSen+j ¢S e caso nao seja encontrado, S Z i,n + i
tal que In+j € DNSej¢S). Veja Cordeau et al. (2010) para os detalhes das
modificagdes propostas no grafo G*.

3.1. Implementagao

Na implementacgio do algoritmos de planos cortes, 2n, n e O(n?) problemas de fluxos
sao resolvidos no intuito de identificar desigualdades (4), (5) e (6), respectivamente,
violadas por uma dada solucao x*. Portanto, potencialmente uma grande quanti-
dade de cortes pode ser gerada. Os critérios para decidir quais deles acrescentar ao
modelo relaxado antes da reotimizagao pode alterar drasticamente o desempenho do
algoritmo. Além disso, uma outra questao relevante diz respeito ao critério de selecao
das classes de desigualdades a serem separadas antes de cada processo de reotimiza-
¢ao do modelo: dado uma solucao x*, podemos executar o algoritmo de separacao
para uma dada classe C de desigualdades, identificar cortes violados para esta classe,
decidir quais deles acrescentar ao modelo e, entao, decidir por identificar cortes de
uma outra classe ou reotimizar o modelo e seguir com a separacao das desigualda-
des da classe C, até que o algoritmo de separagdo nao possa mais identificar cortes
dessa classe. A seguir, descrevemos os critérios de inclusdo de cortes e as politicas
de reotimizacao que avaliamos para o TSPPDL. Ao todo, implementamos algoritmos
de planos de cortes com 5 estratégias diferentes, combinando cada um dos critérios e
politicas.

3.1.1. Critérios de Selecao dos Cortes

Um critério comumente utilizado em implementagoes de algoritmos de planos de corte
para o TSP clédssico consiste em resolver uma série de problemas de fluxo maximo,
variando-se o destino do fluxo ¢, para obter conjuntos Sy que determinam desigual-
dades de eliminacao de subciclos violadas. Aquele conjunto Sy que define o corte
minimo de menor capacidade, entre todas as escolhas de t, define, entdo, o corte
minimo global e é adicionado ao modelo relaxado. Para o TSPPDL, seguindo essas
ideias, um critério semelhante seria resolver os problemas de fluxo para identificar
desigualdades (4), (5) ou (6) violadas por uma solu¢ao x* mas adicionar ao modelo
TSPPDLR apenas a desigualdade de cada classe que fornecer o menor valor de fluxo.

Para as restri¢oes (4) e (5), identificar a desigualdade mais violada é uma tarefa
relativamente simples. Em particular, 2n e n problemas de fluxo devem ser resol-
vidos, respectivamente, para a separacao dessas desigualdades. Por outro lado, a
separacio das desigualdades (6) requer a solucio de O(n?) problemas de fluxo. Dessa
forma, um outro critério adotado foi o de adicionar ao modelo somente a primeira
desigualdade violada encontrada para cada classe. Com esse critério, um maior na-
mero de restrigoes é adicionado ao modelo relaxado, como mostraremos nos resultados
computacionais.
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Algoritmo 1: Plano de cortes para o TSPPDL com a politica 1

Seja Ax < b, um sistema linear satisfeito Vx vetores solu¢ao do TSPPDL;
P+ {Ax < b};
enquanto Critério de parada ndo satisfeito faga

x* < x € P que minimiza ¢'x;

A1x > by @ desigualdades (4) violadas por x*;

Asx > by : desigualdades (5) violadas por x*;

Asx > by : desigualdades (6) violadas por x*;

Determine os cortes a serem inseridos no modelo, de acordo com um dos
| critérios de selecdo de cortes: P «+— P N{x:ajx < by,alx < by, alx < bs}

@ N O Ok W N

3.1.2. Politicas de Reotimizacgao

Dado uma solugao x*, podemos utilizar o procedimento de separacao para cada classe
de desigualdades C; do TSPPDL, identificar os cortes de cada classe que separam x*
do conjunto de solugoes de TSPPDLR e selecionar aqueles que serao inseridos no
modelo relaxado. Alternativamente, podemos utilizar o método de separacao de
apenas uma classe C;, identificar as desigualdades violadas e definir o corte dessa
classe que elimina a solu¢ao x*, inclui-la no modelo e reotimiza-lo. Enquanto o
procedimento de separacao consiga identificar desigualdades violadas pela solugao
do modelo, apenas os cortes de C; sao adicionados. Quando nenhuma desigualdade
é violada pela solugdo x* corrente, entdo executamos o procedimento de separacao
para outra classe de desigualdades.

Para o modelo do TSPPDL (1)-(7), temos as classes de desigualdades (4), (5) e
(6). Uma restrigdo bésica a ser atendida por qualquer solu¢ao do problema é que
essa defina um grafo G* conectado. As desigualdades (5) sao um fortalecimento das
restrigoes de eliminagdo de subciclo para S € S (Balas et al., 1995) e, portanto,
também contribuem para forcar uma solucao x* a ser um caminho conexo com os
pontos em V. Por outro lado, um conjunto S € € que nao viole (6) ainda pode
definir um subciclo (e portanto viola (4)). Dessa forma, e considerando a maior
complexidade do método de separacao das desigualdades (6), para a segunda politica
de adicao de cortes, na qual apenas cortes de uma dada classe sao adicionadas ao
modelo enquanto o método de separagao conseguir identificar desigualdades violadas,
apenas o primeiro corte ou o corte mais violado para (6) é adicionado ao modelo. De
fato, nos experimentos computacionais que executamos, seguir com o procedimento
de separagao, como para as classes (4) e (5), mostrou-se extremamente ineficiente do
ponto de vista do tempo de execucao.

Os algoritmos 1 e 2 ilustram as ideias aplicadas num método de planos de cortes
para o TSPPDL considerando as classes de desigualdades (4), (5) e (6).

4. Experimentos Computacionais

Implementamos os algoritmos de planos de cortes 1 e 2 com cada um dos critérios de
selecao de cortes (a primeira desigualdade violada encontrada ou a mais violada) em
C++ utilizando o CPLEX 12.4 como solver de programagao linear, e os executamos
num Intel i5 3Ghz, 8 GB, sobre a plataforma Ubuntu 12.04. O conjunto de instancias
utilizado é o mesmo utilizado por Cordeau et al. (2010) para avaliar o algoritmo
branch-and-cut proposto pelos autores. Em particular, as instancias foram criadas
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Algoritmo 2: Plano de cortes para o TSPPDL com a politica 2

1 Seja Ax < b, um sistema linear satisfeito Vx vetores solu¢ao do TSPPDL;

2 P+ {Ax < b};

3 enquanto Critério de parada ndo satisfeito faga

4 | X"+ x € P que minimiza ¢'x;

5 | enquanto x* viola alguma desigualdade (4) faga

6 A;x > b : desigualdades (4) violadas por x*;

7 Determine o corte a ser inserido no modelo, de acordo com um dos
critérios de selecao de cortes: P +— PN {x:ajx <b};

8 x* < x € P que minimiza ¢'x;

9 enquanto x* viola alguma desigualdade (5) faga

10 Asx > b : desigualdades (5) violadas por x*;

11 Determine o corte a ser inserido no modelo, de acordo com um dos
critérios de sele¢ao de cortes: P «+— PN {x:ahx < by};

12 x* <~ x € P que minimiza c'x;

13 Asx > b : desigualdades (6) violadas por x*;
14 Determine o corte a ser inserido no modelo, de acordo com um dos critérios
| de selegdo de cortes: P < P N {x:ajx < bs};

a partir de 9 instdncias da TSPLIB (Reinelt, 1991), onde os pontos de coleta e
entrega foram atribuidos aleatoriamente, e possuem 9, 13, 17, 21 e 25 requisi¢oes
(respectivamente 20, 28, 36, 44 e 52 vértices).

Antes de iniciar o algoritmo proposto por Cordeau et al. (2010), os autores incluem
uma série de desigualdades Ax < b, satisfeitas por todas solugoes do TSPPDL, no
modelo relaxado. Além disso, excluem as varidveis x;,;, ¢ # j, observando que
um ponto de entrega n + j € D nao pode ser sucessor direto do ponto de coleta
i € P quando i # j. Utilizamos o mesmo conjunto de desigualdades iniciais nos
algoritmos de planos de cortes que propomos, mas também observamos uma outra
particularidade da estrutura do problema: o sucessor do ponto 0 e o antecessor do
ponto 2n + 1 deve ser, necessariamente, um ponto de coleta ¢+ € P e um ponto de
entrega n + j € D, respectivamente. Embora essas condig¢oes estejam implicadas
pelas desigualdades de precedéncia (5), a inclusdo das restrigdes 3 ;cpxo; = 0 e
> icp Ti2n+1 = 0 no modelo inicial contribuiram para o desempenho dos algoritmos
de plano de cortes. Em particular, o limite inferior obtido com os algoritmos s6 nao
foi melhor ap6s a inclusao destas restrigdes apenas para 3 instancias (att532, fnli /61
e pr1002).

O procedimento de identificagdo das desigualdades (6) violadas por uma solugao x*
requer o computo de O(n?) problemas de fluxo maximo no grafo suporte G*. Dessa
forma, os algoritmos de planos de cortes que utilizam como critério de selecao de
cortes a desigualdade mais violada entre todas identificadas pelo método de separacao,
apenas consideram um conjunto com no maximo 10 desigualdades (6) violadas e
determinam a mais violada dentro desse conjunto.

Para a solucao dos problemas de fluxo méximo, utilizamos a solugdo dada por um
modelo de programacao linear para este problema. Embora algoritmos especializados
na solugao deste problema (Goldberg e Tarjan, 1986) possibilitem a aplicagao dos
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métodos de separacao para instancias muito grandes, nos testes que executamos, as
instancias sao relativamente pequenas e os ganhos foram pouco significativos. Os
conjuntos S que determinam desigualdades violadas podem ser obtidos notando-se
que o problema de corte minimo s — t é o dual do problema de fluxo maximo s — ¢.

Outro aspecto relevante na implementagao de algoritmos de planos de cortes diz
respeito a convergéncia do método. Em particular, num dado momento do algoritmo
a inclusdo dos cortes ao modelo relaxado pode nao contribuir para um aumento
consideravel do limite inferior obtido. Dessa forma, para tratar os efeitos de tailing-
off, o critério de parada dos algoritmos leva em consideracao os aumentos no limite
inferior para o modelo relaxado apds cada iteracdo de adicdo de cortes. Se esse
aumento é muito pequeno, o algoritmo para.

Na tabela 1, mostramos os tempos de execucao para cada algoritmo de plano de
cortes até alcangar um limite inferior para o modelo (1)-(7). Para cada instancia,
apresentamos a instancia original da TSPLIB (nome), o nimero de requisi¢oes (n)
e o limite superior (UB) utilizado por (Cordeau et al., 2010). Para cada algoritmo,
reportamos o limite inferior obtido como 100 * (UB — LB)/U B na coluna gap, onde
LB é o limite inferior obtido pelos algoritmos, e o tempo de execucao em segundos
na coluna t(s). Colunas em branco na tabela ilustram casos em que o algoritmo de
planos de corte em questao falhou em retornar um resultado antes de 3600 segundos.
As estratégias 1 e 2 consistem dos algoritmos 1 e 2, respectivamente, onde o crité-
rio de sele¢ao de cortes consiste apenas da primeira desigualdade violada encontrada
pelo método de separagdo de uma dada classe de desigualdades. Nas estratégias 3 e
4, implementamos os algoritmos 1 e 2, respectivamente, com o critério de selecao de
cortes definido como a desigualdade mais violada entre todas aquelas que o método
de separacao de uma dada classe pode identificar para uma dada solucao x*. Na
estratégia 5, utilizamos o critério de desigualdade mais violada e implementamos o
algoritmo 1 mas, no lugar de escolher a desigualdade mais violada de cada classe,
determinamos a desigualdade mais violada entre todas as desigualdades violadas en-
contradas, considerando todas as classes. Note que no método de separacao das
desigualdades (4), uma desigualdade é violada se o fluxo méaximo é menor do que
1 e, para as desigualdades (5) e (6), se o fluxo é menor do que 2. Portanto, para a
comparacao da desigualdade mais violada na estratégia 5, consideramos a razao entre
o valor de fluxo encontrado pelos métodos de separacao das desigualdades (5) e (6) e
o valor maximo de fluxo, 2.

Observe que nem todos os algoritmos conseguem retornar um limite inferior para
todas as instancias. Em particular, o algoritmo com a estratégia 1 nao conseguiu
retornar uma solucao para a instancia d18112, ao passo que a estratégia 2 pdde re-
tornar um limite inferior para todas as instancias. Embora os valores de gaps obtidos
pelos algoritmos de plano de cortes com as estratégias 1 e 2 sejam préximos (mé-
dias de 7.80% e 8.05%, respectivamente, desconsiderando a instancia nao resolvida
por 1), os tempos de execucdo para a estratégia 2 foram substancialmente menores
(médias de 32,61s e 19.72s). Para os algoritmos com as estratégias 3 e 4, os tempos
de execucao foram menores para 4. Além disso, o algoritmo com a estratégia 3 nao
conseguiu retornar solucoes para 8 instancias, enquanto o algoritmo com a estratégia
4 retorna um limite inferior para todas as instancias. Os resultados sugerem que, apa-
rentemente, os algoritmos de planos de cortes tém um melhor desempenho quando a
politica de planos de cortes mostrada no algoritmo 2 é utilizada na implementacao,
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ou seja, ao incluir os cortes para as classes de desigualdades (4) e (5) e forgar as
solucoes do modelo relaxado a se aproximar de um caminho com todos os pontos
P U D, comecando em 0 e terminado em 2n + 1, os algoritmos conseguem chegar a
um limite inferior de qualidade semelhante para o modelo num menor tempo compu-
tacional. As diferencas no tempo de execucao entre as estratégias 2 e 4 se justificam
pela tarefa adicional para determinar a desigualdade mais violada encontrada pelo
método de separacao. Nesse sentido, com a estratégia 2, os limites inferiores obtidos
tem qualidade semelhante aos obtidos com a estratégia 4 (médias de 8.05% e 8.01%,
respectivamente), mas os tempos de execu¢ao sao bem menores com a estratégia 2
(médias de 19.72s e 56.01s, respectivamente). O algoritmo com a estratégia 5 obteve
os piores resultados. Observe que limites inferiores foram obtidos apenas para 23
das 45 instancias e, embora esses limites sejam préximos aos obtidos pelos demais
algoritmos, o tempo de execucao ainda foi superior.

Uma outra evidéncia que parece comprovar o melhor desempenho dos algoritmos
de planos de cortes para o TSPPDL quando a politica mostrada no algoritmo 2
é utilizada, esta relacionada ao ntimero de cortes de cada classe de desigualdades
adicionado ao modelo por cada estratégia. Na tabela 2 mostramos o nimero de
iteragoes de adicao de cortes (iter ) e a quantidade de desigualdades violadas de cada
classe (sec, (4); prec, (5); lifo, (6)) adicionadas ao modelo relaxado para os algoritmos
implementados com cada uma das estratégias. Observe que com as estratégias 1 e
3, os algoritmos de cortes adicionam muito mais restri¢goes (5) e (6) ao modelo,
enquanto que com as estratégias 2 e 4 o nimero de restrigoes (6) adicionadas é
muito pequeno. Em particular, observe que apenas adicionando desigualdades (4)
ao modelo, 3 instancias (fnl{461 e pr1002 com n = 9, e pr1002 com n = 13)
foram solucionadas pelos algoritmos, isto é, a solugdo x*, com todas as variaveis
z;; € {0, 1}, representa um caminho desde 0 até 2n+ 1 passando por todos os pontos
P U D, respeitando as precedéncias entre os pontos de coleta e entrega e também a
politica de carga e descarga do veiculo. Por fim, considerando todas as classes de
desigualdades, menos cortes no total sao adicionados ao modelo pelo algoritmos com
as estratégias 2 e 4.

5. Conclusoes
Apresentamos algoritmos de planos de cortes para um problema de otimizacao combi-
natéria para o qual apenas recentemente formula¢des em programacao inteira foram
elaboradas. Mostramos que algumas decisoes de implementacao influenciam sobrema-
neira o comportamento de um algoritmo de geracao de cortes que utilize os métodos
de separagao exatos propostos por Cordeau et al. (2010). Em particular, estratégias
diferentes para a inclusao dos cortes gerados, ou a hierarquia de utilizacdo dos mé-
todos de separacao, tem impacto consideravel no desempenho do algoritmo. Dado a
maior complexidade do processo de separac¢ao das desigualdades (6), e uma vez que
elas podem nao contribuir para que os vetores solucao x* do modelo relaxado definam
grafos G* conectados, uma alternativa que parece favorecer uma implementacao de
um algoritmo de planos de cortes para o TSPPDL seria a de considerar as restrigoes
(4) e (5) e utilizar um algoritmo branch-and-cut para alcangar uma solu¢ao x* com
entradas inteiras, para s6 entao utilizar o método de separacao para as desigualdades
(6) e identificar violagoes na politica de carregamento do veiculo para essa solugao.
Futuramente, pretendemos adicionar essas ideias dentro de um algoritmo branch-
and-cut e fazer uma comparacao com os resultados apresentados por Cordeau et al.
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